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摘 要

本文推广钱伟长在〔5 1中提出的合成展开法分析双参数边界层问题
.

对于受均布荷载作用的球壳对称变形问题
,

其非线性平衡方程可以写成(2
.

3a)
,

(2
.

3b)
:

。2

斋
(/ 夕卜李

F “一 “Z F

一
, “一”

。,

器
(X F ) +

告
“2 + ‘“’“一“

式中
。

与占是待定参数

第二边界层问题
.

对于上述问题
,

当乙= l
, 。

是小参数时
,

这是第一 边界层问题 ; 当己与
e

都是小参数时
.

这是

我们假定
。 ,

乙和 P满足
。3户d = l一 己

在这个条件下
.

应川推广的
一

合成展开法
.

求出上述间题具有固定边界条件情况的渐近解
.

一
、

目甘 舀

合成展开法在A H
.

N a yfeh的书
‘”中曾作过介绍

,

作者介绍了 E
.

B r o m b e r只「2 ’(1 9 5 6 )
,

M
.

H
.

B二二 。 K ,

刀
.

A
.

月 ro c T e p H 。二 {““
(29 5 7 ) 和 G

.

E
.

L a tt a L4 , (1 9 5 2 ) 等 的工作
。

其

实
,

我国钱伟长教授早在1 9 4 8年
,

就已经提出了这个方法
‘“’(有关的介绍

,

可以参看【6 〕)
,

这个工作是合成展开法中较早的文献
.

合成展开法被 叮
.

C
.

C p y 6 o H K 广泛地应用到弹性力学的非线性问题
‘7 ’,

作者把这些问

题化为高阶导数项乘有小参数的奇异摄动方程
,

在选择小参数时
,

把h (即 )
一 ‘

作为小参数
.

这

种选法固然可以
,

但却会使另外一些含参数的项放大
,

例如荷载项
.

为了避免在方程中同时

出现大参数项
,

就必须对诸如荷载项等参量加以限制
,

这样就把应用范围缩小了
.

本文采用待定小参数法选择参数
,

假定。与占满足方程 护P占~ 1一 。
.

这种选择法
,

对于荷

载项可以不加限制
.

同时
,

由于改变了方程的结构形式
,

从而求得了不同于 CPy 6 坦。‘ 的结

果
。
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二
、

基 本 方 程 的 建 立

对于厚度为左 跨度为 2a
、

半径为 R 的球形薄壳体
,

如 讨 论 非线性轴对称变形
,

其方程

。 d l d d 叨
、 ,
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= V
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讨论均布荷载的情形
,

令

劣~ 尸/a
2 ,

F = 。2 巴Z

N

刀= 材 2 2 (l一召
“

) e占。/ 人
, n 。

_ d刀
f l口

, 以
一

~
二r二介
U 汤

(2
.

Z a )

以及
,

,
一。“。。斌1云不不万

几

/ s刀*
,

。= q a 4

[ 1 2 (1 一、
2

)1普2 2 6刃。
4

于是
,

方程 (2
.

la )
、

(2
.

lb)变成

(2
.

2 b

一

姜
一

(/ 。卜专
F “一“ZF

一
, “一”

。
:

斋
(x F ) +

音
“
“
+ ‘“”一。

其中
:
与占为待定参数

,

它们可以任意选取
,

但是要使护Pd与矿为大于零的有限常量

。时 )
.

本文选取。
与d满足关系式

:

: 8

如= 1一,

于是 L2
.

3a少与 (2
.

3b )成为

(2
.

3 a)

(2
.

3 b)

(当。 , (,、

(2
.

4、

一

斋
(/ 。卜扣

。一、
2
二 一 , 十 : 一。

“
2

芳
(XF ) +

雪
。

2
+ 4 0

2
。一。

(2
.

sa )

(2
.

sb )

对于方程组 (2
.

3 a)
、

(2
.

3 b) 或者 (2
.

sa )
、

(2
.

5b)
,

假定它们具有固定边 界条件
:

〔尸
,
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三
、

第 一 边 界 层

令d = 1
.

此时方程组 (2
.

3a)
、

(2
.

3b )为

(2
.

6 a )

(2
.

6 b)

扩

苏
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合成展开法应用于球壳对称弯曲的边界层问颗

前面曾经指出
,

这里的
。
是待定参数

,

有时可以选 取
‘, l。 = 从。“ 1云飞二了了〕

一 , .

不过
,

此时

的。3
p 将等于 。一 , q /l 6 E 斌正石二i户厂

,

当: 。。
, 护川卜有限量

,

欲使 : 3
p 为有限量

,

必须假定

q与
。是同级小量

,

这样就缩小了应用范围
.

如果采用 (2
.

4)
,

此时有
“3

P一 1 一 e (2
.

4 )
‘

于是
,

护P就是有限量了
。

将(2
.

4 少
‘

代入 (2
.

3a )
‘

一 (2
.

3b )
‘ ,

得到

一

斋
(X 。卜宁

二。一。
2
尸一 , + 。一 。

芳
(xF ) +

合
。

2 + 4 0
2
。一。

(2
.

sa )

(2
.

5千) )
‘

我们用合成展开法来求这个方程组具有边界条件 (2
.

6 a )
、

(2
.

6 b) 的渐近解
.

设解的形式为

口= 。 (x
, 。) + 口(劣

,
,

, 。) (3
.

la )

F = 甲(%
, 。)十 岁(%

,

刀, 。) (3
.

lb )

其中

刀= 二(劣)/
。 (3

.

2 )

二(劝是边界层函数
,

它是待定的
,

假定二 ( 1 )二 0
.

函数 。与甲是方程组的正则摄动解
,

设

口(%
, 。)二 。。

(义) + 口 ;

(戈)。 + 田
2

(x )。
. 牛 ⋯⋯ (3

.

3 a )

沪(二
, 。) = 沪

。

(劣) + 切
,

(% )。 + 甲:

(x )。
乞 + ⋯⋯ (3

.

3b )

函数口与少是方程组的边界层解
,

设

口 (%
, 刀, 。) = 口

。

(%
,

岁 (劣
, 叮, 。) = 岁

。

(况
,

刀) + 口 ; (, , ”)。+ 口
2

(%
,

刀)。
2 + ⋯⋯

叮) + 岁
;

(劣
,

斤)。 + 岁
:

(二
,
刀)。

2 + ⋯ ⋯

(3
.

4 a )

(3
.

4 b )

函数。与切的具体求法
,

可以参照文献〔6 1与仁9 二; 而函数口与岁的具体求法
,

可以参照

文献〔6 」
.

函数口
‘

与岁 ‘满足渐近方程
:

劣丫
2 口2

口
。

O刀2

一
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含争
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一

奋睿
。 ,
少
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岁刀一
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2
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,

)
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‘

_ 日口
。 _ ,

一 艺
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(3
.
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众
, 2 日2 梦

,

口冲2 = 一 2 劣汀

, 口2
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;
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d 叮
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,
口
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.
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(n = 0
, 1 , 2 , 3 ,

其中叭
‘, 中一。,

口
一 ‘与梦

一‘

都恒等于零 (‘> 1)
.

我们讨论固定边界条件
,

因此假定

1
.

甜 .
恤

,

co )是有限的
,
梦 ‘(二

,

co )是有限的
;

(3
.

6 a )
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2
.

口
‘

(1
,

0 ) = 一。
,

(1 ) (3 6 b)

2 型泣l边工
一

+ 2 卫望三 !互凶
一二 /

(r) + (1 一、、少
,
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.
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(f= 一 1
,

0
,

1
,

2
,

⋯ )

从 (3
.

5 b) 式中可 以得到W
。

与 W 不显含冲
.

再根据边界条件 临
.

6 a) 与 (3
.

6。)
,

少
。
三 0 ,

梦
‘
一 a -

其中al 是待定常数
.

从 (3
.

sa )式看出
,

如果假定
义兀 , 2

二中
。

则(3
.

sa )式成为非常简单的线性非齐次常系数微分方程
.

对于口
。,

显然有

可以得到
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.
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(3
.
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解之
,
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,

得到

。
。
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其中
c 。

(幼是待定的函数
,

根据边界条件 (3
.

6b )
,

应该有

口。( 1 )= 一。
。
( 1 )

从 (3
.

5) 式可以得到边界层变量刀
,

(3
.

10 )

(3
,

1 1)

一封
,

砰六
(3

.

12 )

将 (3
.

1 0 )代入 (3
.

5 b )
,

并根据条件 (3
,

6 a )
,

可以得到

e盖
_ 。

16
甲

,
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一舒
‘

十
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C n e
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2 切 f,
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其中久是待定的
.

利用岁
,

的表示式 (3
.

1 3 )
,

注意到边界条件 (3
.

6 。)
,

可以得到

1 6
“ ,
二
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了
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.
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现在转到‘3
.
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,

容易得到
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口
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‘

1 5、

上式中带有方括号的项会使0
1

产生
“

共振项
” ,

即所谓
“

永年项
” .

为了消除这种 项
,

可以命方

括号内的函数项为零
,

即

二二
/

李
一

+( 冬
,

.

十
今

。 、十 二
尹

十

耘
二·

)c
。
一。

切 人 、 任 任 ‘ ,

(3
.

16 )

从此可求出
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一 (·卜一
。
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!
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,
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粤一
、,一 :、·
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.
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有了 (3
.

16) 或 (3
.

1 7) 式
,

就使得 (3
.

1 5) 中的
“

共振项
”

被消除了
.

于是
,

从 (3
.

1 5)中可以求出

招:
为
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。 = c ,

(% )。
一 ”/ 2

+ 二些,
一

(4儿
,
+ 。。

)
叨 0

(3
。

全8 )

式中
c 、(劝是特定函数

.

确定 c 、

的办法与确定
c 。

的办法一样
.

按照上述办法
,

可 以求出其他的 g
‘

与笋
‘

的表达式
,

在这些表达式中
, “

永年项
”

全 都被

消除了
。

四
、

第 二 边 界 层

我们讨论〔2
.

3 a )
、

(2
.

3 b)或 (2
.

5 a )
、

(2
.

5b )
.

假定。与乙都是小参数
,

次是带有两个小参

数的奇异摄动方程组
,

或者说
,

这是具有两个边界层的问题
.

带有两个或两个以上小参数的奇异摄动理论的应用
,

公开发表的文献虽不多
,

但这是一

个重要研究课题
.

这方面
,

O
‘

M al ley 有不少的工作“ “’‘2 ’,

C Py 6 lll o K (1 9 81 )把 它 应用到弹

性球壳的弯曲
‘7 ’,

关于后者
,

R ei ss n e r也有研究 〔‘“’.

在「7 j与「1 3〕中
,

基 本方程是类似本文

中的 (2
.

3 a)
、

(2
.

3 b) 的形式
.

我们不采用这种形式
,

而是采用方程组瞬
.

sa)
、

(2
.

5b)
,

于是

得到不同于C p y 6 坦。 K 的结果
.

(a ) 外部解

在 (2
.

孙)
、
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.

5b )中
,

去掉带有
。
与占的项

,

我们得到两个代数方程
:
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一 2

这两组解
,

实际上也就是分叉解
,

木文只讨论 个分叉 即讨论 (4
.

2 b) 的情况
。

(4
.

Z a )

(4
.

Zb)

(b) 中间合成解

假定方程组 (2
.

5a )
、

(2
.

5b )的解具有下列的形式
:
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,

乃
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,

d
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,

d
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d
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.

4)

我们称这种解为中间合成解
l “ ’.

而 。 与 切 则是第二边界层解
.

这种解不雏 满 足 (2
.
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、

‘2
.
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.
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,
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.
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, 与。。亦可求出

.

(c) 完全合成解

我们讨论方程组 (2
.

5a )
、

(2 sb )具有边界条件傀
.

6a)
、

rZ
.

eb) 的解
,

这种解可 以利用前

一节的方法求出
,
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,
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,

0 )
众 (4
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5 b)成
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有类似的形式
.

因此
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近解
.

例如

招
。
二 e 。(劣

,

d ) e 一 , / 2

其中
互 ·

P ( %
,

占) d %
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(d) 占值的估计

在前面推导基本方程时
,

曾对 户与左
2

加以限制
,

即要求
。3 Pd = O ( 1 )

k
Z
= O ( l )

其中铲与户的表示式是 ( 2
.

2b )
.

利用 ( 4
.

连幻
、

衅
.

1 3) 与 ( 2
.

2 b)
,

使可求得j的估计值
,
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其中

p Z
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a 2

R h

这一结果与R e is s n e r的结果是一致的
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