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摘 要

本文利用圆环壳的一般解 [13
,

引用小参数摄动理论
.

求 得 U 型波纹管的线性精确解和非线性

U 型波纹管在工程上是一种应用广泛的弹性元件 (图1)
,

因此
,

有关这个课题的理论研

究和实验分析
,

是人们长期注意的问题之一
研究这类波纹管时

,

人们一般把它简化为圆环壳和圆环板的一 种 组 合 件
.

H a m ad
a 及

T a k e : 。n 。 对 U 型波纹管的环 壳部分采用摄动解法
.

经过一系列研究
,

得出了一些简化设计

公式
,

并制成了应用图表
, 6 ’, 汇“’.

但是
,

他们的摄动法结果只

适用于 a ( 0
.

3 和 拼< 5 的范围
,

而且也受到摄动参数展开取

项的限制
〔7 ’;

他们只考虑了线性变形
,

所得的结果没有反映

U 型波纹管非线性的特点
.

月
·

E
.

A H 众Pe eB a ‘吕’曾用差分法把轴对称壳的 非 线 性

微分方程化为差分方程
,

再用牛顿法求出U型波纹管的数值

解
.

这个解法不仅相当麻烦
,

而且其结果似有较大的误差
.

本文考虑到波纹管的非线性特点主要由环板决定
,

特别

是目前工程常用的波纹管
,

环壳很小
,

环板很大
,

环板的变

形大大超过了环壳的变形
,

因此
,

本文对环板部分采用了大

挠度非线性方程
,

而与之相接的环壳
,

其基本方程仍采用线性的
.

这样简化
,

就可以利用作

者已导出的圆环壳的精确解 “ ’,

并引用小参数摄动法
,

求出 U 型波纹管各级摄动的内力 及

变形
.

第一级摄动解
,

实际上就是 U 型波纹管 的线性精确解析解
.

一
、

符 号 及 基 本 方 程

取 U 型波纹管的一段计算长度 A B C D (图 2 )
。

为了求解方便
,

假设壳在 B 点的
z
向位移

为零
,

这个假设并不失去问题的一般性质
.

a l , a Z

—
圆环壳子午平面内曲率半径 ,

份 参加这项工作的还有郑思棵
、

谢志成
、

王瑞五
.

53与



59 6 钱 伟 长 吴 明 德

R
、 ,

R
Z

—
圆环壳子午平面内圆心到旋转轴的距离

;

h
, ,

人2 ,

h

—
分别表示两部分环壳及环板的厚度

;

E
, , 一一弹性模量和波桑系数

;

尸
。 ,

q

—表示波纹管的外集中力和均布

力
,

它们的正向如图 2 所示
,

图 2 图 3

召 ,
= 斌亏百巧巧 R

:
h

,

拌 :
= 斌万万二俨)

R
Z
h

:

a , == a ,

/ R
: ; a :

二。:

/ R
Z ;

“ , , 升: , a , , a :

—环壳的几何参数
.

U 型波纹管分成环板和圆环壳两部分
:

环板的基本方程

环板单元的受力如 (图3) 所示
,

其大挠度卡 门方程为
:

d一dr。 l d
丈夕
—

一气广一 r

r a r

1 d d 阴

砰几吞 r

石沪
-

1 a

一—
一几气 r lV ,

r a r

d
r石7

N 。二

令孚rzN
·

十

粤(奈)
2
一。

手
(
·二

,

,

(1
.

1)

、.....t
J

了直.....夕
q一一一

咖一
dr

其中 D =
E h3

1 2 (1一俨)
为板的抗弯刚度

; 。(r) 为板的挠度
。

2
.

圆环壳的基本方程

环壳的内力和位移如图 4 所示
.

在 L o
ve

一
K 五rc hh of f 弹性薄壳假定下

,

B
.

B
.

H oB
。、 。 Jl o B

导出的轴对称圆环壳复变方程为
:

(1 + a sin 甲)
d

Z
厂 d厂

一
砂

一 一a “。 s 甲石丽 + 2“1 s in 切厂 = 2 “P
。 e o s 甲 (1

.

2 )

其中

一 4拜2
刀

a a Z

(, + 。 5 1。 , )、 + 、
「誉卫怨努

望亡。一 2。

马
一c tg *

1
‘ “ 。 1“ W “ J

尸
。

一告
一qa ‘十

令
2 ;
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伪)

图 4

O
。

为 甲= 0 处的剪力
; x 和 Q分别为壳的轴向转角变形和剪力

.

二
、

环 板 摄 动 法 解

环板单元的正向受力如 (图 3) 所示
·

设 。(r) 表示板的径向位移
,

引入无量纲量
:

坐标变量
:

睿= r/ 凡

板的薄膜力
:

。 , 二

R 矛
O

, 二二 ZV
,
一万布一,

刀

。 、 ,

R 于
O 口 二二二

ZV ‘

一
若~

Lj

板的剪力和弯矩
:

位移
:

外力
:

~ 尸矛
厂

,

”Q万行
~

;

Z
~
产I不

, , v, 。/ h,

, 一票
。川

尸一 D h , ‘ “ l

m 一M
,

箫
, m 。一Me瓷

U = , , u
/ h

其中 护 = 斌丽二石万
,

于是
,

圆薄板的大挠度方程
蔽“’:

l d
卜

d l d
,

d , l d , c d g _
~ 不 一二不厂

‘

g 一花形厂 下
, 一

二开厂 5
夕

一了不
-

一下
-

万下一 5 。 , 一二了荞 ~ 一 P
g 以 9 U g g “ g “9 9 “ g “ g

(2
.

1)

。

d l
宝 万万

一

歹
口弓 右

一

汾
:

2
“

·

+

(
一

贵)
‘
一”

占S
,

(2
.

2 )

(2
.

3 、
"

一
成

一一6S

再加上位移与内力关系
,

U / 占== E 井 (S 。一 , S
,

) (2
.

4)

_ 1 了d
z 夕

. v d夕 、
明

,

一一一下一 吸一斤乏
一

个冲厂 一不而 一 夕
梦

一

、 “ g
一

弓 以 白 ,

(2
.

5 )

。。二一

牛(
, d

Z g
.

l d 到
一不币丁犷 , ~

气厂
,

一下弃
口弓

一
白 “ 白 ) (2

.

6)

T/
_

_ 上
,

一

纷
_

_ _

生
,

‘

些扭_ 工
_

如
_

、
v 产 省、 d 有

’ d 省
z

有 d 占 ,
(2

.

7 )
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能确定环板全部内力和变形
.

式中。一 六
,

奈
.

‘ F I 、 1

用摄动法求解时
,

我们引用环板外边 c 点的挠度呱(
一 v

愕)为摄
动参数

,

并把所有

的物理量都展开为 万 . 的幂级数
.

例如
,

夕(省)=

0 (占)=

习 夕‘(占)牙蕊

乙 0 , (舀)研轰

(2
.

8 )

S
,

(雪)二 乙 S
, ‘

(约牙 :

8习同
P(省) = P ‘(约牙盖

将 (2
.

8 )代入 (2
.

1)及 (2
.

2 )
,

班
。 :

平二
:

平余

收集牙
。
同幂次项

,

即得各级摄动方程
:

D 通
(省0

; ) == 一 P
:
)

D 口
(雪

:

S
, ,
) = O J

D ‘
(省 0

,

)一 D ,
(省S

, : 0
:

) = 一 P
:

1

D o (省Z S
r :

) + 0 1= 0 1

D , (省 0
5

)一 D , (占S
, ;

6
:
+ 咨S

r :
夕

,

)二一 P
艺

D 。(睿
2

5
, 3

) + 2 0
;
0

2

二 0

(2
.

9 )

(2 10 )

(2
.

1 ] 、

其中
, l d

‘

d l d
I, A ==

一

了 ~布下一白一丁几二 ~ 万
~

一一7王

白 Q 自 口 g 自 口 g

D 刀=
1 d

右 d 套
(2

.

1 2 )

d一心1一占"

一心O 口~ 雪

各级摄动方程的解可写为

氏一合“
)

《lnE 一
劫

十

告Al’
》; + “

)

/l+ 0r( “

S ‘二 成 t) + 成。 / 扩+ S 常.
(豹 } (2

.

1 3 )

式中 A护表示 (O 级摄动方程的积分常数
,

它们要靠环板的边界条件和连 接 条 件 来 确定
;

盯 (幻
,

S节‘(幻表示 (l’) 级摄动方程的特解
.

把 (2
.

13) 代入 (2
.

3 )一(2
.

7 )
,

将求得全部内力和

变形
。
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三
、

环 壳 的 线 性 解

在文〔2 1和【妇中
,

巳经给出了圆环壳在轴向力和均布力作用下的全部内力和变形
.

为了

使环壳和环板各种物理量的量纲统一
,

也要把壳的内力和变形按环板的规定化为 无 量纲量
.

由于在环板中已把载荷户展开为参数 砂
二 的幂级数

,

在环壳中也应把总的轴 向力 尸
。

化 为无

量纲量后展开为碎
。 的幂级数

,

即

尸一Pe赘

{ (3
.

1)

P = 乙 尸‘平二

所以
,

下面利用环壳理论求得的只是相应于各

级摄动的载荷系数八和尸
‘

作用下环壳的线性内

力和变形
。

图 5

取A B段环壳 (图 5 )
,

根据环壳理论
‘名, , ‘弓, ,

得各级内力
:
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环壳的转角 x
、

水平位移万以 及垂直相对位移 乞分别为
:

L

、..2
吕一,佗

f

八一,J/‘.、拼一尸么一Vx ;‘’
1

a 釜(1一a : s in 叻) (
Q ; ,

, J l + T “
, K l + B“

‘, “
1

一 刀全
, “

2

)
, ;

‘,

一洲
~

;
一

儡了)卜箭
一

(、夸洲
‘)

铃
一

十 d口
B 沪 上辈上一

d 势

,玛
�

话犷‘幼dd
+ B }‘

’

一

卜
一

肾黯
一

佃
)

凡 一丁“
’‘

互
十 ”扩

’“几

+ B 飞‘
’

口
2

)
+ 1 ( 1 + v ) (a :一 s in 沪)

2 1一 a , s i n 砂

( 3
.

3 )

吼{,

1 刀 口 1

十
- 几一几下 一于丁- 一石

一
一

4 p
’

八 x 找 1

_ 、

了
二

1一 v
.

、1
p ‘、1 一 之v ) 气

上一万二丽
a , 5 ‘11 梦 ) ]

“尸
’

一务
一

(
~

儡厂)令{下纂斋丽
一

娜
’‘玉十 丁护

’

凡

+ “ }‘
’
“

1
一 ”‘

’
“

2

)
d ,

式中转角 x :
相当于壳的实际转角乘 以 v, R I

/ h
,

其余各无量纲的内力和位移的定义均与环板

处的相同
.

( 3
.

3 )式中的B l( ‘’
,

B 奋
‘’

各级摄动的待定积分常数
,

它们将由圆环壳与环板的连

接条件来确定
.

式中

%
’

一责(令
+

资)
~

, ‘、
a 奢 a ,

h

“
” = 一

~
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‘
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一
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.

4 )
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J
l
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牙
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·
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( 3
.

5 )

K
:
(帅 = 乙 K

。 5 ‘·

(
、+
号)

它们所组成的复数

A
”
二J

。

十 iK
。

( 3
.

6 )

由下面连分式确定
:

1
月

,

=
-

一
l

:
[ 二

:
艺

.

浮 口
l
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,

-
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—
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—
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一
一
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月
,
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.

7 )
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{
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A
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A
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⋯ )

一
矛一一

⋯振

(3
.

3 )式 r
卜口

, ,

口
:

定义为
:



U 型波纹管的非线性特性摄动法计算 G 0 1

。
!

“, 一

l
‘

1

一
: 1

(
一

登
一 ,

)
+ 尸

2 5‘· : 1

此
一 ,

)〕
S“刀

,

(
一
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+

卜
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Z S‘· : !
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一 ,

)
一F

l

一
: 1
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·h刀

,

(晋
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2

一
: !

(舒
*
)
一 尸

1 5‘· , 1

(落一
*

)」娜(笔一
,
)

(3
.

8) 式中的函数 F
, ,

F
Z ,

G
: ,

G , 分别为
:

(3
.

8 )

F
I

印) = 一 乙 力
。 e o s n势一 乙 q 乏sin , :砂

一 1一3 一‘ ” 翻 2 , 4 , 6

尸
2

(沪) = 一 乙 。” e o s n沪+
乙 川 si n

砷
二

1 , 3 , 。 ” 目 2 , 4 , 6

(3
.

9 )

G : 印) = 1 + 夕
。 e o s n 矽+ 乙 g : s in 。沪

8乙
” 二 2 , 4 , 8 ” . 1 * 3 , 5

‘
2

(沪)二 乙 。。 c o s n叻一 乙 川 si n
砷

” · 2 , 4 , 6 ” 目 1 , 3 , 5

上式的P
。 ,

川
, 。, ,

以 由下列两个复数确定
:

a 。

+ ib
。 , a _ 。

+ ib
_ ”

p
。
=

一

委(
a 。

十 a 一 。

)
,

‘ ;
‘。一

“一’

q
。

一粤(。
。

+ 。
一 ,

)
,

、

乙 ;
一

‘“一“一,

而这两个复数又由下列连分式确定
:

公
、

一合
‘二 + ‘“

·

,
,

些望
C o

一

合‘
。一 + ‘b一

一‘f“
」 + “一

‘, 〕〔“
1 + “一

2 )〕

)
(。二> 0 ) (3

.

1 0 )
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·

2

一!
一

一�
一

叭

C .

C一
1 ‘“

1 + ‘·,
“
一

{拼l
一 f只

, + i (n + 1 ) 〕〔又
; + ; ( , ; + 2 ) 〕)

C ! 二 1_ _
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{
。玉一
令
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1 一
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一
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,

一含
一

、汗琳如
〔

补 ( 。一 2 )」三竺
二

(n < 0 ) ( 3
.

2 1 )

式中 几
;
是一个复数

,

几; = 刀
:
+ i , 1

它的实部 口
,

和虚部 , ;

可根据环壳的 a ,

及 “ :
值

,

按厂们文中的计算结果
,

用 双 插值法求得
.

对第二部分壳 CD (图 6)
,

将 A B 段公式中的常数 B }
‘’ ,

B 岔
’

改为 C ;
‘’,

C护
‘ ,

将 ( 3
.

2
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R
:

一些- 了
R

。

、
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‘

. r 一一}
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V R 孟

一
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.
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。
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仔
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(奋
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)
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卜
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一
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(晋
一 ,

)
+ F

! 5‘· v Z

(晋
一 ,

)〕
s h ”

2

(含
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(3
.

1 3 )

再将 (3
.

2 ) ~ (3
.

5 )式中所有下标
“ 1” 改为

“ 2
” ,

将 (3
.

2 )
、

(3
.

3 )
、

(3
.

5 )
、

(3
.

9 )中的 沪用 甲一 二

Clll
代入

,

即得出第二部分壳全部各级摄动的内力和位移
.

应该指出
,

(3
.

2 )
、

(3
.

3 )式所表示的内力和位移
,

并不是

环壳的实际内力和位移
,

而只是相当于各级外力 系 数 P
‘

和

尸‘
作用下壳的内力和位移系数

.

为了 求得实际的内力 和 位

移
,

还要利用类似 (2
.

5) 式的幂级数展开式
.

例如
,

求环壳

的弯矩 M
,

和转角 x 时
,

要用

仇

凡 一

一州
-

D

凡 :

厚度

图 6

(3
.

14 )

、.,‘.、/‘.1.少
‘眺

那M
, = 乙 M扩

z = 乙 z “ ,
研盆

四
、

连接条件和边界条件

在环板的各级解中
,

包含 6 个待定常数A 万
‘’和未定的载荷系数 P’ 或 尸‘; 在环壳解中

,

各级摄动解包含 J 个待定常数 B l(
‘’ ,

B 若‘’
,

C 沂
‘’ ,

C资
‘’ ,

它 们 都 要由环壳与环板的连接

条件和边界条件来确定
.

在 B 点
,

省~ 1
,

环板与环壳连接
,

即

价
。
= 一Q ;护

S
, ‘。= N 胃(0 )

。 ·‘。二一M胃(0 ) (4
.

1)

口‘
。
二 x 釜

‘, (o)

U ‘。 = 万夏
‘,
(0 )
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环板在 省二
a ,

(住点) 与第二部分环壳连接
,

故

S
·‘

一 N扮(o)

,
·‘

一 M胃(o)

口
‘,

= x 返‘) (0 )

U
‘。

二 万互
‘’(0)

环板在边界 占= 1

且口

(4
.

2 )

除上述连接条件外
,

环板的挠度应等于 班
。 ,

君= a
, ,

故有

处还有边界条件 万二 。
,

即 夕‘(l) = 0
.

在省= a, 处
,

, = 砰
。 = ,

,

W
。 + 珑平二十夕

。
砰 扁十⋯ ⋯

夕, == l, g :
== 0 , g a == 0

,
⋯

用以确定未知的载荷系数 P‘
或 尸‘

.

(砚
.

3)

五
、

计 算 例 题
餐

按上述理论
,

分别计算图 7 所示 U 型波纹壳在集中力 尸
。

和均布力 q 作用下的内力和变

形
,

波纹壳 的 巳 知 参数
: a , 二 。:

= 2
.

sc m
,

R
,
=

2 0
.

se m
,

R
z
= 2 6

.

5 e m
,

h
l
= h

:
= h = 0

.

2 e m
,

E =

2
.

I X l o 6
k g /

e m
Z , , = 0

.

3
.

图 s , 。的各曲 线表示

该波纹管的线性内力
.

为了验证它的正确性
,

我们

用有限元法〔。, ,

求出该波纹管的数值解
,

并将其结

果画 在 图 8 , 9 上
.

表 l 列出波纹管的线性轴向变

形
,

即 A D 两点的相对轴向位移
,

并给出有限元法

计算结果
. 图 7

表 1 U 型波纹管的线性位移

本文理论解

有限元法解

误 差 } 2多 { 2拓

按本文摄动法求得的外力与波纹壳轴向位移的非线性关系为
:

集中力

均布力

、交
、、一(导

一

)
+ 6

·

7 , , 、 l。一

(气
“

)
“
+ ,

.

5 2 , x , 。一

(导)

二了、
了一

(代
夕

)
+ 8

·

2 8。

(
一

代
“

)
2

+ ,
.

7 5 2

(导)
’

(5
.

1)

(5
.

2 )

其中砂
。
为环板 C点的挠度

,

h为板的厚度
,

尸及P均为外载荷的无量纲量
.

若将C点的挠度换

算为 AD 两点的相对轴向位移 乞
,

则有

*

计算结果均用本文规定的无量纲量表示
.
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)
+ 6

·

“‘X ‘O
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·

8 72 x , 。一
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’
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“
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·
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图 10 表示出外力与位移的关系曲线
。

为T 进行对比
, 『

本文计算T A 。 ; p e e o a

著作 fs〕中一个 U 型波纹管模 型的 结 果

(R
l
= z3

.

sm m ,

R
Z
= 1 8

.

2 5 m m
, a = 0

.

7 5

m m ,

h= 0
.

12 m m
,

E == l~ l
.

3 5 x 10 4
k g /

m m
Z , v = 0

.

3 3 , g 二 0
.

0 0 4 k g / m m
Z

)
,

并用

有限元法进行校核
,

图 11 表示出按本文方

法和有限元法求得的线性内力结果
.

这两

种方法求得的AD 点的相对线性位移
:

线线线线性解
、、

/// 少少
歼厂厂
、、、、、、、均布力力

子子子子子
.

户产产产产

尸尸尸尸
/////////

/////////////// 7 7 8
.

11
,

可 43 8
.

1

名m a x
图 10 载荷与位移关系曲线

= 3
。

12 (本文解析解 )

名 m a x

h
= 3

。

1 1 (有限元法解)

按本文方法求得的内压 P与位移的非线性关系为

P

3 7 6
,

5 8 8 灵
+ ,

·

6 6 7 6 X , 。一

(膏)
’ + ,

·

, 8 7 9 、 , 。一

(异)
’

图 12 表示出此方程的曲线
关 ; 图中也给出 A H : pee Ba 的 理 论 计 算 结果 和 实 验 结 果

.

由 于

A 。 : p e e Ba
对此模型没有进行内力计算

,

故在图 11 中没有画出 A H : p e e o a 的计算结果
.

图 1 3给出我们计算的 A H ; p e e B a 另 一 个 模 型 的 内 力 (R
,
= o

.

3 5 2 e m
,

R
:
= 0

.

嫂1 8 。m

a = o
.

o 32 c m
,

h = 0
.

o o 6 4 e m
,

E = 2
.

z X 一0 6
kg /

e m
Z , v == 0

.

3 , g = Ik g / e m
,

)
,

同 时 也把

A H : Pe e B a 的计算结果画在图上
.

六
、

结 论

由图 8 , g 看出
,

本文的线性解与有限元法求得的结果符合得很好
,

这 说 明本文的方法

是正确的
.

由于在薄壳的精度范围内没有略去方程中的任何量
,

因此
,

只 要 在 薄 壳的条件

下
,

本文的解将到处适用
,

没有象 H a m ad
a 及 T a k e z o

no 所要求的对波纹管的限制
.

由 公 式 (5
.

3)
、

(5
.

4) 可见
,

对图 7 所示的波纹管
,

当壳的相对位移 云等于厚度 h 时
,

非线性项约占线性项的 6 ~ 7 拓; 若位移为厚度的两倍时
,

非线性项则 占 15 ~ 18 不
.

当 然
,

不 同参数的U 型波纹管
,

其非线性性质是不相同的
.

对 A H 且p e e B a 模型
,

本文求出的非线性

对线性的偏离与 A H :
Pe eB a 计算的结果相符

;
但对该模型的 材 料 B p B Z

,

若选用弹性模数

E = 1
.

35 X I少k g / m 耐
,

则她计算的线性位移与本文所得的结果相差甚远
.

由 于 本 文 所 求

得的该模型的线性内力和位移与用有限元法求得的结果完全一 致
,

故 疑 A H a p e e B a 的 结 果

有误
; 也可能因为选用的弹性模量与实际材料不符

.

由图 12 可以看出
,

若 选 用 E = 1 x lo
毛

苦

图昭表示 8 个波的波纹管的位移与内压关系曲线
.
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k g / m m “,

则本文计算结果相当符合 A H : p e e B 。 的实验结果
.

对另一个模型
,

A H ; p e e B a
求出了它的内力分布

.

用本文方法校核她的结 果
,

发现她的

理论计算结果都偏大
,

有些地方偏大得相当多
.

按摄动法求得U 型波纹管的非线性解与非线性板理论的实用范围是一致的
。

这种方法与

非线性有限元法计算相比
,

具有计算迅速
,

省工省时的特点
.

钱伟长
、

钱伟长
、

钱伟长
、

陈山林
,

H a m a da ,

(1 96 5)
.

H a m a d a ,

(! 96 6)
.

O t a ,

T
.

(1 96 3)
.
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