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摘 要

木文中
,

我们在不作任何近似的情况下
,

用严格的数学方法研究了旋转充 浓腔体在有限扰动

下的稳定问题
.

在已知旋转充液腔体定常解分布的情况下
,

利用本文方法有可能给出确切的稳定

区域
,

并且有可能对腔体的运动性状作出全面的定性分析

关于旋转充液腔体的稳定问题
,

无论在理论上或在应用上都有重要意义
,

因此有不少人

对此加以研究
.

由于这是一个包括常微分
、

偏微分和积分方程组的混合系统
,

问 题 十 分复

杂
,

所以一般研究时都作了某种简化
。

或者对液体粘度加以限制
,

仅考虑大的或小的粘度的

情况
【” ,

或者利用 袱y R
6B

。 : 。n 的等效原则或部分变元稳定理论将无限多自由度近似化为有

限多自由度
,

然后再用 月 只 n y Ho
B
方法加以处理

〔2 ’,

或者
,

只保留原方程的线性部分
,

然后

利用变分原理或其他方法进行研究 t召 , ‘’.

显然
,

所有这些方法都是近似的
,

因而所得的稳定

判据就不能不带有局限性
,

特别是它们都无法推广应用到研究有限扰动的情况
,

而这正是人

们所期望加以解决的
。

在本文中
,

我们在对原方程不作任何近似的情况下
,

用严格的数学方

法研究了关于旋转充液腔体在有限扰动下的稳定问题
.

在已知旋转充液腔体定常解分布的情

况下
,

利用本文的方法有可能给出确切的稳定区域
,

并且有可能对腔体的运动性状作出全面

的定性分析
.

一
、

各坐标系的选取及其相互关系

我们选取各坐标系如下
: 定坐标系 O氛载睿

3 .

牵连转动坐标 系 O 二
,

为二 : ,

其 巾 O二
。

轴与

O省
。

轴相重合
,

并绕后者以匀角速度 口 转动
,

它表示旋转充

液腔体的某一定常解
.

扰动坐标系 O州川川
,

它与充液腔体

相固结
,

其中三个轴分别指向腔体与液体的三个惯性主轴
,

它表示旋转充液腔体受扰动后的位置 (图 1 )
。

如以乞
, ,

矛
: ,

礼与几
,

矛二
,

孔 分别表示定坐标系 0 氛若砖
:

与扰动坐标系 O川川川 各轴的单位矢量
,
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因为 G 表示的乃一正交变换
,
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由子扰动坐标系 o x 扭扭 ; 在单位时间内位置的变化相当于烧某一瞬时角 速度面 的转动
,

因

而
,
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,
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二
、

腔内液体的运动方程

腔内液体为不可压缩粘性液体
,

因此
,

它服从以下两个方程
:

1
.

N a v ie r
一
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其中

石

—绝对速度
,

V

—
H a m il to n

算子
,

p

—
液体密度

, 召

—液体粘性系数
,

p

—液体压力
,

犷—单位张量
,

金

—变形速度张量
,

其形式为
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当液体在图示位置以匀角速度口绕 O二
,

轴作整体转动时
,

如果此时液体速度为 几
,

压力

为 八
,

‘

并注意到此时 金二 O
,

则 (2
.

1)
,
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.

5) 具有下述形式
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V 石
。

, O

当扰动运动时
,

如液体相对 O二
i x 声。的速度为 云, ,

压力为 P,

e11
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将上式标乘以 云
, ,
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,

)二 。
,

同时
,
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,
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其中 夕乃液体与腔体内壁的接触面
,

(3 ) 利用分部积分以及 (2
.
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,
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三
、

腔 体 的 转 动 方 程

设腔体沿 O就 式 式各轴的惯性主矩分别为 月 : ,
方

, ,

q
,

则其受扰后的动量矩为
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其中

尸一一腔体内壁S 上一点到O 之矢径

M
;

—腔体质量

h
:

—腔体重心C
,

沿O川 轴到O之距离

g

—
重力加速度

上式等号右端第一项所以取负号
,

是由于腔体在 S 处所受之力与液体在 夕处所受之力方向相

反之故
。

此外
,

当液体在图示位置以匀角速度口绕 O x :

轴作整体转动时
,

其动量矩为
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月
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B

: ,

C
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—
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P
。

—
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.
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。
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.
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.
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.
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,
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,
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,
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,

因而如将其展开
,
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,
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B
, ,

C
,
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夕口令

r 一

合初
! ·

。 +

拼告
一

加 ;、

U == a夕羞
:
+ b夕受

: + Z c (夕
3。
一 z )

“一
普坦

‘
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喃 da
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.

19 )

(3
.

2 0 )

(3
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2 1 )

并取

厂= T + U (3
.

2 2 )

则由(3
.

15) 可得

d犷 ~

一
,

万几~
~

= 一允
a r
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.

2 3)

上式中T
,

U
,
R 均有明确的物理意义

:

T 为扰动动能函数
,

U 为扰动势能函数
,

R 为扰动耗散

函数
。

四
、

函 数 U 与 R 的 性 质

为了便于对稳定性进行讨论
,

需要首先研究函数 U 与 R 的性质
.

先研究 U 的性质
.

为此
,

将(3
.

2 0) 重写如下
:

U == a夕专
。
+ b夕羞: + Ze (夕。。一 1)

其中习: 。 , g : 。 , g 。。按照 (1
.

3 )满足条件

g 爹
:
+ 夕圭

:
+ 夕尝

:
= 1

上式的几何意义为一半径等于 1 的球面
,

而 U 即为定义在此球面上的函数
.

便起见
,

我们称此球面为K
,

并称 ga 3
》 o 部分为 K 的上半球面

.

令

夕: s= 斌1 二面孔
~ c o s 口 1

(3
.

2 0)

(4
.

1)

为了下面讨论方

夕: 8 = 斌万二万荻飞in o j

则 (4
.

1) 恒被满足
,

将上式代入 (3
.

20 )
,

得

U = (1 一弱
a
)〔(

a一 b)
e o s恶 0 + b〕一 Ze (1一夕。: )

在以下的讨论中
,

我们假定
a> b > c > 0

现研究在上述条件下 U 之值在 K 的上半球面的变化情况
.

为此
,

对 gs
:

与 0 的偏导数
.

例如
,

对 ga
。

的偏导数是

(4
.

2 )

(4
.

3)

(4
.

4 )

我们可对 (4
.

3 )分另lJ求

0 U

口g o a
二一 2夕8 : [ (

a一 b)
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.

5 )

令

徽
一 0, 得
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一

而一一 。,
La 一 u 少c o s 一口十 o
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.

6 )

上式在 (岛
3 ,

0) 极坐标中表示一封闭曲线U
‘
侧

,

由于 U 沿着头
。

方向将在此曲线上各点到达极

值
,

故我们称 U “ 为 U 的极值曲线
.

此外
,

在 条件 (4
.

4 )之下有
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0 < g 二梦
,

< 1 (4
.

7 )

因而
,

此曲线位于 K 的上半球面内
.

如果
,

我们称此曲线所包围的区域为 厂
,

则 ga 。二 1 (它

对应着某一定常解) 必为 厂 的一个内点
,

正如图 2 所示那样
。

9 . 。目 0

图 2

o

一
.

几犷一-
之

竺

图 3

们只一g
.

硬一冉口

当 头: < g 二梦
’

时
,

a U

口g 。
。
> O

,
、

g : : > g J尹
, 时

,

0

U m : x

[ (a 一b) e o s 2 8 + b ]一 Z c

3
.

特别 是
,

在

r,粗.J、

!
一一U

据此可得 U 随 头
:

的变化曲线如图

< 仇此外由 (4
.

5) 知

当 g 。: = 1

当 夕: 。= 夕4梦
,

当 9 5 3

= 0

珑岁 《 ga
3

簇 1亦即在r 域内
,

U 为一定正

函数
,

并在 头
。
= 1 处达到极小值 (其值为零)

.

至于 U 对 0 的偏导数
,

则为

口U
一

万正 = 一 ‘i一 g 言
“

八 a 一 o )“, n Z口 (4
.

8 )

令
鲁

一。
,

得”一。
,

晋
, 二 ,

粤
,

并如
一。

, 二时 二为极大
,
。一
晋

可得 U 随 口的变化曲线如图 4 (图中所示为 95
3

) 珑罗的情况).

3汀 . , , ,

—
一 11刁

‘

口
2

为极小
.

据此

。一, 衣一州产一茹r 一玄

图 4

综上所述
,

可得在球面K 的上半球面内U 之值的变化情况如图 5 所示
.

利用 Lag
r o n g e 乘

子法可以求得U 在U ‘叫上的极值如下
:

时
e
一a当 e二 o , 二 ,

厉黔 =
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(U
m 。二

)
。

一(卜含)(
。一 。

)
(4

.

9 )

当 “一
孚粤

,

川: 一
含时

(u
。 : 二

)
二 , 。 = (

1 一孕、(6一
。)

、 U /
(4

.

1 0)

现转入研究函数 R 的性质
.

为此
,

将 (3
.

2 1) 重写如下
:

!梦
‘

象
;

市 “口

(3
.

2 1)

现证明
,

只有对于腔体的某一定常解
,

亦即只有对于液体随同腔休一起以某一匀角速度绕定

轴作整体转动这一情况
,

才有 R 二 0
.

事实上
,

设 左二 O ,

这意味着此时液体将 以某一角速度 面

随腔体一起作整体转动
,

因而有 云
,

== 历 x 矛与 介 , = 0
.

将这一关系代入 (2
.

的
,

得

d
, _ _

、

二 _ 1
一万李

~

仁。 X r ) + 2“ X 刀 ,

== 七 V 弋一 P
;
)

“ ‘
尸

然后
,

两端矢乘以 V
,

、 , 、 、

_ d 开
_

. 、 ,

_
,

开汪息习下
一

= 刀 ,

以及昭
·

7) 于是得

一

(
;

宁卜
(: 「)
争

一 〔: (口 + 2。, , ‘ / 矛一 。
(4

.

1 1)

将前述关系代入 (3
.

1 5) 并注意

爪音加
,

于是得

(口 )

三 f
d t t

da 一

川静、
于,

’

da 一

扣
’
2 ·

面

(口)

(,
1 + ,

2

)
·

; + ·。, , + ”。;
3
+ 2 ·。3 。

}
二。

(理
.

12 )

在 (4
.

1 1) 中的 厂 ,

乃液体内每一点到 O 点的矢径
,

这些矢径在大小与方向上都是各不相

同的
.

因此
,

(4
.

1 1) 所表示的实质上不是一个方程
,

而是一组无数多个方程
.

要想使得 。对这

无数多个方程都同时满足
,

则只有历等于常矢量才有可能
.

事实上
,

对任一确定的 历
,

我 们
、 ·

一
- - ·

一
- 、 ·、 · ·

-
. · ,

-
, , ,

.
.

一
‘ ,

一 1 d 6 、一 _
‘

d 6
. _ , _

二
_ _ _ _

总可选取这样的 于,

使 (4
·

“ )中包含的三个矢量气v
二

渝厂
,

(v 「)学与 〔v (‘ + “。)〕历 “ 「

不在同一平面内
,

亦即它们是线性无关的
,

而且满足这样条件的矛可以选取无数多个
.

显然
,

要想使这无数多组的线性无关三矢量之和同时为零
,

只有每一矢量都为零才有可能
.

据此
,

即可得出必有 历 等于常矢量这一结论
.

这表明此时液体将随同腔体一起以某一不变 角 速 度

幼 十口作整体转动
,

亦即充液腔体此时必处于某一定常解
.

如是
,

即证明了上面的论断
.

此夕卜
, 历 还需同时满足“

·

‘2 )
,

而在历 等于常矢量情况下
,

(4
·

1 2 )中的
选

一

历
·

(,
1
+ , :

)
·

。

所表示的乃是腔体与液体一起绕某定轴以匀角速度 。转动的动能
,

因而它是一个常数
,

从而

它对时间的导数等于零
.

在此情况下
,

(4
.

12 )就化为

d
目
.

刁了 ‘a g 宝
s
+ o夕玄

,
+ Z c g , “) 三口 (4

.

1 3)
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上式也可写为

d

石了 La g 贡
:
+ 0 9 重

3 + Z c Lg 3。一 1) J三 0 (4
.

14 )

由 (3
.

2 0) 知
,

这实际上就是

d U
一万丁一 主 U
口 不

(4
.

15 )

由此
,

并注意到 (4
.

3)
,

于是得

U = (1一 g兰
3

)〔(
a 一 b )。0 5

2
0 + b」+ Z c匆

3。
一 l) = 常数 (4

.

了6 )

上述常数
,

由定常解 蔚+ 函 的转轴在球面K 上的坐标 (头
。 ,

0) 而确定
.

反之
,

如充液腔体不处于某一定常解
,

亦即液体并不随同腔体一起作整体转动
,

在此情

况下将有 介 , 寺 0 ,

从而有 R 等O
。

综上所述
,

可得结论如下
:

R 二 0 的必要与充分条件是充液腔体处于某一定常解
.

五
、

旋转充液腔体的有限扰动稳定问题

前面已提到
,

对图 1 所示的充液腔体
,

它有这样的定常解
,

即以匀角速度口绕 O雪
。

的正

半轴而转动
.

给口 以不同的值
,

则得到绕 O占
。

正半轴转动的不同的定常解
.

显然
,

所有这些

定常解组成以 O占
:

正半轴为转轴的定常解集合
,

这一集合我们以 口
十

表 示之
.

至于以某一特

定角速度绕 O 占
。

正半轴转动的定常解
,

则称为 口
十

集合中的一个元素
。

定义 如果充液腔体的受扰运动当 亡、 co 时渐近趋于 习
十

集合的某一元素
,

则称口
+

为渐

近稳定的
.

如果
,

口
十

集合中的某一元素 口
;

是我们所研究的未扰运动
,

那么
,
口

+

的 渐近稳定性只

是表明
,

当我们给充液腔体以扰动后
,

其受扰运动将渐近趋于 口
+

集合的某 一 元 素 口
: ,

而

口
2

与 口
;

一般并不相同
。

因此
,

对未扰运动 口 ;
来讲

,

口
干

的渐近稳定性只是保证其转轴位置

是渐近稳定的
,

至子角速度则并不一定稳定
,

而是相差一个常数
。

定理 1
.

对于定常解集 口
+ ,

如果有

(1)
。> b > c> 仇

(2 ) 初始扰动能量犷
。
= 丁

。
+ u

。

< (u
m 。 二

)m 、
n
= (」一冬、(。一

。) ,

、 砚夕 ,

(3 ) 在厂域内无其他定常解
,

则 当 (弱驴
,
e‘0) )(r 时

,

定常解集口
+

为渐近稳定
,

而当 (川吕
, ,

0( 0)) 〔厂 时
,

口
十

为不稳定
。

证 :
先证渐近稳定性

。

由(3
.

2 5) 知
,

,

对任何 t》九
,

有

犷(犷
。, t) = T (t) + U (t) < F 。< (U , ‘、

)。 : 。

由于 T (O》 O,

故知

U (t) < (U m 。二

)m , n

因而
,

如果勿二旦
, ,

6‘
0 , ) (厂

,

那么
,

对任何 t> t。 ,

(夕。
。

(t)
,

夕(t))将不会越过厂 的边界 盯‘协 ,
而

始终停留在此域内
.

又在r 内有 厂(厂
。,

在
,

亦即必有

。》。与旦红擎创
一

口不
《0 ,

故 V (犷
。 ,

t) 必有极限 厂补
存
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l至m 环(犷
。 ,

t) ~ 犷苦

6 19

现证
,

犷关
所表示的状态必为某一定常解

.

如其不然
,

对于 厂关而言
,

必有 R 等 0
.

所以
,

如果
_ . 、 _

_ .

_
_ _ 、 . _ , 、 . 、

.
_

_
. _ _ , . _ , , , 。

.

、

_
、 ‘

d 厂‘犷气 n
_ , ,

_
_ _

_ _
,

我们选取 U 关
为初始扰动

,

则对 犷 (厂关 声)而言
,

将有一
立

打生
~

簇 。,

故 同 理 可 知
,

必 有

衅
,

存在
,

使得
- -

1im 犷(犷气 t) = 犷铸开

一
、

t ~ 叻

其中犷料是与犷锡目异的两点
.

前面已假定
,

犷
等

是犷(犷
。 ,

f) 的极限点
,

故必存在充分大的 t , ,

使得 t》 t,

时 犷(厂
。,

O 位于 厂芳
充分小的邻域内

; 又由于 厂料 是 厂 (厂气 t) 的极限点以及 犷 对

初值的连续依赖性 (这可由 (3
.

2 3) 看出)
,

故知必存在充 分 大 的 才: (札> t l)
,

使得 公》才
2

时

犷 (犷
。 ,

O又位于 犷料 充分小的邻域内
,

于是得出矛盾
.

可见
,

犷关
所 表 示的状态必为某一定

常解
.

又由于假定在厂域内无其他定常解
,

故 F 朴 所表示的定常解必为 口
干

内的某一元素
.

于

是
,

定理第一部分即被证明
.

现证定理的第二部分
,

即 当 (眺g
, ,
口‘0)) 〔r 时 口

+

为不稳定
.

前面已证明
,

在满足定理

条件 (2 )的情况下
,

由 (3
.

2 3 )可知
,

对任何 t) t0
,

有

U (t)< (U m 。 x

)
m i n

因而
,

当 (买旦, ,

0‘的 )〔厂时
,

(ga
3

(t)
,

0( O )将不会越过厂的边界U ‘叫而始终停留在厂之外
.

这

就表明
,

日
+

是不稳定的
.

在小扰动情况下
,

PyAIe
H
取B[

2 ’曾得出
:

在满足
a> b> c ) O这 一 条件下

,

‘尹 内的任一

元素作为未扰运动
,

它的转轴位置与角速度大小都是渐近稳定的
。

而本定理则指出
,

在满足

a > 吞> ‘) O这一条件下
:

4

(1) 就未扰运动转轴位置而言
,

在有限扰动情况下
,

它可以是渐近稳定的
,

但也可以是

不稳定的
,

伺题取决于初始扰动能量的大小和初始扰动位置
;

(2 ) 就未扰运动的角速度大小而言
,

在有限扰动情况下它可以是不稳定的
,

在小扰动情

况下它也只是稳定而决不可能渐近稳定
.

为了说明这一点
,

可以举出如下的例子
.

设图 1 所

示的充液腔体的未扰运动为绕O省
3

正半轴的匀角速口 的转动
,

现在让转轴不动
,

而只是对角

速度 口大小予以扰动
,

使之减速
,

由于腔内液体与腔体之间的粘性摩阻只能起能量 耗 散 作

用
,

所以充液腔体最后所达到的角速度值只可能比 口 小而决不会再次等于 口的
.

下面讨论 厂 的边界 U ‘那 、

与重心位置的关系
.

为此
,

令

M
l
h

l
+ M

:
h
Z

M
;
+ M

Z (4
.

17 )

显然
,

h 乃整个腔体与液体总的重心沿 O川 轴 到 O 之 距 离
,

并且 ,li 与前述之
c
具有相同的

符号
.

(1) h> O
,

这就是前面第四节中所讨论的情况
,

此时 U ‘川 位于人 的上半球面内
.

(幻 h < o ,

这一情况与上一情况刚好相反
,

此时 U ‘叫 位于 K 的下半球面内
。

(3) h = 0 ,

由(3
.

1 7 )知这时有
e二 0 ,

因而由 (4
.

6 )得 g 百罗
, = 0 ,

这表示此时U ‘m ,位于K 的

赤道上
.

而定理 1 中的条件 (1) 也相应变为
a > 拭> 0

.

顺便指出
,

在小扰动
、

小粘性及特殊形

状腔休等条件下
,

H叩
H
叮

c ;
KQ

〔‘’ 也曾得到了这一稳定条件
,

但在我们这里
,

却没有上述这

些附加条件的限制
。
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