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摘 要

本文应用 M
.

H
.

B , 。。 和 Jl
.

A
.

月 Io cT eP H。
‘’」
的渐近方法以及泛 函分析的不动点原理

研究了方程与边界摄动相结合的高阶拟线性椭圆型方程一般边值问题的奇摄动
.

证明了 摄 动问题

解的存在且唯一 给出解的渐近展开式和有关的余项估计
.

一
、
月lJ 舀

关于高阶椭圆型方程一般边值问题的奇摄动
,

19 79 年
,

江福汝和高汝熹
「2 ’首先应用两变

量展开法研究了含一个小参数的高阶线性椭圆型方程的奇摄动
.

19 8 0 年
,

林宗池
L”’
应用M

.

H
.

B二111 二K 和 汀
.

A
.

月。 cT e p H , 二 的渐近方法
,

把文〔幻的结果推广 到 算子与边界摄动相

结合的情况
.

随后
,

高汝熹
〔‘〕又研究 了含一个小参数的高阶拟线性椭圆型方程一般边值问题

的奇摄动
.

19 8 2年
,

林宗池〔”’研究了含多个小参数的高阶拟线性椭圆型方程第一边值问题的

奇摄动
.

本文进一步研究一般边值问题的奇摄动
.

设 口
,

是 。维空间 R
”

的有界区域
,

口口
,

为摄动的边界
, 二 = (x

1 ,

⋯
, 二动表示 R

”

内的任

意一点
.

在 口
,

内我们研究女口下的摄动问题 A
。, , :
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.
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B
s 。。 , ,

}
。。 ,

== 夕a

(劣) t
。。 ,

的奇摄动
,

或研究摄动问题江
. , ; :

( s = 0
,
1

,
⋯

, n : + l一 1) ( 1
.

2 )

方

一 l立 (:
, 一 。 * ,

⋯ : ; ) p L
, + 乙

。f
p 一 七 + 1

L
·
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。
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二
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+ G

(
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一
口封

。 , ,
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一 。 x 〔口

,
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B
, u 。 , ,

!。。
,
= g :

(x ) }
。。 ,

的奇摄动
.

其中
。= (。

, ,
⋯

, 。2 , 一 。十 ,

)
,

(s = 0 , 1 ,

⋯
, m + l一 1 ) (1

.

2 )

: ‘ (i = 1 ,

⋯
,

21 一 k 十 1 )和拼为正 的小参数
,

日u 。 , 声

a劣
:=( 粤士生

,

⋯
, 一

黔
~

)
;

、 ‘声. 洲. 1 1子 ‘, n ,

L
。

表示 Zm 阶强椭圆型算子
:

L
ou二 乙

c , (x )D 夕u二

I夕 . ( 2 仍 三 E
凡+. 二 十几 . 白

⋯
, ,

。

冈D 合
二

叱 ;
。

式中

(一 l) ,

乙
c , (x )雪声> a 。

I占l
“份

! 尹 , . 2饥

L
: ,

表示 2 (m 十 I) 阶强椭圆型算子
:

乞 (杭 + 了,

乙。。 二 乙
I夕! 布2 (饰 + 名)

a , (、)D 尹u 三 二 乙
a , , , .

⋯ ,
,

(x )D交⋯ D至;
u

介 . 。 口
.

+
·

一 + 尹
, 一 括

式中

其中
a 。,

(一 r)“
+ ‘

乙
a , (二) 舀夕》 a l

!舀I
“

“
+ ‘,

l声l 一 2 (饥 + l ,

a :

是正的常数
; L

,

(r 二 1 ,

⋯
,
21 一 1) 表示 Zm + ,

阶偏微分算子
:

L .u 二 乙
! 声 . ‘ 2价 + ,

b
, ,

, (二)D 夕u 二 乙 乙 耘内
,

⋯
,

,
。

(x) 理: ⋯ 理;
“

声i +

一
+ 夕

, 。 .

又B
,

(; = o , 1 ,

⋯
, m + l一 1) 表示边 界微分算子

:

B au 三 乙
汽 《氏

n 。

b矛
e , (x )D 几u二乙 乙 毗

⋯
,

,
,

(二 ) 心 ⋯处
。

‘· o h, + ⋯ + h一 k

(0(
n 。

< 2 (m + l)一 1)

假定边界微分算 子 系 {B
,

卜e-+0l
一 ’

是正则系
‘. , ,

即满足

(1
.

3 )

1) 乙
剐 ~

b 矛B) 扭)护斗 O, 二 〔a口
, ,

其中乙= (亡: ,

⋯
,

雪
。

)表示口口
,

的单位法向量
,

价<

”

街
,

当i< j时
.

当。‘= 。 (i = 1 ,

⋯
,

21 一 k 十 1)
, 拜二 o时

,

摄动问题A
。 . ,

或且
。 , ,

退化为非摄动问题 A 。, 。:

其中口
。

为非摄动区域
,

文仁3 」相同
.

L 。。。, 。+ G

(
二 , 。。一

尸普罗)
一 。 二 〔“

·

B
a u 。, 。

!
。。。= 夕a

(, ) I
。。。 (“二 0

, 1 ,

⋯
, 州一 1)

日口
。

为 口
。

的边界
.

上述及以后所采用的记号
,

(1
.

4)

(1
.

5 )

如无特别说明
,

均与

假定非线性退化问题A 。, 。

存在唯一的解

滑的
。

绍。 , 。 , 而且下面计算中所涉及的函数都是足够光
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关于摄动问题且
。 , ,

或 且
。 , , ,

我们可以构造具有如下形式的渐近解
:

u 。 , ,
二研食

, ,
+ 扩全

, ,
+ Z * (二

, : ,

拼)

式中

砰曹
, ;
二乙 乙

。互子玩转
‘

⋯ 。
下
‘拼r。。r Z , _ * + :

, .

⋯r 。

(x )
r o + r l 十

, ·

+ r Z z一 ; + 1 ~

N x

V 乳
,
二才 乙

‘一 0

乙
e
二,立;车士

,
⋯ 。
互

, “厂, v r : _ 、十:
.

⋯
,

, 。

(t)
r o + r1 + 一 + r空z一 壳 干i ~ :

其中 N
l
= N + 2 (二一 , 。) + n。 十 : 一 , ,

p 一召a
(切)

乙l
P, a( 初的含义将在下面引入

·

牙教
,

称为外解
,

由第一迭代过程确定
,

即由方程 (1
.

1) 的算子 刀
。

确 定
,

厂之
,

称为内解
,

即边界层函数
,

由第二迭代过程确定
,

解的算子和相应的初值条件确定
.

2 以
火 , 。 ,

川是误差项
.

为书写简单起见
,

我们仅导出含三个小参数的摄动问题 月

(或 N
。

) 和相应 的边 界条件

即由算子 N
。

(或那
。

) 的再分

a , , ,
目p

声..8U

, .IJN
·。 : ,

一l
。
:

J

L
Z

+ 乙 (
: , : :

)
护

L
,

+ L
。

+ G
(
x , 。

一 镖
生
)
一 。

B
, u , , ,

l
。。 ,

= 夕s

(x )l
。。 ,

(: = o , 1 ,

⋯
, m + l一 1 )

的渐近解和有关的余项估计
,

同时也证得摄动问题的解存在且唯一

(1
.

6、

气1
。

7 )

二
、

形 式 渐 近 解

假定边值问题 ( 1
.

6) 一 (1
.

7) 具有如下形式渐近解
:

u 。 , ,
= 评

。, 。 + 犷
. , ,

C c 加 ‘ J

~ 乙 乙 乙
e
委
一 , 。
了
一 七召令。卜 , ,

, 一 。
, * (二)

试一 O J一 0 七一 0

+ 。
r

,·

乙 乙 乙
。
犷

J 。
犷
一’z‘, 。一 , , , 一 * , 。

(t) (2
.

1)
云一 0 了一 0 七 . 0

拜)二 (0
,

0
,

0 ) 展开

。
(
x

, “一 “, 口“
。 , 产

己劣
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(
义 ,

不一
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, , ,

= 乙 乙 乙
巴
犷

,

心
一 正
产负

一 ,小 , 。
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, , 一 。 , , =
(i一 j) . (j一 k ) ! k ! _

旦i亘
-

_ }
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”“至
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1二:
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日G

a 材

倪 守 平池一

(
· , 阴 。, 。, 。’ 口功 。, o , o

a戈 )切‘一 夕, J一
, 吞

.

么 日G /

十允万i几{气义
’田 。’。’ 。’

口阴 。, o , 。

口劣 )
口阴‘_ , , 夕_ 无 , 念

a戈
+

+ ‘
, 一 , , , 一

, ·

(
二 , 二 。, 。, 。 ,

二 s

阴‘一 夕* J一 希 + 一 , 希一 1 ,

口阴 。, o , o

口劣 ’

口功卜 , , , 一 无 + 一 , 希一 1

口劣 )
式中 w ‘一 , , , 一 。十 J ,

卜
, ,

若j> O ,

k二 0 ,

则为 。卜 , + , , 。, , 一 : ; 若 j= k = 。,

则 为 。。 , 。 , ‘一 , 。

以 上及

以后为书写方便
,

把 那
. , ,

代入

程
:

有时把 。。 , ,

写成 u.

(1
.

6)
,

比较 气 , 。:

和 拼 同次幂系数
,

得 到 确 定 二‘一 J , , 一 ‘, 。 的 递 推 方

:
。。。, 。 , 。

+ G

(
二

,

二。 , 。 , 。 , 口功 。 , o , 。

日劣 )
一 。

(2
.

2 )

d G / 口阴
。 , 。 , 。

、

‘两
一 ,
小

‘ , “十
丽

一

火x
, 功 。, 。 , 。 , 一 一

万又
一

)阴
‘一 , , , 一 , ,

a G
+ 尸

、

答竺
二; d u “

.(
‘ , 切 。’“’。 ’

口翻 。 , o , 。

口戈 )
一

鲤一 J , J 一 击 , 专

口劣
,

1 矛一飞

== 一乙 L
fw 卜 , 一 r , , 一 。一 , , 。一 L

:

网 , 一 , , , 一 。一 2 : , , 一亏
‘一 , ,

卜 。 , 。

(k == 0 , 1 ,

⋯
,

j; j= 0
, 1 ,

⋯
, i ; ‘= 1 ,

⋯
,

N ) (2
.

3 )

土式及以后的计算中都将负下标的量取作零
。

下面再构作边界层函数
.

在边界 口习
。

的 刀邻域 内引入局部坐标系
‘“’: (p

,

钊 一 (p
, 甲 , ,

⋯
,

物
一 :

)
,

于是由 (o
,

初 确

定了不摄动的边界 日习
。,

而令 p ~ 召a( 劝
,

则由 (# a (叻
,

叻定义了摄动边界 a口
, .

这里a( 叻

为取正值的光滑函数
。

引进变量
:

t~ 卫二进i旦
_

(吐
8 i

(2
.

4 )

和微分算子

、
‘

一(幼)
D * 。(, , ”

:
十 ‘岛

‘

’ (2
.

5 )

根据文「7] 的结果
,

得到微分算子 La
:

2 1一 1

L
。

二。于
‘
L

Z : + 乙 (:
: 。: )

’
L

,
+ L -

f 一 l

关于新变量 (t
, 沪 : ,

⋯
, 沪。 一 ‘

) 的再分解式
:

L一
‘r

“。

l
犯 + ! q

M
。
+ E 乙

。
了
一 ’ 召护M

。,

卜
, , ,

q 一 l 护 一0

, 1J.
飞I一 1 . + l q

+ 乙 乙 乙 君心
一 r

川M 八卜
, ,

叮2
.

5 )
p 一 o q 一 0 护一 O
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式中

M
。
二 a : ‘。 + , , (甲)D 釜

‘仍 + ‘,

+ c : 。 (甲)D 釜价 (2
.

7 )

是关于 r的 2 (。 + z) 阶的常系数 常 微 分 算 子
, a : ‘。 , : ,

(甲)“ a : (。 , : ,

(p
,
卯) !

。 一。 , e : 。 (中)~

c Z。
(p

, 甲) !
; 。 。,

而 M
。 , 。一 , , , ,

M 。卜
, , ,

(g = o
,

1 ,
⋯

, , ) 均为关于 t 的阶数不高于 2 (m + l)的

变系数常微分算子
,

其系数为 t 的多项式
,

次数不超过 q 一 ; ,

多项式的系 数 是 沪 的光滑函

数
.

万
, , 。 十 : _ r , ,

(P = 0
, l

,

⋯
,

21 一 l) 也为类似的变系数常微分算子
,

但系数是 t, 甲的光滑函

数
.

把 (2
.

1) 代入 (1
.

6 ) 得

百
。u 。 , ,

二N
。

(才
。 , ,

+ 犷
。 , ,
、

一N
。

砰
。 , ·

+ L
:

厂
。

二 + G
(
二 ,

牙
。, · + 犷

。 ,

一 口(砰
, , ,

+ 犷
。 , ,

)

一 。

(
x

,

附一 卫J翌
竺二一

、
刁义 ,

= N
.

才
。 , ,

+ 盯呵IM
。
+ 艺

一 q . 1

。
罗
一 ’

召 ,

肚
。 ,

卜
, , r

!

乙,-0

户犷
, ....J

2忿一 1 . + l q

+ E 乙 乙 鳄峪
一

争
,

M
, , 。一 , , ,

, 一 l q 一O r 一 O

矛
。, ,

+ 犷
。 , , ,

。帝
。 , , ‘

日P
+ ￡一 l

口夕
。 , 产

a t

口分
。 , ,

- 而 一 十
旦生已 、

d 口, I

8犷

d 中
,沪,P

了‘.、
,

(
。 , , ,

分
· , · 卫叭生

.

卫
.

亚应生、
口P 刁切 ,

(2
.

8 )

否否+一

其中 考
,

伞
, , ,

分别表示 G
,

附
。 , ,

在 (p
,

叻 中的表示式
,

在点 (e
: , e l , 拜)= (0

, 0 ,

0 )展开
黯

一
(架

,

一

瓮).
”且

。(
, )

, , ,

分一 + V一

一口
(
。

·

口帝
, , , 口帝

。 , ,

口P
十 月了

’

J牙

口犷
: , ,

口t 口沪

,

口厂
, . , 、

十 一
万

~

,
口华 ,

、、.产产一

丝刀切
,

介
。 , ,

J再,

。帝

口切

一。,

一
,

(
C减 , 感 J

乙 E E
e 要

一 ’“ ;
一 介拼,

口一 , ,

卜 。
·

。

)
心 . 0 夕 . 0 七 一 0

其中岔卜 ,
, , 一 。, 。是关于

。。 , 。, 。, 。 : , 。, 。,

⋯
, 认一 , , , 一 。 , 。

及其对 t, 甲 一阶偏导数的多项式
,

而多项式

的系数是切的光滑函数
,

含有杨
。 , 。, 。

(p
,

叻
,

汤
, , 。, 。

(P
,

叻
,

⋯
,

认
一 , , , 一 。 , 。(p

,

甲)及其各阶偏导数

在点(O
, 甲)的值

.

顾及第一迭代过程
,

在 (2
.

8) 中令 勺 , 。: 和 召 同次幂系数的代数和等于零
,

得到确定

脚
一 ,, 卜 。 , . 的递推方程

;

M
。。。, 。, 。

= Q (2
.

9 )



林 宗 池 倪

k J一 舌一 ,

M
。
。

一 J , J 一 * , 。 = 一乙 乙 M
。 , 。, , 。卜 , , , 一 。一 。, , 一 r

介 j一 全一 护

一乙 乙
护一 0 q . 0

乙 M
, , 。, , 。‘一卜 , , , 一 。一 。,

卜
r

p . 0

一赓。_ , , , 一 。一 : . + : , ,

正 j ~ 希一 护

M
。 。卜 , , 。 , , 一 。 二 一石 乙 M

。, , , 。 。‘一 , , 。一 r

小卜
。 (2

.

10 )

全 j一 七一 ,

一艺 乙
护 . 0 q . o

乞I一 l

兄 M
, , , , 。 v ‘一卜

, , 。一 。 , , 一 。一 。

一台一 , ,

卜卜
2。 + : : 。

(
‘一 , ,

一N 二; ‘一”
, , ,

一 ‘; “一 。
, 1 ,

⋯
,

l合〕)
其中N

,
== N + 2 (。一 n 。) + n 。 , : 一 , ,

且式中右边的M
。. 。, (

取恒等于零
.

下面再来推导。
‘, , , ,

(‘+ j+ k = 0
,

1
,

⋯
,

N )和 v ‘, , , , (i + 了+ k == 0
,
1

,
⋯

,

N :
)应满足的定

解条件
.

将边界条件 (1
.

2 )用局部坐标 (p
,

动表示出
:

B
·u
一
。。 ,

二 乙 b孟
‘〕

(。
, * )D 夕

!
D款⋯ D念飞

_ , u (。
,

, ) !
,

一
。 ‘, ,

l再 l ‘”

= 夕
s

(拜a (中)
, 中) (2

.

1 1 )

再将函数b 才
‘ ’

(P
,

初在 p = 。附近按 T a y lor 公式展开
,

把边界微分算子B
。

分解成

”一(
B 犷

。’

+

三
“

’

B ‘”

) (2
.

1 2 )

式中

一 乙 “俨
’

(0
,

初功心 ⋯
呱

_ ,

B蕊
子

乙 坦三生负兰 哪bia
:

I几 l‘二

(0
,

, )功 哈 ⋯呱
_ ,

(r 二 1
,

⋯
,

N )

B 石
N 十 ’

二 云
.hl成

n B 料头
兰D““““

‘ ” ‘口““ (甲, ,

, )D少D款⋯ D氮
一 :

(0 < 0< 1 )

且 B
. “

t
。。。= B喜

, ’u (o
,

卯)
·

由于变换户二 : ; t + 拼a (叻
,

D势二
。

产D夕
,

(夕
.

13 )

用 (2
.

5)
,

(2
.

13 )的微分算子替换 (2
.

12 )式的右端
,

且把每一个系数在 p = o的附近扶 T a
琳
。 :

公式展开
,

则得边界算子 B
,

的再分解式
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B一
: :

”
·

(H ,
,

刀 ; + 】

+ 乞 川万沪 + 竺
,

竺
,

乙 乙
“全

一 尸召,

汀袋
· , ,

)
q 一 l 护 . 0

(2
.

14 )
r . ,

式中
H :

e )
一 b犷

, (。
, * )D严

取N
,

二N + n ,

一 n 。 ,

而 H 荟
8 ,

(r 二 1
,

⋯
,

N
,

)和 厅淤
, , ,

(r = o
,

1
,

⋯
, 。一 1 ; 。二 1 , ⋯

,

N
a

) 也

均为关于 t的阶数不高于
n ,

的微分算子
,

其系数是切的光滑函数
,

又 H 户
十 ,

和仔, , , 卜 , , ,

(r 二

。, 1 ,
⋯

,

N
;

)也为类似的微分算子
,

但其系数是切的光滑函数且依赖于参数 O (O< O丈习
.

将展开式 (2
.

1) 代入边值条件 (1
.

7)
,

并考虑到 (2
.

1 2 )和 (2
.

1 4 )式得

垫
方
·“
一“

“

一 LB二
。’

+
石

“’
“二”)砰

月, ,
卜

· “· ‘, ,

+ 。、二 (。 ;一 +

艺
’

‘

N : + l q

拼f

厅二
8 , + 乙 乙

。
全
一 ’拜,

厅把
,

q . l 护一 O

,

)
厂

。 , ·

,“
’

二夕
:

(召a (甲)
, 中) (2

.

1 5)

将(么 1 5)中的 g ,

(拌a (切)
, 甲)和二

‘, , , 。 (拼a 枷 )
, 甲)及它的导数在p = o附近按

r

ra ylo r
公式展开

,

并

比较矢于勺
, 。 :

和料同次幂的系数
,

则得到关于断
, , , 。和。 : , , 。的定解条件

:

方孟
。,。。, 。, 。

二 g 。

(0
, 甲)

B ‘
。) 。。, 。, ·

只色

鲁卫
一
D “。

·

‘。
·

*
卜薰裂窍子

D , 一B ‘。)。一

西 丢一 i 护 1 1 _ 、 、 七~ ,

一艺 B二” 二
. , 。 , ,

一 艺 乙
.

袋竺头台
D 。

一 , B s(” , 。 , 。,

卜
,

r 一忿 P一 0 f . l 、 ‘ 一

f z :

(k二 1 ,

⋯
,

N )

j一币
,

B a(, , 二。, ,
, 。
二 一H 0(

a , 。。
,

卜。
: , 。
一 乙 H 手了孟

v 。,

卜
。 : 一 。, 。

q 一 ,

(C
a

)

(j二 1
,

⋯
,

N , m
,

二 。二一 。a

)

B 矛
0’w ‘一

川
一 , , 。

奋· 1 , _ l _ _
、 、 七 ~ 乡

_ 、冲
, 气以 气圳夕少

~ 一 乙曰 一了万二丽丁
-

p . 0 丫
一

‘ , 吕

D 含
一 争B s(

o , 田卜 , , , 一 * , ,

由 希一 1 护 , _ , _ 、、奋一 ,

一乙别 , 。卜 , , , 一 , , 。

一乙 艺 连

淤
三
六

一

;一必
一 p

Bs.
” , ‘一 , ,

卜 。,

卜
,

护一 1 p . O r 一 l 、 一

犷 , ‘

奋 念 J一 今一 . : . r

一匕 H 产
a , 。‘一 , , , 一卜 川

‘ ,

卜
,

一 乙 乙 H撰
。卜 , , , 一

卜tn
,
一 , ,

卜
, 一 I 护一 o q 一皿

(k = 0
, 1⋯

,

j, 厂= 0
,

1
,

⋯
,

io f二 0
,
1

,

⋯
,

N ; 当i, j时 z尧 冷且 k 专 0)

万 + , J

B
a

Z * }
。。 ,

二 乙 乙
。梦

’ ‘一’。
易
一

,
今巾 , , : 一 , ,

卜 。, 。(e
, 拼,
中)

了一 l 今一 p
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十 :
:

, ‘

一 l
川

:
+ l

乙川
活 J

乙 乙
。墓

一 J叫
一希召沁H 沂

8 ’v ‘一 , , , 一 。 , 。

池一Nt乙994 林

r . 0 : = N + 1一 价
:

一 r 了。 O k 一 O

刃 : + ! 心 N t ‘ J

+ 兄 兄
。贫

口一 l 护 一0

一

,
7

乙 艺 乙
己

; ~ N + r一 m
:

一 , 了一 0 七一 0

:
一 , 。; 一。

·

、、:
, , , v ‘一 , , , 一

, 分

」
。r 。

(: ,

拼
,

尹) (‘= 0
, 1 ,

⋯
, 阴一 1 ) (D

,

)
、...............‘矛..............

二 ,
二 , ‘。。 。 , , , 。

_

!
⋯

夕

一乙 厅
(仍 + J )

q , D 口 O 一夕一 q 一O (j二 1 ,

⋯
,

d . 一 1 ; d . 二 n 。 十 ‘一 n 。)

夕。 二 ‘(O
,

切)一 B留军
d 。。, 。, 。

(j= d动

J

一 B鑫思‘ 山。 , , 一 。。 , 。
一 乙 H

(价 + d 、

q , o
v 。, J一 , , 。

(j= d 。 + 1
,
⋯

,

那 + d 。)

J

一乙 H
(饥 + d )

q 一o 刀。,
了一 它

, . (j二N + d 。 + 1 ,

⋯
,

N : )

运(甲))无

k t

告
, 、 、 ‘ _ 。

n 。 _ l 。 _ 、
_ 丫 ,

又a 吸甲少夕
‘ 一 r

。
。 “。 + ‘ 、v s甲 , 一 ‘曰 一而二不丫石一

F . O 、 ’ 一

了 , ‘

刀李
一 ,

B留车“
。, 。, ,

_ 书
。 , 夕

.

” , _ . _

_ 罕子些业丝竺竺 刀君
一 扮

B果
‘。。, 。,

卜
-

H 子
. 杏‘’。。, d

J、 , 。= ‘ d
。

一犷

一乙 万乒“
+ d ’。 。, ‘。 , , 一 ,

一乙 乙 H 吞?.+
d , v 。 , d 。 一 。, , 一 ,

护一 l r 一o q 一 I

(寿= 1 ,

⋯
,

N )

希 舌 d 。一 r

一 乙 “ : 。“
, 。。, ‘ , 。一 ,

一乙 艺 H 吞犷
‘, v 。, ‘。 一 。,

卜
·

(C 。 十 ‘)

护一 l f . o q 一 I

(k = N + 1
,

⋯
,

N
:
)

才...............
、
、1............,

抢

_ 、, 月
‘仍 + ‘)

‘‘. 」 ~ 心 了

护 . 1

抢 J 一 希 一 ,

(‘= 1
,

⋯

z,f
一 , , , 一 。, ,

一 乙 乙 厅奋犷
d ,
。

一 , , , 一 。一 。 , 。一 ,

,

d 。一 1)
,

(i= d 。
,

⋯
,

N + d川 j一k < d 。)
,

(i= 1V + d 。 十 1
,

⋯
,

N
:

)

正 I _ 了_ 、、舌一 ,

一乙
一、

淤竺岩万
~

尹 . 0 、 一

‘ , ‘

D 育
一 ,

B票
‘, , 一力 , 一 。一 。。 , ,

厅石
爪 中 “ , 。: 一

川
一 。 , *带

B盆幸
。。卜 , ,

卜。一 。 . ,

卜
-

.

乙f-l
一

奋一 1 护

一乙 乙
(a (沪))一

,

(k 一 P) 犷
D 劣

一 ,
刀票

‘功‘一 ,
,

卜 。一 。
。 ,

卜
-

p 一 0

(f“ d 。
,

f 一 1

⋯
,

N 十 d . ; j一 k》d 。
,

当j一 k 二d 。时‘斗j且j今。)

百日.......... .且..、...‘......粗....
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N + 1 夕

方。
十 ‘Z 二 !

。。 ,
二刀 乙

e
犷
十 ‘一了e

{
一 今产k 少抓t竺今

, , 一 。 , 。
(
。 , # , 甲)

「
伙

,

+ “:

一
“。二 L么

“
r ‘-

N i ‘

乙 乙
N i + 1 一 r 了. 0

了

乙
: 要

一 ‘。 ;
一 几拼七H 、

’ 千 ‘、 。卜 , , , 一 。 , ,

位
,

垫 兰 二 二
_

,

+ 洲 乙
e : q 一 , 召

’

乙 匕 乙
“毛

一 ’“ ;
一 ‘拼“ v ‘一 , ,

卜 , , ,

}
q 一 1 护一 o 卜 N l + l一 q J 一 0 七 · o 一

== r二 + ‘ (。
, 拼 , 甲) (d 二 0

, 1 ,

⋯
,

l一 1) (D 。 、 d )

上面式中 小六卜 , , , 一 。, *

(“
,

内初 (n = 0, 卜二 , m + l一 l) 及 其 对 拜 的 足 够 高 阶导 数 具 有 D 二

·

功二 十卜 , , , 一 * , 。
(“

,
拼

,

初 = O( 1 )性质
,

而且略去了取边值的记号
.

从上面的讨论中可以看出
,

利用逆推方 程 (2
.

2)
,

(2
.

3)
,

(2
.

9 )
,

(2
.

10 ) 和 定

解条件 (CO) 一 (C 。 + : 一 : )
,

可以依次确定展开式 (2
.

1) 中每一个待定函数
.

首先
,

由假定知非线性方程 (2
.

2) 和边值条件 (CO) ~ (C 。一 ,
) 存在唯一解 。。, 。, 。.

其

次
,

由递推方程 (2
.

9 ) 和初值条件 (C动 ~ (C 。 + 卜 ;
) 可以确定 v0

, 。, 。

(t)
。

这 是 因为经过

变换
,

算子 L
O ,

L
Z : 的强椭圆性不变

,

所以

(一 1 )协 c Z。 (甲)> 0 ,

(一 1) 娜
+ ‘a Z (。 + ‘,

(切)> 0 (2
.

1 6 )

于是由条件 (2
.

1 6) 知道常微分算子 M
。

的特征方程
:

e , (几)二 a Z ‘。 + : ) (尹)几么‘“
+ ‘)

+ c Z。 (切)几
2 “ , 0 (2

.

1 7)

存在 l个具有负实部的根
吕‘,

将它记为一几
,

(R
e 寿> 0

, : = 1
,
⋯

,

l)
,

所以从 方 程 (2
.

9 ) 可

以求得具有边界层性质的解为

v o , 。, 。
(矛) , 乙

c
二
o , e 一 ;

,

* (2
.

18 )

式中c二
。 ,

(r == 1 ,
⋯

,
l)由初值条件 (C

,几

)~ (C 。 + ‘一 ,

)确定
,

云 (一不)
”

时
“’

二
夕。 (0

,

甲)一B 铲
’

切 。 , 。, 。

(0
, 切)

吞鑫二
’

(o
, 卯)

弓

乞 (一久
,

)
n + , c李。

’

= 0 (2
.

1 9)

召

名 (一之
,

)
”

·
; 一 , c委

。,
= 0

假定 (么 19) 式的系数行列式不为零
,

例如 ha = 。 + K (0 ( K ( , 十 l
,

K 为非负整数)
,

就

可以唯一 地解得时
护 (r = 1

,

⋯
,

l)
。

类似地
,

可以依次交替确定 叭
, , , 。 和 脚

, , , 。(i十了+ k== 1
,
⋯

,

N J
,

但当下标 和 (‘十 J十的

> N 时认为
,

断
, ,

.

。二 0
,

其求解程序同〔7 〕
.

为了得出在整个区域 口
,

有定义的边界层型的函数
,

作函数

彩, , , , 。
(t) = 梦 (P一拼a

(沪))
v ‘, , , 。

(‘+ ]’+ 九= 0
,
1

,

⋯
,

N :
) (2

.

2 0 )
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其中 笋 (p 一不句 (中)) 〔C co (Q
,

)为如 此光滑函数
,

使在边界 n 邻域之外取零值
,

当 O《户一“

梦 (p 一拼a (中) )三 1 和 O( 岁 (p 一拼a (树 )( 1
。

扣
·

a 忡)《

最后构造函数

万 侈 I

U 二 = 乙 乙 艺
。{

· ‘; 孟
, “
户功卜

,

小
。, ,

落一 0 夕一 O 七一 0

N
, ‘ ,

+ 。
叮
。

乙 兄 乙
。盆

一 ‘e l
一 为拼含石一了, , 一 。 , 。

(2
.

2 1)
落. 0 了一 O 七一O

可以证得
,

在整个区域 口
,

上成立

N
o

U 二 = (。
2
+ e : + 拜)

N + ’巾 (戈) = O (a N + ’)

B
a

U , !
d 。 ,

一夕
a

(‘) }
。。 ,

+ (: :
+ : :

+ 产)刀
+ ’。。

(甲)

, g e

(戈) }
。。 ,

+ O (a N + ‘)

其中 巾(二)二 O (1)
, 。 .

忡)二O (1)
, a = m a x (。: , 。: -

N 阶形式渐近解
。

(s二 0 , 1 ,

拼)
。

因此

,

m + l一 1 )

(2
.

2 2 )

(2
.

2 3 )

(2
.

2 1) 是摄动 问 题 A
. , ,

的

三
、

余 项 估 计

上面我们已推导出拟线性边值问题的形式渐近解
,

下面对其余项 Z , = “。 , ,
一U N

作出估

计
。

由 (2
.

2 2 )
,

(2
.

2 5 )我们已求得

N
。

U 二二 a N + ‘
必 (戈)

厅
。
U 二

I
。。 ,

= 〔9
5

(‘) + a N + ’。
s

(x )〕。。
,

(s , o
,

1
,

⋯
, 。+ I一1 )

其中
a = m a x (。

2 , 。 , , 拼)
,
中 (二) = O (z )

, 。 ,

(二) = O (l)
.

所以

洲
。u , , ,

= N
。

[U , + Z ,

= N
o

U N 十L
。

Z 刃 + G (
劣 ,

U 万 + Z 万 ,
刁(U 二 + Z , )

a劣

一

)
一。

(
二 ,
“· ,

会)
== a N ‘ ,

巾 (二) + 乞
,

z , + 尸(z , ) (3
.

1)

式中

艺一“
:

+

盟卜
“一
会)

+

息需(x,
U 一四八

一红
口戈 / d 劣

r
(3

.

2 )

称为对应于N
。

的线性化微分算子
,

R (Z ! ) 二 G

(
x ,

U , + Z 二 , 日(U , + Z

口劣
吐)

一

价
,

“· , 一

要
一

)

口G /
r : aU , 、,

八 日G ,
二 :

。U 二、。Z 二

一
~

万矿护
’口 ‘ ,

花反
-

护
’ 一念万云\x,

口 ‘ ’

不
一

)石玉二
(0 < 0 < 1) (3

.

3 )

考虑边值问题
:

艺
.

z N 二一 a , + ’巾(二)一 R (Z 二)

B , Z N
}
。。 ,

== 一 a 刃啥 ’功a

(x ) }
。。 ,

(
s二 o ,

1
,

⋯ , fn + l一 1)

(3
.

4 )

(3
.

5 )
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取函数Z N 〔户
‘,n 十 ‘

(纷
,

)且俩足下列条件
:

Z * ~ a 左 斗 ‘
P (x )

B
a

Z , {
。。 ,

= 一 a N + ‘。 ,

(劣) }
。。 ,

(: = o
,

1 ,

⋯
,

m + l一 1)

其中尸(习 二 0 (I)
.

令才
二 二 z 二 一乞

N ,

得到关于玄
二的边值问题

:

乙
。

玄
二 = 。 , + ,

中
‘

(x )一尺 (玄
, + 艺

二) (3
,

。)

B
,

才
, !。。

,
= o (3

.

7 )

其中巾
‘ (二) = o (1 )

.

以亡
“‘“ + ‘,

(勇
,

)表示 e ““
+ ‘,

(办
,

) 中满足边值条件 (3
.

7 ) 的函数集合
,

并且定义空间的范数为

ll
u
}}才二 }!

u
[[之

,
+ 乙 {⋯会}}1

, , · 任亡“”
” ‘。

· ,

假设算子 乙
。
二L

。十 旦竺‘
口忿 、

日‘
x ,

U 万 ,

会)
+

息盟卜阮会)念
成立关系式

(L
。。 , 。)》亢

,

l}
“
}l尝

, “ 〔亡
,
““

,

(叮
,

)

又算子 l.
。

二 。 }‘
一 ‘

从 + 乙
。I

一 ’: 三成立关系式

(L
。u , u )》一K

:

{}
u
{}落

, u 〔亡
, ‘““

,

(叮
,

)

其中K
, ,

K
Z

是正的常数
.

于是当 a充分小时算子乙
。

是正定的
,

即

(艺
。。 , 。)》K

3

11
。
11霉

, 。 〔亡
, ‘““’(口, )

其中K
3

是正的常数
。

在 C
“‘仍 干‘, (g 刁 中定义算子方程

:

u = T
.

[ u J

其中

丁
。

〔。〕= 艺: , 〔a , + ‘
小, (二) 一尸(。 + 艺

二)〕

以 D (K 。a ““)表示 亡
, ‘“十 ‘,

(必
,

)中的球
:

(3
.

8 )

D 一、·“
2 (。
一 (。

·

)

}
}}
。
、、

,

、K
Oa

一 ,

取
“;
〔D

, u ,
〔D

,

则

l!T
,

仁。 ;〕一T
,

〔u
Z

」}}
。

( K 11尸(u :
+ 艺

二)一尸(。
、+ 艺

二 ) !1
,

( 、(}!黔「
二 ,

。 , + 。
:

(
u l

+ :
二 + 。: (。

:
一。; ))

,

旦鱼这华全卫1
、 (l 口“ L 口J J

·

〔。
; + Z 二 + 0

,

(u
:
一 u l

) ] (u
:
一 “1

)

启 口Z
G 「

总
一

西云a云又尸
’口 “ 十“ ,

马t Z

口(U , + 0: (⋯ )) a(u
:
+ Z 刀 + 0 , (u

Z
一“,

a二 」 a劣 ,
独

十

·

(

一
)
{
}

,
+

}{息
万
袭

云
l一

U · + “。‘⋯ ,
,
口(U 二 + 口: (⋯ ))

口劣 ]
·

〔。 ; + Z 二 + 夕
。

(。
:
一“: )了

日(。: 一 。l)

口戈
,



眺仑 林 宗 池 倪 守 平

乙 乙
口2
‘

洲 粼 日u “
·

au , ·卜
,
u ! + ”, (⋯)

,
,

旦玉鲍韶过」
、,声
夕

名

.

a (u ; + Z 二 + 0 :
(
“: 一u :

))
.

a (u
:
一 u :

)
刁戈一 O工

r

《K K
4 a 万 + ’

}}
u :
一 u ,

}}
。

(0 < 口‘< z , i , 1 , 2 , 3 )

其中K
,

K
4

是正的常数
,

U
·

U
:
= l卜{{

: : ,

可取 a充分小使 K兀 ,a 万 + ‘

簇
r< 1

,

故算子 T
,

为压缩

算子
.

又设
u 〔D

,

有

llT
.

[。」}}
。

《兀l}
a , + ’中‘ (二 )一尸(。 + 乞, )11

:

、、(
、。a ! 一 +

告l}!令(
二 ,

U ! + “(· + “
N )

·

口(U
二 + 0 (

“ + 2 二 ))
、(

u + 牙
二, ,

息斋(一
U · + “‘·十 乞”

’
口(U 二 + 口(u + Z , ) )

日义

口(“ + Z 万 )

口戈
-

(u + Z 二)

a么G

口u x
r

口u x , (
x ,

U N + ”‘“+ 乞
N ,

, 口(U 二 + 口(u + Z 万 ))

日义

·

乙,-1
·

乙�

2

!
十+

.

卫鱼土盈过
一 .

a戈
,

其中K
。 ,

K
。

是正的常数
,

唯一的 艺,
.

于是

刁 (“ + Z 二 )
口劣 , }}

:

})、
K ‘K
一

’
+ K 一

’‘’‘ ” , 毛K
Oa ’ ‘ ’

‘。< ”< ”

因此T
B

是D 到自身的压缩算子
,

所以算子方程 (3
.

8) 在口中存在

l}z 二 }l
。 == }12 二 + 玄

, 11
。

二O (a “
+ ‘)

且

N
e “。 , , = N

。

[U , + Z 万〕= o x 〔口
,

B
a u 。 , ,

{。。
,
‘ B

a

〔U , + Z , 〕}
。。 ,

= 夕
一

t , ) !
。。,

(: = 0
,

1
,

⋯
, m + l一 1 )

故有如下定理
:

定理 刁 如果成立如下条件
:

( l) 算子 L
。

和 L : :
分别为 2二 和 2 (。 + I) 阶的线性强椭圆型算子

,

⋯
, 21 一 幼是阶数低于 2。十 。

阶的线性偏微分算子
;

( 2 ) 边界算子 系 {B
。
护:-+0l

一 ‘

是正则系
;

( 3
.

9 )

算 子 L
,

( , == 1 , 2 ,

( 3 ) 算子 刀
,

的系数
,

函数外
, 。 ,

斋)
,

小、
_

。一“
, ‘,

一。十‘一‘,
‘

和 区 域的边

界都是足够光滑的
;

( 4 ) 退化问题 成
, 。

的解存在且唯一
;

( 5 ) (2
.

1的式的系数行列式不为零
;

( 6 ) 对于
;‘任口

““
+ ‘,

(必
,

)成立

(L
。。 , u )》厂

,

1}
u
}}套

,

(L
。: ‘, u ) ) 一K

,

}!
u
11资

( 7 ) : 2乡 : : 和 u
为正小参数

,
且

.

a ~ m a x (。
: , 。、, 召)

,

则形式渐近 解 ( 2
.

2 2 ) 是 摄动问

题 峨
。 ,

,

的N 阶渐近展开式
,

余项 }!Z 对 ~ O 咬a
刀 十 ’
、

,

同时对于足够小的 a ,

拟线性椭圆型方程

一般边值问题 (1
.

6) ~
·

( 1
.

针 的解存在且唯一
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上述方法也适合于研究如下摄动问题座
: , , :

方
·

一l(
: : 。: )

2‘ L
: : + 乙

e IL
,

+ L
。

〕
。·, ·

+ G
(

x , u

一
日份

。, 声

口戈 )
一 。

(3 10 )

刀
: 。。, ,

!
。。 ,

= 夕,

(二) I
。。 ,

(; = o , z⋯
, 。 + l一 1) (3

.

] 1)

式中符号与前面相同
,

且N 阶形式渐近解的计算步骤和推导过程也完全一样
,

这 里 不 再 赘

述
,

但必须指出
,

这里相应于算子 M
。

的特征方程为

乙 b
: 。 + ,

(中)几2 仍 十 ’
+ c Z 。 (甲)几

2 ‘= o (3
.

12 )

为此需要假设 (3
.

1 2) 具有 l个负实部的根
,

并称问题宜
, , ,

正则退化为问题 刁
。 , 。‘, , .

这样得到

定理2 如果定理1的条件 (1 )~ (7) 成立
,

同时假设摄动问题且
。 , ,

正则退化为非摄动问题

刁
。, 。 ,

则摄动问题 又
。, ,

有如同 (2
.

21 ) 的渐近展开式
,

余项 11它训
。

= 0 (a ‘ + ,

)
,

对于足够小

的 a ,

拟线性椭圆型方程一般边值问题 (3
.

10) ~ (3
.

1 1) 的解存在且唯一
最后我们指出

,

上述的计算步骤和推导过程只要进行简单的扩展
,

就可以把结果推广
’

到

方程 (1
.

1) 中拟线性项

日扮
, . , 、

u 。, , , 一石玉一 )

改为 赵e , 户 s
⋯

,

日2 “ 一 lu . , ,

日劣 2 。 一 1 )

XX
了.、Z‘.、

‘G

的情况
,

而得到与定理 1和定理 2相类似的结论
,

其中

d ‘u , , ,

口劣‘ (
日
’u 。, 产

口x 孟

口
’“。 , 产 口‘“

。 , l’

拟 ;
一 ’

掀
: ’

‘ ’ ‘ ,

万又雨于
二石万

.

,
’ ‘

”

日‘u
: , ,

口劣二 )
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u n i口廿e n e s s o f so lu t io n fo r p e r tu r b e d p r o b le m
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W e g iv e it s a sym p to tie a Pp r o x im a tio n a n d

e : tim a tio n o f re la te d r e m a in d e : te r边
.


