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摘 要

本文用钱伟长一Lat ta 的合成展开法〔, , ,

求得了一种非线性扩散过程的方程组的一阶渐 近 解
,

简

化并改进了前人的工作“ ,
.

对于一种特殊情形给出了完整的解析解
.

并讨论了分叉点上的周期解
,

所得的结果与实验事实相符
.
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引 言
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这个问题来源于化学反应器理论
‘”一 ‘毛’.

在一个侧面非绝热的管状反应器中
, “
为管中的

温度分布
, 切 为反应物的浓度分布

; 又为给定的物理参数
,

a( 幻
,

刀(幻为 沐的巳知函数
,

而

。
为Pac le t数

,
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函数 f
, g 为

。, 二 的解析函数
·

问题 (I )在分叉点附近的稳定周期解的求解工作曾由D
.

S
.

Coh en “ ’
研究过

.

但他用了繁

杂的匹配渐近展开法
,

而且没有求出一阶解
.

本文改用合成展开法
,

即钱伟长
一

L at ta 方法
,

将问题的求解工作向前推进了一步
,

其特点为
:

劝 只要用比较系数的方法
,

就可一并给出各阶解的微分方程和定解条件
,

从而避免了

用匹配法确定内外解的繁琐过程
;

ii) 将偏微分方程的求解问题全部化成了常微分方程的求解问题
,

而且除了求零阶解时

涉及到非线性问题外
,

求高阶解的工作都是线性问题
,

这就大大简化了原问题的求解过程;
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iii ) 本文将给出一阶解的求解公式
,

而且还可看到高阶解的求解工作可以类似地进行下

去
。

我们在下一节中将指出用合成展开法可以容易地得到任意阶解的微分方程和定 解 条件
。

在第三节中将证明零阶解的定解问题与文献〔4」中完全相同
,

并将给出一阶解的 求 法
.

在第

四节中我们就一个特殊情形证明
: 如果非线性项 f

, g 为一个解析函数的实部和虚 部 时
,

零

阶解和一阶解则有完美的解析表达式
,

并且考察 了一个实际例子
。

最后一节考察了分叉点上

的周期解
,

所得结果与实验事实相符
.

二
、

各阶解的微分方程和定解条件

下面所用的合成展开法最早是我国著名力学家钱伟长 (1 9 4 8年 ) 在解决圆板大挠度问题

时提出的
,

后来经过L at ta (1 95 1年) 等人的工作使之得到广泛的应用和发展
,
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从上面的递推方程可见
,

只要求出第 i一 1阶方程的解后
,

第 i 阶方程即为二阶线性常系

数常微分方程 (其中t 为参变量 )
.

它的解不难求得
,

困难仅在于确定
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这个问题与文献〔4 」中的结果相同
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一

叭 = l 一 艺心 舌x 十二六二一 又a 十 ]) 官‘十口d 正
十七

。 1 c O S 匀汀男
L “ ‘ 一 」

.
_

「了Z C 。 _ C , 、
_ .

Z C。 : 1
_ , 。

_ _

.

〕尸盈吸一节一尸 —
声

十二 j 泥—
了~ 玉一

一

ee
传兀已 蔽 1 5 1 11 付兀满

L 、 付兀 Z , R 兀
’
一

」

「
_ ~

_

d d
‘ 、 ,

_ ~ 1

口 , 二二 十 诱汀)
一

月
: = ! 一 2 曰声 + 一不性 一 (a + l ) d 抢一卢e 七

+ 刀扮 1 e o s 匀汀戈
L “ t J

+ 「了攀
一月自

、一

戮
一*、

.

1
。i。 、。

L 、 凡万 芯 z 尽耳
一

J
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这两个方程的通解为

。2 ,

一l氛(
一

;一众)
·

偏暴
矛 (“

2汀2

二 + C ·,
!
。。 S”汀二

.

「一C
,

.

1 「d e 二 ,
.

、
.

。 ,

_ / 厂 1 1 、1 )

气飞厩认 % 十
一

乏兀牙L刁扩一 La 十 ” “‘十 /ja
‘十 t ‘

气
’+ 吞豆无忍一丽刀」了

·
劣 sin k汀x + /l , : in 寿兀义 + J , e o s 左烈

从一{
一

捺(;

十

{素
+ D 。

(
1 +

一众)
·

十厄命
一

‘“
2二 Z

d · + 。

小
S 。二X

· +

赢l争
一 (a + , )、

*
一刀

。。

寻
二一牛

一

、1)
x 5 1。 、二二 + 人。 s , n “二二 + 了

· c o s k“‘

付 兀 任 I心汀 / 」 j

由初始条件 (2
.

2 1)
,

(2
.

23 )得心
,

d 。所满足的微分方程为

争
一 (a + 卜 2“兀)·。一刀d 。 +

(斋

鲁
一刀

·。 + (· + 卜 2壳·) 、。 +

喘

命)
C。

裔卜

(3
.

2 1)

(3
.

22 )

6
.

导出C
I ,

D
l , e 。 ,

d 。的初始条件

由初始条件 (2
.

27 )
,

(2
.

2 5 )得

生
。(。)二

艺
一。(。)二一。

;

(。) = 会C以妇f里二丝
, i。 、二二 + 二 。。, 、二二 1

2
’ -

- 一

二下 Z L 匀兀 J

+ 乙
e 。(o ) e o s k”

晋
。(。)
一

。(。)一 D
l

‘”, 一

鑫妙{旱
S‘· ”汀‘ + ‘ “o , ”。 J

+ 乙 d
。

(o) C o s 寿二二

从而得

。
,

(。)一

杏
一‘0 , 一

; 子 (, D 全C
。(0 七 (3

.

2 3)

认
, _ 、

1
, _ 、

2 升
口’气U , 一 亏

一 O 气”’
一妥豆一台

(一 )
‘
刀

。

(0 )
存
2 (3

.

2 4 )

e , (0 ) =
2 (一 1)

“a (0 )

六
2兀 2

_ 卫一子匹二旦竺以旦乙
4二

之

粼 舜
“ 、3

。

2 5)
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d
。

(0 ) ~
2 (一 1 )考b (0 )

护砂 一 一典尹4丫二

(一 1 )二D 。(0 )
耘2 (3

.

2 6 )

了
.

确定C : ,
D : ,

红
,

d 。的定解问题

令 f == f (汽
, 。 ,

b)
, 召= g (几

, a ,
b)

,

f
“
二 f

。

(兄
, a ,

b)

f
。 = f

。 (之
, a ,

b)
, 夕。

二 夕
。

(几
, 。 ,

b)
, 夕。 = 夕。 (之

, a ,

b)

、..,lwewe,l,‘....es
.几足

、.、声.产

丁丁
矛‘、了.、

则 由 (3
.

1 9 )一 (3
.

2 e)得

d C
.

_

, 、 二
_

, , _ ~ 1 1
,

1

万万二 = 扭十八)‘
,
十 好 。一口)刀

,
一食

a 一众
一

J十育 (aj
。

+ 白j司
‘心 . 0 0 0

, 。
: _ 、

汽
. , . 、

n l
,

1
.

1
,

气P 个 夕习 灿 一
十 La 一 g 。 ) L, l

一 了
O 一 育 g 一 下

一

吸a g 。
+ o 夕。 )

U 0 0

二
一

工
。(0 )
一车资立卫卫旦

生
必

3
’ ‘

二
‘

妄二 舜
‘

(那)

、二,产
l一nU刀一介汉d�

‘-C

力
:
(。) 一李。(

。) 一

弄户
一

全斗华
鱼

一

巡
吞 兀

一 匆石 R -

争
一
(a+

‘一
2kn )
一周

·、

(斋
一

省
一

命卜

鲁
一
陌

+

(a+ 卜
2毓)“

。

+( 斋
一

合
一

命 )D&

一 , 。、 _ 2 (一 1 )
全a (0 )

‘舌、v l 一
t 盆 ,

一
纪一
汀

一 命军
(一 1 )

介
C , (0 )
寿

3

d 。

(0) 二丝梁擎些
一

共凡一
汀

一

4 汀
一

子 (一 , )
‘D 。 (o )

-

拭 护

( V )

问题 ( I )
、

( 1 )
、

( 丁)
、

( V )都是一阶常微分方程组的初值问题
,

除了 ( I )外
,

另外兰

个都是线性的
。

如果知道了f
, g

,

中 ,

沪的具体形式
,

便可由 ( I ) 确定
a ,

b ; 由 ( I ) 确定 C . ,

D . 、 从而确定如
,

H
。, 再由( 丁)确定氏

,

几 , 从而确定岛
,

G
: ; 最后由 ( V ) 确定 红

,

心
,

从而确定刀
, ,

H
、,

最后得解的形式为

。二 a ( t) + 二 C 。
( t) 二

。

(
一

一

粤丝)一
“。 + ·

{
一

等
·
“, + 二·“, + 。,

“,

+

鑫
二 p

(
-

一

奥蜂)〔
一

卿
一

(一
、二 + ,

沪
5 1。 。二)

+

一
‘汀

小
。 (一)

, = b (t ) + 乙
D . (, ) 。x p

(一工绝业
‘

、
。。。 , 二, + 。

丁一琴
。(t ) + : 。( , ) + n

,

(t )

‘ ,

t 井
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+

鑫
二 p

(
一

鹦)l弩业(
X

一、昭 +

旱
sin 、二二

)

+ d

一
“! 二

〕)
+ o (一)

问题 ( 1 )的二阶以上的渐近解可以类似地求得
、 其中也仅涉及求解一阶线性常微分方程

组的初值问题和二阶非齐次线性常微分方程的边值问题
.

四
、

关于问题 ( 1 ) 的零阶解和一阶解的一个定理

定理 若f 以
. 。 , 二)和 g 以

, u ,

。)分别为某个解析函数F (犷) (这里厂 = u + i。) 的实部和虚

部时
,

则问题 (I )的零阶解a( t)
,

b( t) 由下式确定

叻(· + ‘“、二 f
。 ’ ‘”

_ _

J “ (0 ) + . 份《协劲

d Z

z + 一 红
二

,

F (z)
a 十 忿户

= (a + i刀)t (4
.

1)

而一阶解互
, ,

G
,

中的C
:

(t )
,

刀
:

(t )由下式确定

c ! + ‘D
l

一〔c
,

(。卜
‘D l(。) :一p

{
(a + 7。) , +

I:
F

,

「· (,

卜
‘“。, )〕d ,

)
+

J;{
1

, , . 、

二
, , 、 ,

1 。
, , .、

二
, , 、 , .

1 ~
, 。

一二二 La 叹丁) 十 忽o 吸不) J一下 厂 La 吸了) 十 . O Lt) J 十 下 厂
’

la 气t) 十 忿O 叹t ) J
0 0 西

·

〔·(, ) + , “(, ) :

}
dt

(4
.

2 )

其中
。(o)

,
b (o)

,

亡
;

(o)
,

D : (o)由(3
.

2 1)
,

(5
.

12 )
,

(3
.

2 3 )
,

(3
.

2 4 )确定
.

证明定理的结论是很容易的
,

只要对问题 (I )的第二个方程乘 以虚单位 i 后 和第一个方

程相加并积分便得前式
,

对问题 (丁)的第二式乘以 i后和第一式相加并积分便得后 式
.

至于

C 。
(t)

,

D
。

(t)
, e . (t)

,
d .

(f) 的形式
,

定理中并未提及
,

因为它们与f
, g 的形式无关

.

它们

可用 (3
.

15)
,

(3
.

16 )和下面的公式确定

二 十‘d一 〔一‘”’+ ‘d
·

‘。, , e X p “一 ‘2“一
‘

一
‘“, ‘, +

(命号
一

命)J:
〔e 。(, ) + , D 。 (, )。‘,

仅
.

幻

其中
e , (0)

,
d 。(0 )由(3

.

2 5 )
、

(3
.

2 6 )给出
。

作为一个实例
,

现设f林
, “ , 二) = 一几(u

,
一 。

2

)
, 夕以

, u , 。) == 一2久u功
,

我们来求 l’g 题 (I )

的零阶解和一阶解的具体形式
。

显然
,

厂
, g 是解析函数

.

尸(犷)= 一几犷
,

(4
.

5)

的实部和虚部 (V 二 、 + 吻)
,

由定理知a( t)
,

b( f) 满足

丁a ‘O , + ‘b ( 0

Z 一

d Z

几Z
“

a + f刀

~ 吸a + i刀)t

从而有
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a + f刀
久

〔a (0 ) + 了b(0 ) ] e ‘“ + ‘夕, ‘

a + ib 二
-

a + i刀

—
一叭 U l一

不U t U ) 州卜也U t V j -t
‘

J U t Uj J

五

e ‘口 + ‘户 ‘

整理得

b -

月 (t)尸(亡) + B (t)S (t)
R

Z

(才、+ 5
2

(才)

B (t)R (t) 一A (t)习(t)

一补(石一夕(t )

(4
.

4)

(4
。

5)

其中设 a 。= a (0 )
,

b
。
= b (0 )

,

而

, (t) 一

}丛
不旦乞

。。 、口, 一 丛士夕鱼
s in 尸,

l
e 二

几 人 1

B “, 一l
a a 。一刀b

。

兄
s in 刀t +

a b
。
+ 刀a o

几

·o ,
刀,

〕
。“

R “, 一号
一 a 。 + ‘a

o c o s“‘一 b
o s‘n “‘)

e一

S (, )一

育一
”
。 + (·

。 5 1。 刀, + 。
。 。。S 刀, )一

而由 (4
.

2 )
、

(4
.

3)得

C ,
= {[ C

,

(0 ) e o s 刀一 D
,

(0 ) s in 户了「(
a 一之a (t))

2
一 (尸一义b (*))

2

了一 2「a 一 之a 。)〕[刀

一之b (, )」[。: (o ) 。in 刀, + D , (o) 。0 5 刀,〕}。
。‘ + (琪、 b几

一 +
一

、
氛)

‘n 〔‘a 一“。“, ,
’

刀
_ _ _ ‘ _

刀一之b (t )
.

1
_ ,
八

甲 、尸 一几 L, 、‘少夕 J一 厄丁
认 r c ‘g 五二项万

.

面 一了
“ L‘) (4

.

6 )

D , = 笼[ (a 一兄a (t))
2

一 (刀一 元b (t))
名

〕fC ; (o) s in 刀才+ D
.

(0 ) c o s 厅t〕+ Z f a 一 只。(r)〕「口

一元b (t)J
·

[亡
,

(0 ) c o s 八一D , (0 ) s in 刀t升e o ‘
+ (亩

十

命)a曦 鑫碧爵
+

一

会
1· 、。a 一 , · (, )〕

:
+ 〔刀一 , 。(, )」

·

; +

言
。(, )

(4
.

7 )

且 由(3
‘.

15 )
、

(3
.

16 )
、

(4
.

2 )
产

得

C 。 (t) = [ C , (o)C o s
刀t一 D 。 (0 )sin 刀t〕

。 一 ‘’一 ‘ , ‘

D
。
(t) = [ C 。(0 )sin刀r+ D 。(0 )e o s刀f〕e

一 ‘’一 ‘ ’‘

e a (, )一 [ 。。 (o)。。s刀才一。。 (。)5 in 刀‘〕。一
““ , 一 ,

一
+
(
一

华
一冬

一而
条万:

〔C ·‘”, 。。 S“‘一D · (0 , 5 ‘·”‘〕一
‘’一 “ ’‘

d ‘

才 了 , 、 _
_

厂 _ , 八、 _ _ 。 』 . J , 。 、 _ _

。‘ , _
_ ‘ , , , _ , _ 。 、 , .

1 9 1
U 。 、‘ ,

一 L 。 , 、。 z 、 . , *。 ‘
, “ 。、V z c U “尸‘ J c 一 十气4蔽一了

一

赤)丁{
仁C

·

(”, S ‘·“‘+ ”· (。,一刀
‘」一

‘’一 “’‘

dt

(左= l , 2 ,

⋯⋯ )
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以上各式中的
a (o )

,

b(o)
,

口
t

(o)
,

D
,

(o )
,

C , (o)
,

D 。(o) 可由 (3
.

1 1)一 (3
.

1 4 ) 和 (3
.

2 3) ~

(3
.

26 )据初始条件甲(劝
,

功〔劝 确定
.

容易看出当 a (石) = O时
,

即在分叉点义= 击上
,

本例有稳定的 (或不稳定的 ) 周期解
.

因

为这时
a (r)

,

b (t)
,

亡
;

(t)
,
D

:

(t)只是
e o s
刀t和s in刀r的函数

,

且含有叮
。 ,

H
。

及, , ,

H
;

的项均为时

间 t的指数衰减型
,

因此在求分叉点上的周期解时
,

只要看岛
,

‘
。

和雪, ,
G

;

项就行
.

五
、

非线性扩散问题 ( I ) 在分叉点人二 凡上的周期解

可以证明在a > o时
,

问题 (I )有振荡型解
,

而在
a < O时

,

问题 (I) 有趋近于零的稳态解

的时候
,

则在a (刀 = O的根只= 兄
。

处问题 (I )必定存在一个周期解
.

这与实验事实和数值计算

的结果相符
‘”

.

为了说明问题
,

就以上节的例子为基础来进行讨论
。

i) 当
a < 0时

,

由 (4
.

4)
、

(4
.

5 )可知
a (t)一一) 0 (当t、 oo 时) ; b (t)

一
0 (当t , co 时)

由(4
.

6 )
、

(4
.

7 )可知当to co 时

。,
(,)一(十

+ 了
,

、1
。 (。

2 + 刀
2

)一只
a r 。 tg

叮
一

黝
一 : :

、 1 ‘几 O 几 , J 八 “

”
; (,)一(么

+

氨)一
tg

夸
+

矗
‘· (a

Z
+ ,

2

卜常
护

‘
名

从而得当t* co 时
u (x

, t) , 。
·

常数l
, ; 。(二

, t)、 。
·

常数 l
:

这说明振荡将逐渐衰减掉
,

解成为趋近零的稳态解
.

11) 当a > o时
,

由 (4
.

吐)
、

(4
.

5 )可知当t、 co 时 口
,

(t)
,

D
,

(t) 的振幅越来越大
,

这时振荡

是不稳定的
,

所以对本例的f
, g 来说

,

问题 ( 1 )在分叉点之二而处必有周期解
.

111) 当凡== 涯
。[ a 以

0

) = 0〕时
,

则有

刀以
。(a 君+ b孟)sin 刀t + 刀(

a o e o s
户一 b

o s in刀t)

石「干硒二又硒i砰石歌可千瓦百声
2石丽而干厄不刀(石砰而刀汗阮U反刀万

一 一 一鱼玉(q遨土纽旦二些圣旦约
_

州恤些i旦色士b‘夕圣理些 _
_

_ _
a
百+ (夕一几

。
b
。

)
2 + 几; (a 君+ b 百)(1一 Ze o s口t) + 2之

。

刀(a
o s in刀t + b

o e o s价)

(t)(t)a,D

C
:

(t) = [亡
;

(o)
c o s刀t一D

l

(o)s in口t〕〔之孟
a 孟一 (刀一之

。
b)

’

J+ 2之
。a (刀一只

。
b)〔C

;

(0 )s , u
尽

+ ”
;

(。)一刀,〕+号
一

+ 、
六

‘·以 :一 + (刀一 ,
。
“)

2

〕+

箭⋯
‘g

气护
力

:

(t) = 〔。
:

(o)sin 刀t + D
:

(o)。。 s
刀t〕[几孟

a “一 (刀一只
。
b)

’

〕一 2义
。a (刀一之

。
6)

·

〔。
,

(。)。。5
刀, 一力

,

(。) S、· 刀:〕十

夸
+
具
一In 〔; 。。

2 + 、户一 ;
。
。)

2

]

O 儿0

+
一

共
一 a r 。 t g

b 人0

刀一兄
o
b

几
。a

至子在这个分叉点上周期解的稳定性
,

则要着
a (劝和刀(刀在 元二 几

。

处的 导数俏的符号
,

而不仅仅依赖于f
,

g 的形式
,

详细的讨述可参看文献〔8 ]
,

这里不再赘述
.
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