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摘 要

本文对求解亚音速流的偶极子基本解法作了新的处理
,

导出了一个关于求解偶极子 强度的强

奇性积分方程
.

给出了强奇性积分有效主值的定义及计算公式
.

由此可以导出多 种 整沐连续分布

的数值基本解法
.

适用于亚音速气动力计算
.

一
、

引 言

对亚音速势流绕流物体
,

扰动势 沪所满足的线性化方程为
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其中、为物面的法向
,

护
_
为来流速度

,

护
,
为体现干扰效应的速度

.

随着计算机的发展
,

目前机翼或组合体的亚音速气动力计算多数采用基本解迭加法
,

所

使用的基本解有源汇
、

偶极子
、

马蹄涡和涡环等几种
,

迭加基本解的办法有离散分布的有限

基本解法
‘”‘2 ’,

也有局部连续分布或整体连续分布的基本解迭加法
’“’“’

.

采用 离 散 分 布法

时
,

一般讲来
,

计算公式比较简单
,

但对分块和控制点的选择要进行凑试
,

或者要求加密分

块从而增大了基本线性代数方程组的阶数
,

增加了对计算机存储量和计算速度的要求
; 采用

连续分布法时
,

计算公式虽然比离散法复杂
,

但可以减少对分块和控 制 点 选 择的限制和凑

试
,

分块可以稀一些
,

从而降低了基本方程组的阶数
,

降低了对计算机存储量的要求
。

因此

需要研究有效的连续分布法
。

为此
,

本文对偶极子解法作了新的处理
,

提出一种强奇性基本解法
,

它便于导出多种连

续分布的数值计算法
.

其计算结果稳定
,

对分块和控制点的任意选择不敏感
.

适用于薄翼的

带侧滑飞行的计算
,

也可应用于厚翼和组合体的压力分布计算
.

二
、

·

基本积分方程和发散积分的收敛性定义

设中弧面的面积元为ds , ,

其法向为苏
, (摊

, 。 , , 。; )
,

d s
,

上偶极子的密度为 。 ,

则d s ,
上

叶开沉推荐
.
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的偶极子在点M 招
, 夕 ,

习 产生的速度势为

放 棠
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点 P “
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约 为 d s , 上的点
,

了
。

是由 K了
。

二

(刀场‘
, 刀, ,

叭) 规定的偶极子方向
.

如所周知
,

对于不在面元上的点
,

这样的偶极子将和无

限小涡环相当
。

涡环的环量
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涡环的涡线和 d s p 的周线重合
。
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, 二一约

。

如果在正攻角时
,

希望厂 (尸)取正值
,

则应取 玲, 的方向

向下
.

将 (2
.

1)
尹

式沿整个中弧面 S 及尾涡面 万 积分
,

即得基本方程 (1
.

1) 的解

1 (f
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这是偏微分方程理论中已知的结果
.

考虑到边界条件 (1
.

2 )中只规定了 甲 的导数
,

而未规定

切 本身
.

为此
,

对 (2
.

3) 求导
,

得
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刀
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.

(2
.

4) 式 目前只适用于 S + 刃 外的点
.

如果能将

它拓广到积分面 S + 刃上的点去
,

则可以代入 (1
.

2 )式而得基本积分方程

, ‘厅
.
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式中的夕盖作为体现机身
、

发房或其他部件对翼面气流影响的速度
,

在第一步近似处理中
,

可

以从已知的公式算出
.

如果取消尹益则 (2
.

5)右边的积分区域 S应扩大到包括所有部件的表面
.

硫, 为边界面在控制点M处的法向
.

对于积分区域上的M点
,

(2
.

4)和 (2
.

5) 中的积分
,

特别是第一积分为强发散积分
,

‘

必须

规定其有效主值
,

方能实现拓广
.

考虑到物面上点的萨, 应是物面外点的厂的极限
,

这极限是实

际存在的
·

因此
,

强发散积分应有确定的有效主值
.

再从另一方面考虑
,

面分布旋涡应看作

是体分布旋涡的一种理想化近似
.

由理想化近似带来的强奇性
,

应该有相应的收敛性规定
,

因此可以把一维情况下的 H 么da m ar d 主值的定义拓广到目前二维曲面上的发散积分上来
。

定义
:

强发散积分的有效主值为
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A 一 ,

一 I{
d s p

r孟,
(2

。

7)

S
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(M )一氏

5
.

(M )为M点的小邻域
,

占
。

是S
。

(M )内以 M 点为圆心
, e
为半径的圆形邻域 (即它在M点的

切平面上的投影是半径为
。 的圆域)

.

系数 A和邻域序列 s
,

的 形状有关
.

例如
,

在平面积分

的情况
,

当取S
。

(M )为以M点为中心
、

边长为2 。的正方形时
,

A 二 4斌百
。

关于定义 (2
.

6 ) 的合理性可以论述如下
:

首先要把曲面上的积分转化为相应切平面上的积分
,

以便于估计 (2
.

6 ) 式右边是否有极

限
.

设 曲面泞
。的线度为j

,

曲面S 。
内各点的主曲率绝对值的平均大小为

。 ,

函数f (P )在曲面

内的平均变化率为K
,

又设S 言
,
S言为曲面片 S 。 ,

S
:

在M 点的切平面上的投影区域
,

则曲面

S 。 上的积分表示式和投影区域 S 言上的积分之间有关系式

,

1
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由此知
,

S 。 上奇性积分有效主值的计算就归结为相应切平面上投影区域 S尝上有效主值的计

算
.

而对于平面区域S 言上的强奇性积分
,

由 (2
.

6 )式定义的极限易知是存在的
.

因此按 (2
.

6 )

来规定有效主值是有意义的
·

同时
,

从上式也可以知道
,

当曲面较平坦时
,

可以允许对较大

的曲面块 (占较大) 进行上述切平面积分替代
.

而对较弯曲的曲面 (c 非小量)
,

则只能对小

块的曲面片进行平面积分替代
。

现在回到 (2
.

4) 和 (2
.

5) 式
,

研究从物面外向物面趋近时的极限值与按 (2
.

6 ) 计算的有效

主值之间的关系
,

以 (2
.

4 ) 式为例
,

首先将曲面上的积分转化到切平面上
,

在切平面上建立

以切点M
。

为原点的局部坐标系
,

它以物面在M
。

点的法向为
二 轴

,

而且不妨设物面外任意一

点M的诱导速度尹, 仍具有 (2
.

4) 的形式
.

因此
,

包含点M
。

的面积元△S上的偶极子对
: 轴上

的点M (O
, O ,

z) 的诱导速度为
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显见
,

第一积分中的发散部分
祭

正好和第二积分中的发散部分相消
.

因 而 当
二 , 。时

,

即

尸‘

M点趋向M
。
点时

,

有极限值
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由此可见
,

对于物面 上 的 点 M
。,

完全可以规定它的有效值
.

即按上述极限步骤计算之值
。
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但是实际上
,

这一极限值的计算
,

可以不必通过极限步骤
,

只要对 (2
.

4)
、

(2
.

5 )中的发散积

分另作收敛性规定就可以了
。

因为当我们用 (2
.

4 )
、

(2
.

5) 直接计算物面
_

L M
。

的诱导速度值

时
,

只要M
。

点邻域内的面元充分平坦
,

其上的第二积分形式上可取为零
,

因 为 朴
·

尹尸 , 岛 0
.

因此必须在计算第一积分时扣去相应的发散部分
,

这就是有效主值定义式 (2
.

6) 的由来
。

三
、

两 个 特 例

通过下面两个典型例子可以检验此定义的合理

性及其和通常一维情况下 H叼
a m ar d 主值的关系

.

例1
.

对于不可压缩流
,

在 x 夕平 面 上的矩形

区域 (图 1 ) 内布置等密的
二 向偶极子

,

它应该正

好和周线上布置的涡环相当
.

这一相 当 性
,

对 二夕

平面外的点是早已知道的
,

现 对 二夕平面上的点来

验 证这一相当性
.

事实上
,

这时
,

根据 (2
.

4) 式计

算 厂 :

时
,
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,

而第一积分
,
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这和环量为阴 的矩形涡环对其平面上点的诱导速度完全一致
.

也可 以按极限步骤来计算(2
.
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,
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,
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习
,
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当 (,
,

。)在积分域夕卜时
,

上式中
一

查
的系数恒为零

,
。p积分不存在奇性。。分

; 当 (二
, , )

分域内时
,

省
的系数不为零

,

积分有奇性
,

当 二今。、
·

,

略 去 此奇性部分
,

所得结果冈。好和

(3
.

1 )式一致
.

例 2
.

偶极子分布面为平面上 (取为二夕平面 ) 的半带形区域
,

此区域沿 劣 轴趋向无限远

处
。

这时
,

对于翔 平面上的M点 (2
.

4) 式化为
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为半带形区域的前边线的 二 坐标
; 。 ,

b 为半带形区域左
、

右边线的位置
.
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.

2 )就是

亚音速流中基元马蹄涡按面分布计算的公式
。

式中的
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由此知
,

基元马蹄涡面分布法就是本文的强奇性基本解法的特例
。

顺便指出
,

文献 〔4 」将 (3
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。 :
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.
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而且
,

由于在此情况下 (2
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’‘卜
山 ~

’

。 ~ ~ 一 ‘
一

~
Z J 一 ‘’‘ 山~

’

基元马蹄涡面分布法只便于解决共面机翼的无侧滑绕流问题
; 强奇性基本解法则还可以

用来解决非共面物体的带侧滑的绕流问题
.

适用范围拓广了
,

这是本文提出的方法的优点之

四
、

关于尾涡面的处理

利用积分方程 (2
.

5 )来解决绕流问题时
,

要注意到 (2
.

4) 和 (2
.

5 )
’

的积分区域还包含尾流

面 (也称尾涡面)
,

在尾流面上也要布置偶极子
,

以模拟尾流效应
。

对尾 流 面的选取允许有

一定的任意性
,

但要满足下列三条件
:

(一 ) 尾涡面万要落在实际的尾涡区内
,

这样方能逼近实际流动
.

(二) 对于薄翼
,

尾涡面和机翼的中弧面在后缘相接处应有连续过渡的切平面
.

这样可

以避免出现奇性
,

并为满足库塔条件创造一定的 条件
.

但升力面和尾涡面在翼尖的边缘线允

许有转拆
,

以适应布置侧滑尾涡的需要
.

对于厚翼
,

条件可放宽些
,

在后缘处不必严格要求

有连续过渡的切平面
。

(三) 尾涡面最后要顺 流向趋向无限远处
.

关于尾涡面上偶极子强度的布置
,

只要求满足下述条件
:

在尾涡面上
,

强度 m 对流向参

变量的变化率为零
。

也即顺每一条尾涡线
,

强度 m 保持不变
,

且等于后缘处 的 。值
,

、

因而能

保证尾涡面不承受载荷
。

五
、

强奇性积分方程的数值解法

一般讲来
,

(2
.

5)式可以有多种解法
.

把强度 。表示成
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川 = 附介
, (5

.

1)

称附
,
(省

,

的为基函数
,

选取不同的基函数
,

就得到不同的解法
.

夕,
为待求的量

,

当 平
,
关于

纵向坐标 占为二次函数时
, ? , 就相当于环量密度

.

将积分方程 (2
.

5 )用于 n
个控制点

,

其中的 m 又用 (5
.

1) 式代入
,

就得到 。个方程的线代

数方程组
:

艺
c ‘,下, = g ‘

J . I

(5
.

2 )

其中 叭二 。
,

·

(护
二
+ 护约

.

刀
“

r「rl, r 兹,
·

花:

“ , 一 飞万 」J
F‘ ’

L一咋
‘

一S + 工

3 (获
,

·

护尸‘)(旅
‘·

护夕, ‘
)

r
;
‘ (5

.

3 )

上式积分中的下标 i 代表第 i个控制点
.

5 为物面
,

万为尾涡面
.

积分 (5
.

3) 式时
,

通常要把

积分区域分块
,

对不包含控制点的分块
,

积分就用普通的数值积分法计算
;
对包含控制点的

分块
,

积分 (5
.

3)要按照 (2
.

6 )的规定计算其有效主值
。

当 砰
,
是二阶以上的代数曲面时

,

整个计算结果相当稳定
.

物面分块和边界条件控制点
的不同选择对计算结果的影响很小

.

避免了有限基本解法中凑试分块和控制点的缺点
。
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