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摘 要

本文给出了反对称自变量线性各向同性张量函数表示定理的两个证明
:

一个证明是新的 ; 另 一 个
基本上沿用仁门的思路

,

但较简短
,

且纠正了〔月的一个错误
.

一
、

表 示 定 理

本文完全采用 〔1] 的符号
,

且用到事实
:
每一个(二阶)张量 B 至少有一个右主 向

r (令

}r }= 一)
:

B r = 几r (1 一 )

和一个左主向l (令 !月二 l)
:

IB二又l (1
。

2 )

(l
.

1) 和 0
.

2) 中的特征值相等
.

若左
、

右主向相同
,

统称 r二 I为B 对应于特征值 通的主

向
。

我们也将用到

定义 自变量为向量的张量值函数 G (u) 或自变量为张量的张量值函数F (B) 是各向同性

的
,

若

QG (u )Q苦 = G (Qu ) (一 3 )

QF (B)Q劳 = F (QB Q朴) (1
.

4 )

丫Q 〔O r th
.

C :
uc hy 基本表示定理 (〔2」

,

29 页) 向量u : ,

⋯
,

u 二 的标量值函数 甲(u , ,

⋯
,

u动 是
、

各向同性的
,

当且仅当它可表示为这些向量的点积晰u , (i
, J二 l

,

⋯
, 、)的函数

.

文献〔月给出

表示定理 反对称张量A的线性张量值函数 F (A) 是各向同性的
,

当且仅当存在标量 a,

使得

F (A) = Z a A (1
.

5 )

根据定义 (1
.

4 )
,

定理的充分性是显然的
。

本文旨在给出这个定理的必要性的两个 证 明
: 一

个证明是新的
;
另一个基本上沿用 〔i 〕的思路

,

但较简短
,

且纠正了 【i 」的证 明的一个错
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二
、

证 明 一

考虑反对称张量A的对偶向量 a :

A = s a
1

_

砚 二二

—
‘ : 几

2
(2

.

1 )

其中
: 是置换张量 (三阶)‘

3 ‘,

在笛氏标架里

A ‘, == 己‘, , a , a ‘ A
,

(2
.

2 )
、

�
2

由于

Q 一,

Q , a
A

, 。 == Q一Q, 。。 , , 。a ‘~ Q , ,

Q , a

Q
, 。。 , , 。Q

。 ‘a :

= d e tQ。‘, ,

Q
, . a 。

二 : ‘, ,

Q
, 。a a

丫Q 〔O rt h
+ ,

即

QAQ
朴 = e Qa

如果记

F (A) 二F (。a )
:
= G (a )

则 F (A) 的备向同性
:

QF (A ) Q井 == F (QAQ井)

导致G (a) 的各向同性
:

QG ( a ) Q釜 = F (。Q a ) = G ( Qa )

显然
,

G (a) 也是线性的
.

每一向量 a 均可看作某一O 〔O r th
十

的主向 (即转轴〕
’‘, :

( 2
.

3 )

( 2
.

4 )

(2
.

5 )

( 2
.

6 )

( 2
.

7 )

Qa == a
( 2

.

8 )

、.口z、.产、

,O口n�,
.

:
主l人

9曰

:
廿

了.、自乙夕�

2.、‘、了

将这个特殊的 Q代替 ( 2
.

7) 中的Q
,

得

QG (a ) = G (Qa ) Q二G (a ) Q

Q G (a ) a 二 G ( a ) Qa 二 G (a ) a

由 Q主向的唯一性
,

知G (a) a 与a共线
:

G ( a ) a 二 沪 ( a ) a

以任意Q 任O rt h左乘上式
,

利用 G (a) 的各向同性 ( 2
.

7 )
,

我们依次得

甲( a ) Qa 二 QG 弋a ) Q关Qa = G (Qa ) Q a = 沪 (Qa ) Qa

从而有

沪 ( a ) = 尹 (Qa )
,

Q的任意性使卯为常数
.

丫占
, 刀 任牙和。 , , 〔夕

,

将
a ~ 言u + 叮v

代入 ( 2
.

2 1 )得

细〔G ( u ) v + G ( v ) u 〕== 尹经省( l 一首) u + 玲( l一刀) v〕

将
.

上式中的 u和v互换
,

、

左端不变
.

两右端相等以及
。和 , 的线性无关导致

切信一 刀) [ 1一 仗+ 刀) 〕二 0

占和刀的任意性使甲 = O
,

于是 由 ( 2
.

1助有

9 ( u
, v )

: = G ( u ) v二 一 G ( v ) u

( 2
.

12 )

( 2
.

J3 )

( 2
.

14 )

( 2
.

xs )

( 2
.

16 )

( 2
.

17 )
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它是关于自变量 u和 ,
为反对称的双线性向量值函数

,

而且是各向同性的
,

因

Qg (u , v )二 QG (u )Q苦Qv = G (Qu )Qv = g (Qu ,

Qv ) (2
.

rs)

将向量函数值 g (u
, v )在基褚u , , , v 八 u }上分解

,

并考虑到双线性性质
,

我们有

g (u , v ) = 占(v )u + 叮(u )v + Z a v 八 u (2
.

19 )

其中a 是常数
,

占(v) 和刀(u) 是线性函数
.

将 (2
.

19 )代入 (2
.

1 8 )两端
,

得

[占(v)一占(Qv )〕Qu + [刀(u )一刀(Qu )〕Qv = 0 (2
.

2 0 )

从而

雾(v ) = 占(Qv ) 刀(u )= 叮(Qu、 丫Q 〔O r th (2
.

2 1)

就是说
,

睿(a) 和刀(a) 都是线性各向同性标量值函数
.

利用 (2
.

1) 可将它们化成反对称自变量

A的线性各向同性标量值函数
。

根据 〔l 」第三节最后一句的结论
,

这样的函数恒等于零
,

于

是

g (u , v ) = Z a v 八 u “ Z a e , vÀ u = Z a (‘u ) v (2
. 22)

由v的任意性
,

(2
.

17 )和 ( 2
.

22) 两式就给出

G (a ) = Za : a 丫 a 〔夕 (2
.

23)

利用 (2
.

1) 和 (2
.

5) 回到反对称自变量A
,

就得表示式 ( 1
.

5)
.

表示定理的必要性证毕
.

三
、

证 明 二

先局限于类型为

C : = uÀ v 一 v兮 u (3
.

1)

的反对称自变量
,

其中u 和 ,
为任意正交单位向量

.

C的唯一主向量 (单位)

w ’= u A v (3
.

2 )

满足

C w = w C = 0 (3
.

3)

对于正交张量

R = 一 !+ Zw À w (3
.

4)

我们有

R CR 苦 ~ C一 Zw 凶 w C一 ZC w @ w + 4w À w C w À w = C (3
.

5、

于是
,

F (C ) 的各向同性给出
R F (C ) R 苦 = F (C ) 即 R F (C ) ‘ F (C ) R (3

.

6 )

并且有 (用到 (3
. 4) )

R 〔F (C ) w ] = F (C ) R w = F (C ) w (3
.

7 )

fw F (C) ] R = w R F (C ) = w F (C ) (3
.

8 )

就是说
,

F (C) w 和w F又c) 分别是R 的右和左主向
.

考虑到R 的唯一的左
、

右主向相同
,

且可 由

w 代表
,

我们有

F (C ) w 二雪w w F (C ) 二右w ( 5
.

9 )

对于单位正交基谧u
, v , w }

,

F (c) 可表示为
F (C ) = 言, , u囚 u + 睿

, : u À v + 叠, su À w + 睿: : vo u + 睿
2 , vo v

+ 舀
: 3 vÀ w + 舀。

: w 因 u + 睿
3 2w 妙v + 占

。sw À w ( 3
. 10 )

一般而言
,

各昌
, 是 u和v的函数

.

将上式代入 (3
.

9)
,

得
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雪, su + 占
: 3 v + (占

。,
一占)w = 0

占
: : u + 雪

。: v + (舀
。3一占)w = 0

由此
,

有

占
: 3

= 占
3 ;

= 占
2 :
二占

3 : = 0

睿s:

, 省(u , v
)

考虑到这结果以及

Q(u À v 一 vÀ u ) Q务二 (Qu )À (Qv ) 一 (Qv ) O ( Qu )

(Qu ) A ( Qv ) = Q ( u 八 v ) == Qw

将表达式 (3
.

10 )代入 F (C) 的各向同性定义式 (1
. 4) ,

丫Q 〔O r th
,

我们有

(占1 : 一省乳) ( Qu )À (Qu ) + (舀1 ,
一省乳) (Qu ) À (Qv )

+ ( 雾2 ; 一睿乳) (Q
v )À ( Qu ) + (占: 2

一睿乳) ( Qv ) O (Qv )

+ [君( u
, v ) 一睿( Qu , Qv ) 〕( Q w )À ( Qw ) = 0

其中

(3
.

12)

(3
.

12)

(3
,

13、

(3
.

24 )

(3一 5 )

(3 一6 )

(3
.

17 、

雪乳
:
二占‘, (Qu ,

Qv ) (‘, j~ z , 2) (3 18 、

考虑到并矢基 (Qu) À ( Qu)
,

⋯
, (Qw) À ( Qw) 的线性无关

,

(3
.

17 ) 给出

占. , ( u , v ) = 占‘, ( Qu , Qv ) (f , j~ l ,

2) (3一 9 -

睿( u
, v ) 二占(Qu ,

Qv ) (3
.

20 )

这两式说明
,

睿‘j和雪均为u和 v的各向同性标量值函数
.

根据C at : ch y 基木表示定理
,

它们均可

表示为
u和 v

各点积的函数
。

由于uu = v v = 1和uv = v u = O ,

如, 和盆只能是与 u 和 v无关的常数
.

于

是
, (3

.

10 )简化为带常系数的表示式

F ( u À v 一 vÀ u ) = 首1 luÀ u + 右12 u À v + 咨
2 ; vÀ u + 占

22 vÀ v

+ 省( u 八 v ) 凶 ( u A v ) (3
.

2 1)

F (c) 的线性性质使得它也是 u和v的线性函数
,

因此上式进一步化简

F ( u À v 一 v À u ) 二占12u À v + 占
: I vÀ u (3

.

22)

也是根据线性性质
,

又有

F ( u À v 一 v À u ) = 一F (vÀ u 一 u囚 v ) = 一占
1: vÀ u 一君

2 lu À v (3
.

2 3)

比较上两式
,

根据 uÀ v和v妙 u线性无关
,

我们有

雪: : = 一省: : 二Za (3
.

24)

和

F ( uÀ v 一 vÀ u ) = Z a ( uÀ v 一vÀ u ) (3
.

2 5 )

在任意单位正交基 {u
, , , w }下

,

任何反对称张量A均可表为

A = 占( uÀ v 一 v妙 u ) + 刀( vÀ w 一 w À v ) + 亡(w À u 一 u À w ) (3
.

26 )

其中占
, 刀

,

乙是标量
.

利用F (A) 的线性性质和 (3
.

2 5) 式 ,

就得表示式 ( 1 .

5)
.

定 理 的 必要性

证毕
。

作者曾和江西工学院郑泉水同志作过多次有益的讨论
。
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