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摘 要

本文阐述了一种用以计算深水中竖直平面波动问题水动力系数的数值方法
.

其过程是
,

以格 林 公

式为基础导出了波源法
,

应用该方法计算了受线性波动作用时的半圆及矩形截面的物体
,

并 将 计算结

果与沃兹 (V u g ts) 早期的试验结果进行了比较
.

一
、

引 言

本文论述受线性波作用的竖直平面物体的水动力系数的计算方法
。

许多海岸和海洋工程

实际中
,

都会遇到竖直平面 (二维) 问题
,

例如浮式防波堤
、

半浮式钻井台的浮箱等
.

厄索

(U
r s e ll

, 一9 5 0 )
,

约翰 (J
o h n , 1 9 5 0)

,

金 (K im
, 19 6 5 )

,

沃兹 (V u g ts , 19 6 5 ) 以及 白和袁 (B e i

a n d Y e u n g , 一9 7 4 )等人 [参阅沙泊卡亚 (S
a r p k a ya ) 和艾萨克逊 (Is a a e s o n ) 1 95 1 年的合著中

对此问题的综述」均曾先后对竖直平面问题进行过试验和研究
.

本文对于二维波源法进行 了论述和推导
,

并以金 (K im ) 19 6 5 年 提出的格林 (G re on) 函

数表达式为基础编制了数值计算程序
.

利用这一程序计算了几种不同截面的物体的垂荡
、

纵

荡和横摇等的附加质量和阻尼系数及其相应的激发力
.

计算结果与沃兹 (1 968 )的试验和理论

结果进行了比较
。

二
、

理 论 推 导

设一列在深水中推进的波高为 H
,

角频率为 。 (或周期为 T ) 的规则微幅波列绕过一任

意截面形状的竖直平面物体
,

如图 1 所示
.

兹令 二和 ‘
组 成一笛卡儿坐标系统

,
x 轴沿波浪

推进方向
, : 轴 从静水面起铅直向上

.

假设流体不可压缩且无粘滞性
,

因而水流可认为是无

旋的
.

于是该水流运动可用速度势必 (由速度向量 厅= V功而定义) 来描述
,

在所研究的流域
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图 1 波浪绕竖直平面体运动示意图

内这一速度势将满足拉普拉斯方程
。

假设波高

足够微小而致可应用线性波理论
,

这样
,

速度

势 功将符合物体表面
、

流体自由表面以及远离

物体处的流场的一般线性边界条件
.

物体表面

边界条件由物体自身的运动速度所规定
,

如下

式所示

时 _ T/ 、‘二电二 o L

共岑 = 厂
,

在物体表面 S 上 (2
.

1)
a n

‘’

一
’,

‘ ’ r 、

~ 一

式中
: n
为垂直于物体 表面 S 的 单位法向 鼠 n

在外法线上的长度
,

犷
,

为物体表而在 n 方向上

的速度
.

由于运动是微小的
,

因此可用静止平衡状态的边界条件代替瞬时平衡状态的边界条

件
。

这一物体的运动将为如图 1 所示的三个自由度运动—纵荡
、

垂荡和横摇
,

文中分另!!以

注脚 1 , 2
,

3 表示
.

设每一个运动皆为调和运动并可用下式表示

占, = a , e x P (一 i。才)

式中
:

占。为位移 (k = 1 , 2 )或转角伍= 3 )
, a 。

为运动的复模
, 。 为运动角频率

,

犷
。

本身将由相应的三个运动分量组成
,

可按下式确定

(2
.

2 )

t为时间
.

而

:
。

一
云孕

, 。一

立
一‘。一

。
二 p (一、。 ,)

合一 I 甘 ’ ‘一 二

(2
.

3 )

其中 称l
= 称二

打名= 扮万

称3
= 2 打二一戈爪

} (2
.

4 )

式中
: n 二

和 n :

为法向量 n 的方向余弦
.

对于一个受入射波作用而运动的物体
,

一般情况下其速度势将由入射波势

漫射波势 (注脚为 4 ) 以及由于物体运动而产生的强制波势 (注脚为 l
,

2 , 3 ))

度势可表示为
:

(注脚为0 )
、

所组成
.

总速

, 一「
一

生哗
.

(,
。
+ ,

‘

) +
立
一 ￡。。

。

功
。

1
e x 。(一‘。 , )

“
殆 二 I J

(2
.

5 )

其中必
, (惫= 0

,

1
,

⋯
,

4) 为普通的复数
.

入射波势 功
。

是已知的
,

且可由下式求得

诱
。
二

1

k
一 e

x p 〔k (之 + ‘劣)] (2
.

6 )

式中
:
寿= 。丫g 称为波数

.

将方程式 (2
.

3 )至 (2
.

5) 代入到方程式 (2
.

1 )
,

并将相应于绕射问题的有关各项 快 ~ 0
,

4)

和相应于散射问题的有关各项 (k“ 1
,

2 , 3 )区分开
,

物体表面边界条件便可分解为如下形式
:

刀七

一口诱
。

口路

(k二 1 , 2
,

3)

(寿二 4)
(2

.

7 )丁
、..t

一一
a功

。

a叮

二 小
, 。 。 、 ; 二 * 。 、。 二

, , a功
。

二
r划 工、 气乙

。

O , , 1氏节于乡口1寸牛习一 百二
~一/ 梦

U 肠
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票一
(, · + ‘二)一 p 〔“‘“ + “, 〕

(2
.

8 )

按势论
,

未知速度势 功
。 (掩= l

,

⋯
,

4) 分别可用分布在物体稳定浸水表面 S 上的各个点波

源产生的速度势表示
.

这样
,

物体表面上任一点 x = (二
,

习的速度势 功
, (x) 可表示为

功
· (:卜命{

￡
,
。
(“)G ‘、

,

“, d s ‘“一 ,
,

2
,

3 , ‘,
(2

.

9 )

式中
:

f以幻 为波源强度分布函数
,

七为被积物体表面上的一点 (占
,

约
,

d s 为 物体表面上的

一个微分单元
,

G (x
,

幼 为 位 于 仁点处的单位强度的点波源对于一般点
x 的格林函数

.

要是

所取格林函数本身能满足拉普拉斯方程
,

线性自由表面边 界条件和散射条件
.

那么
,

势功
,
也

将能满足所有这些边界条件方程
,

其次所选取的 f
。

应能确保物体表面边界条件得以满足
,

将边界条件方程式 (2
.

7) 和速度势方程式 (2
.

9) 综合起来
,

便可得到一组以 f ,
为变量的

四元积分方程组如下
:

1
’

f
, , , 、

日G
, , 、 ,

。

f
, (x ) + 金}

。
f
“(仁)锰

一

(x
,

‘)d s 二 b。 (x ) (掩= ‘, 2 , 3 , 4) (2
·

, o)

式中
: 、
为物体表面上可被用作边界条件的任意 一点

;
.

n 从 x 点起算
,

积分范围为全部 互点
.

上列方程组的右边项可从方程式 (2
.

7 )和 (2
.

8) 求出
,

结果如下
:

2 打念

一 2 (n
:

+ in 二)
e x p [k (: + i戈) ]

(2
.

21 )

�I
J‘..L

一一合
‘

台

用数值法解积分方程组 ( 2
.

1 0) 可求得源强度函数 f
* 。

在数值计算中
,

将物体外轮廓线 S

离散为 N 段短直线段单元如图 2 所示
,

并假定在每一个线段单元上 f
。
为恒量

.

将积分方程

组 ( 2
.

1 0) 依次应用在每一个线单元中点上
,

这样
,

该积分方程组便可 由一组线性代数方程组

表示
:

刀

乙 A ‘, f , , = b , ‘

J 一 I

二 l ,

⋯
,

N
( 2

.

12 )
⋯

, 4

派了尺
f.才.吸

式中
:
八

, 和 热
‘

分别为 f * (二 , ) 和 b。 (为)
, 二 ,
为第 j个线段中点处的坐标 x 的值

.

系数 A . , 由

下式确定

, ‘, 一

食I
八: ,

需
(一“, d s

(2
.

1 3)

上式可近似地表示为
:

“‘, 一

等(
一

瓮)
‘,

( 2
.

14 )

当出现奇异情况特别是 ‘= j 时
,

方程 ( 2
.

1 4) 的处理方法将详述于第三节
。

不难解出方程组

(2
.

12 )而得到八
, 值

,
一当所有这些波源强度求得后

,

流体的速度势便可由方程式 (2
.

的的离

散型方程求出
,

即

功
, ‘= 乙 B ‘,

f
, ,

夕一 1

( 2
.

15 )

式中
:

系数 B ‘,
为

B ‘, 一

礁 {
△s

,

G ( x ‘,

; )d s
( 2

.

1 6 )
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上式可近似地表示为
:

, △S
, ~

万‘, = 花荡
一
行‘, (2

.

1 7 )

同上
,

当出现奇异情况时
,

式 (2
.

17 )的处理方

法亦将详述于第三节
.

物体表面上的速度势求得之后
,

便可用来

确定各水动力系数
.

由线性伯努里方程式 P二

一 p a娇/ at
,

可求出作用在物体表面的 水 动 压

力
。

积分之
,

便能求得作用在物体上的各个水

动力或力矩
:

(施加边界条件的线单元‘)

图 2 数值计算图式

F ,

一 I
。 , 一d s

一
‘。;

I
:

, 一d s (, 一 1 , 2 , 3 )
(2 18 )

式中
: F

:

为水平力
,

尸
:

为垂直力
,
F 。
为对坐标原点的力矩

。

这三种力中的每一个力都可按

常规方法分解成对应于 功
。

和 功
‘

的激荡力 F 尹以及对应于强制波势的强制力
.

而各个
“

强制
”

力可依次用附加质量和阻尼系数来表述
,

于是 尸 , 可表示为
:

F , 一

[
F ,

,
+

鑫
(。争 , ·+ ‘。“, ·)二

]二
p ‘一‘。‘, “一 ‘, , , 3 , ‘,

·

‘”,

其中附加质量 拼, , 和阻尼系数 几, 。 均为实数
。

将式 (2
.

5) 和 (2
.

1 9) 代入方程式 (2
.

15) 并将相应

的有关项归并起来
,

便得到 F }e)
, 拼, ,

及 之, 。 的表达式
.

即为

F 尹
l

一二
、

P夕月 R

乙 J
。

“
。
+ “,

·, d s

拼, 。= 一 p R e {I, 。圣

流, 。= 一Po Im (I , , )

(2
.

2 0 )

(2
.

2 2)

(2
.

2 2 )
式中

, , 。一
{功

, 。, Js

J 刀

(2
.

2 3 )

在本文所用的数值计算中
,

方程式 (2
.

2 0) 和 (2
.

23 )可近似地写成为
:

人

F 犷
’

一立
一

p g H “石
(‘

。‘+ “‘
, 一 “S

(2
.

2 4 )

I , , == 乞 功
, ‘。, ‘△S ‘

(2
.

2 5 )

只要上述各水动力系数求出后
,

便很容易直接解出运动方程式从而得到物体的 三 个 运 动分

量
。

三
、

格 林 函 数

19 5 0年约翰(Joh n) 曾提出深水二维运动的格林函数表达式
,

经作者略加修改后得

G _ , 。 R 十 千
“

「
一

牡学
J o L 尽一尸

e x p [ (之 + 互)拼Je o s 拼下

拼

e 一 p

ld ;
J

一 2 二i e 二p 〔(二 + 亡)左〕e o s k l△I (3
。

1 )
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式中
:
* 一 : (二一 : )

2
+ (一 ; )

2

:
! ,2 ,

△

一
:

,

及
子
为柯西积分主值

.

虽然
,

在数值计算中式

(3
.

1) 可用作为计算格林函数的基础
,

但是 19 6 5 年金 (K im )提出了避免作无穷积分的另一种

格林函数表达式
。

这里我们采用后者作为计算格林函数的基础
.

金的格林函数可写成如下
:

G 二 In R + In R
,
+ H (3

.

2 )

以及

H = Z e a r {e o s (a△)C i(
a
}△ !) +

sin (a !△l)5 1(
a
}△l)

一‘n ‘△! +晋
一

s‘n (a }“I)一‘“
c o s (a△)

一普I二
一

“ “
‘· ‘A

’
+ “

“

,““,
(3

.

3 )

以上两式中
:

口�月
」R = [△

2 + 刀

〔△
“
+ 厂

“

= x 一占

= 2 一亡

二之+ 亡

= k d

( 3
.

4)

R△夕r
a

而其中的 a 为物体的特征长度
,

Si 和 Ci 分别为正弦积分和余弦积分
.

将 G 对
n
求导数

,

得

(需
一

)
‘, 一

器
、 十
器

、

「 △
.

△
. _ ”「

. , . ‘ , 、

~
. , : 、 . , 二 、

~
,

⋯
、

= i万再
.

+ 万
‘一 + “a e “ ’

L一
s ‘n 又a l凸 f )七 ‘( a 凸 ) 士 “0 5 ( a △ ) 乙‘又a !A I )

士晋一 (·△) + ‘汀 5 1· (·△卜J二一
~

澎汤
一 d “

」}
二

+
〔带

一

+

声
一

+ ·H + 2 · ,· R ,

〕
二 ‘3

·

5 ,

在对 “
, 和(器)

‘, 进行数值计算时要求对所有的‘和 , 值都进行计算
·

显然
,

当‘一‘时
,

相应的 R 、O
,

这时将出现奇异
,

因而需另行计算
.

此外
,

对于一个伸出自由水面的物体
,

前人的经验表明
:
当出现

“

非规则
”

频率时
,

所得结果将可能是虚假的
。

这 时 若 将 物体中

沿二= O的等位线包括在物体的轮廓之中
,

使得物体实际上是封闭型式时
,

上述现象可能可以

避免
。

然而这时对于
二= O的那些线段单元

,

当 i二j 时可能出现另外一些附加的奇异项
,

因而
. ,_

~ 一 ,
, _ 、 ,

一 一一 、 t、 、 _ , 二 . , .

_ ‘ , ,

一 ~ 一
、

,
. , .

_
_ ,

。 , _ Z a口 、 一
,

_ ~ ~
、 . 、 ~

_ , 、

仍需安无仃甘异
。

r 圆找们猫出 J 合种俞异俏优出扰盯 行‘, 和爪万万
一

1二 阴相迎衣还或
。

教分
、 甘 I 奋 1 . J

成三种特殊情况进行讨论
:

( i ) 当△== 。,

即为同一个二值的两个线段单元时
,

凡正比于 C i }△}和 Inl △}的各项皆为

奇异
,

但均能自动消去
.

( ii ) 当 ￡= j 时
,

因 R o o
,

故 In R 为奇异
,

因而需单独计算
.

( iii ) 当 ‘二j且 r = 0 ,

即为位于自由表面处的线段时
,

因R
‘

, o而出现附加奇异项
。
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在上述三种情况下
,

可将
一 _ l 日G 、

行 “ 相吸一百 :了 1
、 口万 , ‘J

的表达式化简
,

兹归纳如下
:

情况 1 △~ o ,

r 年 0 (即为
二
值相同的两个线段单元)

这时
,

Ci 为奇异
,

但可化为

C i(a }△})、衬+ In (a !△})

式中
: y 为欧拉常数 (, = 0

.

5 7 72 )
.

于是式 (3
.

3) 可化简为

(3
.

6 )

H 一万
L
一 2

⋯〔: + ‘n (·卜
‘二 一

昔J:一
, 。召“。:

(3
.

7 )

而相应的 G 和 口G /如 表达式变成
:

G 二 In R + hi R
/

+ H
,

(3
。

8 )

票
-

一
p ‘ar ”

”·

’

‘

F 召
.

厂
. , , , . _ .

。
, 、

,

十 l
一
乞丁

一

十 二万 ~ 十 0 吸刀
1
十 2 1 n 九

’

) l街
L 八 材

, 一 J
(3

.

9)

情况 五 △= O
,

刀= O,

厂 斗 0 (即 f二 ]’)

这时
,

除可应用情况 1 的简化措施外
,

由于 In R为奇异
,

采用线性中点的数值来代替全
, 卜 , 。 、 。 , ~

, 、

一
。

, ,

。
、 、,

~ ~
。 , , ‘

。
, _ 、 , , , 、 干 、 , 。

‘ 、 、
_

_ ,

日C 二
, , ,

一
、 ,,

_
二 , _ 、

_

线段阴积分但
,

即足况
,

枪用 L上n t。。 / 却 一 lJ 代营 I n 九
·

送盯
,

~

刁石
一

甲阴 l可尖坝 也 特力 俞

、
_

_ _
. , , .

_ ~
、 , ‘ _ , , , 二 , , 、 , _ 、 ,

_ _
,

一 _ a G
.

_
. 、 ,

异
,

亦需另作处理
.

我们令 H = 万
,
(如前)

,

相应的 G 和
一

丫
一

分别为
:

/ J ” “ z J ” /
~

-

一
一

~
“ J 丫 - -

一
了 、

户八 ‘J 切 产

”
曰
一

” “ 一 , ” 口n 刀 月 刁 / 护 ’

G = In (△S / 2 )一 1 + In R
,
+ 11

,

aG 汀
.

,

。
、 .

万元
一

= 乙了十
“汀 e x p 印J 川 n 二 l

(3
.

10 )

.

「 厂
.

, ,

二
~

, 、

,

+ L砂
一 十“ L月

’
+ “‘n 八

‘

) J棍 (3
.

1 1)

情况 m △二 O,

刀= O
,

厂= O (f二 j且在 自由表面处的线性)

这时
,

除象情况 I和情况 I中所出现的奇异外
,

ln 尸 也为奇异
,

作处理
。

H 可进一步化简为
:

汀== 万
: = 2 (夕+ In (a )一f汀)

故需象处理 ln 夕那样

(3
.

12 )

~ 一
,

_ _
* 。 ~ _ aG

, 卜
一

、 , 卜

~
, , 、

_
、 ,

皿县相迎阴行 和一三万
~

四农还式则 1七为 :

U “

G 二 2 1。 (△占/ 2 )一 2 + 万
:

口‘ 2 汀
.

~
一不万

一

=
一飞下日一十 a行

口 n 2 1 口

(3
.

13 )

(3
.

1 4 )

此外
,

因伸出自由表面的物体其临气表面上的压力为零
,

因而
,

当物体轮廓线为封闭型

式时
,

在数值计算中可将临气表面的计算压力视为零
,

从而求出水动力系数
.

四
、

·

计 算 成 果

基于上述方法编制了计算程序 V E R 尸
,

用该程序计算了不同形状截面的物体的水动力系
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数并与沃兹 (1 9 6 8年 )实验成果及理论曲线进行了比较
。

约翰(1 95 0) 和金 (19 65 )提出的格林函

数计算式都曾被编入程序进行计算
,

然而本文仅给出了用金的格林函数计算式的计算 结 果
.

所给出的成果中包括半圆形截面
、

宽深 (吃水) 比为 2 和 8 的矩形截面
.

图 3 所示为半圆截面的无因次附加质量和阻尼系数 R ( )随频率参数斌
一

砂方/而
一

的变

化情况
.

图中实线代表本法计算结果 (截面轮廓线为
“

开 口
”

型)
,

虚线和圆点分别为沃兹
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本文方法计算结果
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沃兹理论和试验结果 (19 68)

图 3 半圆截面的附加质量和阻尼系数
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图 4 矩形截面

本文方法计算结果 (封闭型 )

本文方法计算结果 (开 口型 )

一 沃兹理论和试验结果 ( 19 6 8)

(型宽/ 吃水= 2) 的附加质量和阻尼系数

的理论曲线和实验结果
.

图 4 和图 5 分另lJ表示宽深比为 2 和 8 的矩形截面的计算结果
.

这些图中
,

同时给出了封

闭型截面和开 口型截面两种情况的计算成果
。

从该图中可以看到
,

封闭型截面成果更加接近

于沃兹的实验结果的情况
。
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五
、

结 语

本文阐述了求解竖直平面波动问题中的水动力系数—
附加质量和阻尼系数以及激荡力

的一种数值计算法—格林函数积分方程法
.

作者对不同的格林函数表达式进行了分析研究

后发现金 (K im ) 1 9 6 5年提出的表达式颇为有效并能获得可靠的计算成果
.
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— 本文方法计算结果 (封闭型 )

本文方法计算结果 (开口型)

一一
, 。

沃兹理论和试验结果 (19 6 8)

图 S 矩形截面(型宽/ 吃水= 8) 的附加质量和阻尼系数

本文给出了开 口半圆截面和自由表面处情况不同 (开口
,

或封闭两种) 的矩形物体的计

算成果
,

这些成果与沃兹 (1 96 8 ) 的理论计算和实验结果都非常 一致
。

对不同截面轮廓的物体进行数值计算后发现在计算伸出水面以外的物体时
,

将该物体沿

自由表面封闭起来能够有效地避免非规则频率时计算结果严重偏离
。

。 = 。。 2

/ 夕

。 = 截面特征长度
a 杏 = 物体运动模量

A ‘歹= 系数矩阵
,

见方程式(2
.

13)

B f , 二系数矩阵
.

见方程式 (2
.

16 )

B = 物体型宽
.

尸 = 源强度分布函数

夕 一重力常数

G = 格林函数
: = 材二r
1 = 材石万歹
, = 物体外法线方向单位法向量

P = 水动压力

附录 符号名称

R = I(二一省)
z + (二一 乙)

’

]
1矛:

R
‘

二 [ (x 一 舀)
2 + (z + 亡)

字

]
盆, 2

R (l )一尸(JO)二无因次附加质量和阻尼系数

S = 物体表面

△S = 单元线段长度
t = 时间

气 ‘ , 舍点的坐标

省
,

心二互点的坐标

君* = 物体的运动(位移或转角)

街
, ~ 附加质量

凡
, = 阻尼系数

= 波浪角频率

二速度势

a
‘O

,
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