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摘 要

本文以整式得到了组成整温器的两金属条的接触面内的热应力
,

包括剪应力和正应力
.

应力集中分

布在金属条的端部
,

其分布的长度约为金属条的厚度
.

一
、

引 言

双金属条整温器
,

系由膨胀系数不同的两狭长的金属条焊合而成 (图 I)
.

当温度均匀地升

高时
,

在两金属条内将产生热应力
,

并将发生弯曲
.

T im o sh e n k o
教授用普通材料力学的方法

,

就可计算双金 属 条离 两端较远的横截面内的

热应力
。

但要分析两金属条的接触面内的热应力
,

包括正应力与剪应力
,

问题就不很容易了
.

因接触面内的应力集中分布在金属条的端部
,

其长度约为金属条的厚度
.

因而接触应力的最

大值
,

可以 与金属条内的最大应力同一量级
.

在选择两金属条的弹性性质时
,

以上这结论是

有实际意义 的
。

二
、

双金属条整温器的热应力

以 a 与a ,

各为两金属条A
,

B (图 l) 的膨胀系数
,

并设自> a
。

E 与E
,

各为两金属条的弹性系数
.

h与h
;

各为两金属条的厚度
.

万万 月月

口口 ] 百 ‘ BBB

当温度均匀地自t。增至 t时
,

由于两金属条的膨胀系数不同
,

在这双金属条内将产生热应

力
,

并发生弯曲
.

因在膨胀时两者互相牵制
,

在接触面内将产生热应力
。

一般地
,

这接触应

力将包括剪应力和正应力 (图 2 )
.

以正弦级数及余弦级数各表示剪应力
二。与正应力口。,

即
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式中的 a 。

与b
,

均为未定系数
.

由于正应力将组成一力偶
,

故b
。
= O

(A ) 两金属条的内力分析

以相邻为d 劣的两横截面
,

自A这金属条截出一微段d以图 3 )
.

以S ,

口
,

M分别为作用在

横截面内的轴力
,

剪力与弯矩
.

由这微段的平衡
,

得
:
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由B这部分亦截出一微段d 二 (图 4 )
,

并由其平衡得
:
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由于A与B这两金属条弯曲后的曲率相等
,

得 :
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将方程 ( 2
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, 则两金属条的接触面内无正应力
,

而只有剪应力
.
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。

(C ) A 与B这两金属条的应力分析

既已有了轴力S 与弯矩M
,

就可计算应力
.

对于A这部分
,

由方程 (2
.

3 )得到正应力丙为
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代入平衡方程
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(O ) 以最小应变能原理求解

月与B 这两金属条的应变能各为U
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以 f (劝表示对于A这金属条在分布剪应力
T 。与正应力。。

作用下 (图2 )
,

离原点为义的C点的水

平位移
。

并由于温度上升 (t一 t0 )
,

C点的总水平位移为
:

f (劣) + a (t一 to )戈 (2
.

16 )

同样的
,

对于膨胀系数为a :

的金属条B
,

C点的水平位移为
:
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.
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,
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: 。 与a 。
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.
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,

故 f
,
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一

号
.
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,

故
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;
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将上式展成正弦级数
,
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,

即
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二刀 汀下

飞
“’n , ,

万一
洋 c 0 5 一

万一劣 “o s n

却
“, n 汀尹

二刀
.

兀夕
, 。

_ .

、
一 c OS n 一了一x “‘n 了一 x “’n n 汀户 “os 汀犷了 (2

.

3 2、

当二肋较大值时
, 。。Sh 二刀一

、in h 二刀; 并且在金属条的端部 二、 ,
, 、in h

单
二 = c os h

单
二

.

“
算式归

.

32 )可简化为
:

(2,

汀

C 汀
T n 二二二

卜
: 二 一

’

4刀丫

. ,
二刀

s lT I月
l x

5 in h 二刀

5‘
一

下

(
一

‘一
宁)

剪应力
: 。

所组成的剪力

X种一l
尸一“

!{
·。d 戈 -

由方程 (2
.

32) 得到
:

(
、

汀

4刀斗
,

(s in li
Z

刀二 + 、in Z二丫)
劣 C O S e o s工, 二夕

s in
rJL

,‘0r

l

,
二刀

一
c U S ll 一

l一
汀夕

一
X “ , n

一

了
一 、 : in h 二刀e o s

二 ,

}
d x

C bl

二 4泞p
’

1

5 in h
Z

刀二 + s in Z下二 {
s‘n h 二刀一 sh 兀”一

s‘n h 二”
Co s “,

+ (s in 丫兀 e o s 丫兀一 e o sli 刀二 s in 下汀 )} (2
。

3 4 )

月尸夕
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当刀二是个较大的数时
,

上式可简化为
:

。
Cb l

厂二二
丫

二二一一

4岁P
(2

.

3 5 )

由方程 (2
.

5) 及 (2
.

3 2)
,

得两金属条的接触面内的正应力a 。 .

一般的情况下
,

刀二 为一较大的

数
,

于是
s in h 二刀= c os h 二刀

.

所得的两金属条的接触面内的正应力a 。

为
:

,

l d : 。
kC二 f

, 。
. _ . ‘

二 、 ,
二刀 汀护

口。二二 R
一一万, 户 = 一万瓦

二一, 二一不一- 万犷 呀 Lp S ln 兀 丫一 犷C O S 兀丫 ] CO S n 一「一 ~
X CO S一下产一劣

兀 a x 4 P y s ln ll 汀P 吸
’

“
, 。

. .

⋯
、 . ,

兀刀
.

兀尹 飞

一 叹p “0 5 兀 y 十 ” “‘n 汀 y ) “, n ‘卜
~

万
- x s , 11

下厂
.

材
(2

.

3 6 )

* _ 、 ,

, 、 , 。
, 。 二二

_ : _ 二

胡 一
_ _ _ L 二刀

. ,
; 。 _ 、

门工汤一
, 口U 刹而百P尸l幼J生 s 仁口 J 态l u u 一万一

悦

汤一
U u 各“ 一了- 一汤 , 1寸 L, 。/ 习 :

奋 奋

kC兀

几= 可万

二刀
S l n n ~

一r 一 X
召 万 门

. ‘ .

1
‘

劣 、
_

⋯
, X 、l

sin h 二刀 飞p “, n 万了气
‘一了产一 尹c o s 兀尸气

’ 一了)I (2
.

3 7 )

现计算正应力a0 所组成的力偶M
.

由算式 (2
.

5)
,

得到

M一五
“u0 · “

一
bk
母

一

{卜会
J·

一
b

令{l二
。

!
:
一

I:
T 。

六}
-

,

kl
O

—
C l

4如
(2

.

3 8 )

M 式中的积分式的负号
,

表示当a 。

为张应力时所得的弯矩为负
.

三
、

两 个 数 例

(l) 设整温器的两金属 条 的 11 = h
; ,

并且 G 二‘
, ,

E 二 E
l , “~ 召: .

膨胀系数各为a 与

a , ,

而a :

> a
.

温度由t0 增至 t
。

计算两金属条的接触面内的热应力
.

由 (2
.

7) 式
,

k二 O
。

故在接触面内只有剪应力
: 。。

自方程 (2
.

2 4)
,

得到
:

1
2 2 8

.

1
令 4 2 0 a ,

1
4 1 0 5 e o s n 汀

a . n .
月

. 丁万
‘

—
石一a .

月
. 了盔, 一

‘

~ 1
- 、 ’

一矿 - 一 万丁
.

一
~

万一
“

—
n 一

汀
一 n

一

兀
’

n 一 n ~
汀

“ n

「 人 。
, 、 , , , 、 .

8 钊
a 二

1
.

1一万一一 乙 又仅1
一“) 气吞一

‘。少寸
‘

一石2 曰
-

一C O S 几汀 !
L ‘汀 兀

.

二几 n J

或简写为
:

器〔
n ‘+ 2”n “+ ’2

〕= 一
~

全型竺
-

C

式中的

4 2 0

汀4

严一肥
�一夕

丝砂产一价
一一刀

O乙

。 1
4 上0 5 fE h

, 、 , , , 、 .

8 户
a 。 1

七一丽
’

二「
一

L万 丁仁“ ’
一“ , L‘一 ‘。’十矛念万

c os ”

叼

设金属条的兽
一 , 。

,

于是
“
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/ 10
‘

二
_ _ _ _ _

i

p ~ V 7
一 入 ““” = 2 07

·

6卜 叮=
一

艺
X 10 0 X 哭= ‘4 ‘

·

”5

刀一丫士
一

(2 。了
.

6 。+ 14 ,
.

8 5 )二 , 3
.

: 1 9

乙

, 一
了

一

喜(2。了
.

6 5 一 1 4 ,
.

8 5 )

, 石
= 5

.

7 3 5 8

由方程 (2
.

3 1)
,

得
:

艺
1

n 4
+ 2 x 14 1

.

8 5”2
+ 2 0 7

.

6 5 4 又 2 0 7

汀

6 5 X 13 2 1 9

一、、命丽
一 “

·

。。。2 7 4 5 3

将(2
.

26 )式的第三式的C代入 (2
.

29 )式
,

并用仁
.

27 )式
,

得到
:

一 0
.

0 0 0 2 7 4 5 3

I
_ 、

8 ~ l

(al 一a) 丁而 “一 t0) 十矛。 万

一

一
1一。

一
2一3砂一701

1 0 4

S = 一 0
.

0 3 7 6 7 8 E (a
:
一 a ) (t一 t。)

由方程 (2
.

2 9 )得
:

一C x 0
.

0 0 0 2 7 4 5 3 二 一 0
.

0 3 7 6 78 E (a
;
一 a )(t一 t。)

C = 1 3 7
.

2 5 E (a , 一 a )(t一 t。)

由方程 (2
.

3 2 )
,

并由于
sin h 二刀= 。o sh二刀

,

得剪应力
: 。

为
:

13 7
丁。= —

一一

2 5 x 3
.

1 4 1 6 E (a
l
一 a ) (t一 t。)

4 X 1 3
.

2 1 9 X 5
.

7 3 5 8

‘
. 1

1 3
。

2 1 9汀

}
“’n n 一

~

刃一一一‘

f si 丽 1东丽丽
一 c os

5
.

7 3 5 8 兀

邓in s
。

7 3 5 8 汀

,

1 3
。

2 19汀
c o s n

—丁
一

一 x

一而矶感汤丁g厂
5 In

在表1中列出了热应力
: 。值

.

表 1

5
。

7 3 5 8兀

l
劣 e o s s

。

7 35 8汀{

0
.

8 5 1(8
.

6 h)
0 0 4

1
。

.

0 5

0
.

0 0 12

E (a : 一 a
)(t一 t0 )

1
.

9 2 k灯
e m Z

。
.

,。4

⋯
。

·

1

矿
一

⋯
一

“
4

0
。

2 2

3 50

000
.

9 999 lll

(((((10 j. )))

000
.

1 7 111 000

00000

�一�一
348�

一�
一糊

、

一
、

一
、

表内的第三行几为当E = 2 x 10
”
k g /c m

Z ,

( a
:
一a) = 4 又 1。一气 (t 一 t0) = 20 0 ℃ 时所得的热应力

T 。 .

从以上的计算可以看出
,

分布在两金属条的接触面 内的剪应力
,

系集中在 端部长度点
一 。

尽 、

~ 一~
犷 ’

一
一

J

~ 曰 ~
’ / J ” J

一
’ 一 J

~
‘,
刊 门、 卜 切

~
’

一 ~
’ J ” 廿 7 J

一 ~
’ ‘J 、

一
’

~ 门, u 卜r
一 ~ 10

-

内
,

即集中分布的长度约为金属条厚度h
. r 。的分布表示在图5中

.

T im o sh e n k o
教授在

“
A n a ly s is o f B卜M e t a l T h e r m o s t a t s ,,

一文中
,

用普通材料力学的

方法
,

计算了金属条的离两端较远的横截面内的最大正应力
,

所得的最大值为
:

a m

一立
一

E ‘a
l

一。“一 ‘。)
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了o

E (a l ee ‘ ) (t es t o )
二J�U工毖二忍

,上‘U00

0
.

91 0
‘

9 5 1

图 5 双金属条整温器的剪应力
: 。

h = h:
.

E 二 E
, .

G = G , ,

l~ 10 h

l

|
eeee
巨.85l10050

现按照本文
,

先计算接触面内的应力
,

然后进而 计 算这 应力值
,

以检验以上的分析是否正

确
。

按照方程 (2
.

35 )
,

剪应力
: 。的合力尸为

:

C bl
I’

: 二二 ~

二多于- 一

4户P

对于离端点较远的横截面内的弯矩为
:

分O一P
J

九一8

一一尸
h一2

金属条的离两端较远的横截面内的最大正应力为
:

尸
,

6M
a m “ , = 赢十 忑丙‘

C l

4刀Ph

6 C I
十

一石万万砰

石P l, “

C l

4刀P h
( J+ 3 ) =

C l

刀Ph

将以上所得的 C = 13 7
.

2 5 E (a
;
一 a ) (t一 t 。)

,

刀二 1 3
.

2 1 9
,

, 一 2 0 7
.

6 5
,

蕊
一 1。代入上式得

:

仃m a x 二二

1 3 7
.

2 5 E (a
,
一 a ) (t一 t 。) x 1 0

13
。

2 1 9 X 2 0 7
。

6 5
= 0

.

5 0 0 0 1 (a
,
一 a ) ( t一 亡。) E

这数值与T i m os he
n k 。教授的相同

。

这表明
:
以上所作的接触热应力的分析是正确的

.

( 2) 作为不仅有剪应力 r0 且有正应力a 。

的例
,

设h二h
, ,

l~ l叭
.

百一 2 x 10 6
k g /c m

“,

脚= 0
.

3
,

G ~ 8 x lo 6
kg /

e m Z .

E ;
~ z

.

o s x z os
k g /

e m
“, 拼1

= 0
.

3 ,

G
:
= 4 x 10

5
k g /

e ,
么, a : 一 a

= 4 x ] 0 一 , t一考
。
= 2 0 0 aC

。

由方程 ( 2
.

7 )
,

‘

八一
甘.‘

汀
-

6
一一

1

一
2一嘴

吸.二一
‘卫1

一动一21留

拼1 _

、
E ,

E ;

l 一
一二

了二 E
.

、
吸 l 十

,

一箱补 ,
、 乙 /

一一
kl一碱一一

脚

一动
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由方程 (2
.

2 6 )
,

P
Z
=

Z r
_ .

3 ,
_

l 、
. _

r
.

3 了 l
_

、书
只一下只石二 咬l十下 砚l十二 , 十 艺1 1 十 下

~

吸
一

万一 l , l佘
井

。

6 0 廿 0 L O \ 0 / L O \ 0 I J 夕
‘

_ _ _ ,

一
一

~
尸二 下万二 二石花二

一
一

—
犷

.

一二 花一一一二二

—
一

一下万
一一万下了二二

~

一
= 艺匕匕4 f

/ l \
咯 日

。

匕匕吕6 f L
,

1 1 1 1 1 石、
.

「 1
.

1 / I J I J 、 ! 】
砚二下 , 一 石石 一

弓二丁十 下
味

住几万
.

十下 刀十 艺 l兀了
,

十 下 . 言
~

一 认
一

, l之
\ I U / ‘ V L J O \ J O / L O O \ 0 O I J 夕

P= 1 6 3
.

8 5

(
2 l

万 +
一石

0
。

3 / 2
.

7 \
.

2 1
.

3

了
一

叹万 十 百
一

夕十
Z X 了 X

,

污
+ 粤

x 0
.

3

O

/ 2
.

5 、

. 一
一

矛十 下
.

号
\ J O 产

、毛之」斗.!‘.J
、

、.,Z
2 刀

2 9
。

8 6 9 6 f 1
.

3 5
.

「 1
.

1 了1 3 1 1

一 70 一 林
一

十而十“ 【活十
一

石
一

气
一

厅一了

二 2 4 8
。

9

一人叮

、、,产]1

刀= 12 4
.

4 5

刀一
了

.

85 + 124
.

4的 二斌再或瓦 = { 2
.

00 7

冲
: 一 、

广巴(, 6 3
.

8 5 一 , 2 4
.

4

幻
, 艺

= 斌 19
.

7 0 二 4
.

4 38 5

由方程 (2
.

3 2 )
,

得
:

层、、、、赫
一

、
一

、
3

。

14 16

里X 16 3
.

8 5 X 12
.

0 0 7

2 、 、

赢
一。

.

。。。3。。6

由方程 (2
.

2 6) 的第三式
,

得
:

、卜」飞..J
、
、.刀/5一6

C =

百 (a
,
一。)(, 一 ,

0

)。
.

。3 18 3 + 。
.

4 。5 2 8
丁
】+ 冬(, +

一

少、+
2「1 +

一

咨(-

L ‘ \ 0 I L 乙 \

(击)
‘ 9

嘿
9

叹乡
十

器
+ 2

以
+

言
一

(替
一

誓)]}
= {E (a

,
一 a ) (t一 t。)0

.

0 3 1 8 3 + 一 1 一4 5 5 卜1 0
4 丫 4

.

8 1 7 6

将C代入方程 (2
.

2 9)
,

并用这级数的和
,

得到
:

一 0
.

0 0 0 3 8 0 6 x 4
.

8 1 7 6 x J0 4

考E (a
,
一 a ) (t一 t。) 0

.

0 3 18 3 + 1
.

1 14 5 5 } = S

S = 一 0
.

0 2 7 2 3E (a
;
一 a )(t一 t。)

因而

C = E (a
,
一 a ) (才一 t。) 一0

4 x 4
.

5 1 76 [ 0
.

0 3 x8 3 一 一 x 1 4 5 x 0
.

0 27 2 3 〕

= 7 1
.

4 05 E (a
:
一 a ) (t一 t。)

于是由方程 (2
.

32 )得剪应力
: 。

为
:

7 1
。

4 0 5 X 3
.

14 1 6
r n 二二二 一 二 了一了丁一二二

一

‘ 一—
下

_
二‘

4 X I艺
。

UU ( X 4
。

4 3 吕匕

{
E (“

‘
一“ , (‘一‘

。

,

{

n ,,

终叩
7了

_

二

12

4
0 0 7汀一 c o s 一

。

4 3 8 5汀

l
x sin 4

.

4 3 8 5 兀

l
广..吸」

e o sh
12

。

0 0 7

l
sin h l2

.

OO7汀 s ln

4 3 8 5 汀

l
沉e o 5 4

.

4 3 8 5汀

在
% 、 l的端部

,

得
:

s in h
: 。= 1

.

0 5 2 3E (a
卫
一 a )(t一 t。)-

12
。

0 0 7 万

l
一

x

s in h 12
.

0 0 7 汀

一

s‘n ‘
·

‘3‘5二

(
, 一
百)
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由方程 (2
.

3 7 )
,

得 x o l的端部的正应力 a 。

为
:

范

一
, 一

1 2
.

0 0 7兀
_ _

_ 5 1U ll -

—
其

汀 7 1
。

4 0 5 兀 。
, 、 , , , 、

l

于又1万
.

万又
-

I百j 石李又万再丽豆乙 晚一口八‘一 ‘“) 一峨五hl 云石O份元
-

f
_ _ .

_ 了 戈 、
_

_
_ _

_ _ _ 了
.

X \1·

1
‘“

·

0 0 7 5‘n 4
·

4””5钱‘一寸)一 4
·

4“”5 c o s 4
·

4 3”5 “气‘一了方

在表 2 内列出了
r 。

与a 。

的分布

表 2

0
.

8 1

(sh )
0

.

8 5 1 0
。

9 2 】 0
.

9 4 1 0
.

9 5 0
.

9 6 0
.

9
‘

l 0
.

98 0
.

9 9 l= 10 h

一 0
.

00 02
!灯(a : 一 a )(t一 t。少

0
.

OU3 2 0
。

0 4 6 0
.

0 8 0
.

1 2 5 0
.

13 8 0
.

1 2 8

0
.

32 k g / e m Z
5

.

1 2 73
。

6 13 0
.

4
⋯缨
⋯

,

竺兰二兰
2 2 0

.

8

J叹,口山压.八目
·

.�

通‘
八甘比U

0
.

0 00 2 4
E ( a , 一 a ) ( t 一 r。 ) 0

.

0 0 2 4 } 0
.

0 1 4 0
.

0 2 3 7 0
.

0 3 6 0
.

03 15 0 0 1 4 2

2 0 5

一 0
.

0 2 4

0
。

10 0

16 0

一 0
.

1 0 4

一 1 6 6
.

4

一0
.

2 4 4

一

一.4一22一一一.8
0

.

3 8k g /c 血
2

57
。

6

-
-

-

一 !—
一

5 0
.

4 }2 2
.

了
一 3 8 4 一 3 90

.

4

卜卜卜卜卜口|

从以上的计算可知
,

在接触面内的正应力

与剪应力
,

均集中分布在端部
,

其长度约

为金属条的厚 度 h
.

在第三与第五行中的

数值
,

各为将 E ( a
:
一a)

·

( t一 t0) 的值代入

时所得的
: 。与a 。 .

在图 6中绘出
T 。与a 。

曲线
.

金属条的横截面内的正应力由两部分

组成
.

一是轴力 尸 所产生的 均布 应 力
.

由 ( 2
.

3 5) 式
,

对于金属条 A
,

得到
:

尸 C I

al ” 一
丽

一

=
,

碌石不

另一部分为由弯矩所产生的弯 曲应力
.

弯

矩M 由两部分组成
。

一是由剪应力
T 。,

即

M
,

一五
一

尸 =

2

h C lb

2 4如
a 。

所组成的力偶
,

M
2

由 ( 2
.

3 8 )式得
:

kl C lb

二 4如

最大的弯曲应力为
:

、创6 多
_

产4刀p bh Z

图6 剪应力r0 与正应力。。曲线

h = h , ,

l= 10h
,

百 = 2
.

l x 106 k g / e m Z ,

G = 8 x 10 5k g /
e m , ,

拼= 0
.

3
,

E , 二 l
.

0 5 x 10 “k g / c 。 ’
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在离端部较远的横截面内
,

金属条A 的最大正应力为
:
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扣
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对于这问题
kl l

.
~

菇万 = 毛 于是得到
:
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.
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。
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.
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附 录

叮

两个级数的和

( l ) 用以下这无穷乘积

e 韶 z

一 e . 盆君

勺

等式两边取对数并计算导数
,

得
:

艺、

一 ““ ‘+ ·
”
(
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一

丁)(

一

会
co ,“二之 一

专
当刀< P时

,

由( 2 )式可计算以下这级数之和
.

n 一+ Zn , 叮+ p , 一 2 ‘以面一 。, n , + (。一 i材户万丽y
示

而认莎
二
可 ]习叼艺问

2 ‘斌万玉二币
些里互四业卫夕至三全

_

刀一 ‘斌价二万面
耳引

二e o th二斌刀+ ‘澎乡‘ 沪
一

万石不万贡彗霜一
一
+
一

丫
丰一= 不

刀一 名
V P

Z

一 叮3J

由于

材和日刀万二不= 斌否万干万)士
,
甲否万二司

代入上式
,

经简化以后使等式两边的实部相等
,

得
:

习再韶丽万
- 二 v s in hZ兀刀+ 刀s ; n Z兀下 l

它万刀犷
’

一丽五h辛万千妥石印元 一
’

厄夕

式中的

刀= 以令 (p + 刀)
,

( 2 ) 由回路积分
,

得
:
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二
一
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下= 澎哥万二万)

= (一 l) 了
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s in h
es

些兰公

l
5 in h兀 z

( l )

( 2 )

( 3 )

( 4 )

对于 勺 < P 这情形
,

由(4)式以下这级数可写作

.
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“

之
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)
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一 2 ‘
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竿
(”一

, ‘, s‘n h

竿
〔”+ , 下’

s in h“(刀一‘夕)
5 in h二 (刀+ : 夕)

将上式展开
,

并使等式两边的实部相等
,

得
:
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儿兀X
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n ‘+ 2 n 2刀+ P2 2材户
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盯石11豆元刀十 、
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