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摘 要

本文由力学的普遍原理—虚功原理推导出了三维情况下 J积分守恒的一般形式 ; 十分明显地给出

了J积分守恒成立的几个必要条件

假设均匀介质的物体处于平衡状态
,

其内任意处体积元的虚位移在 i方向上 的 分 量 为

如
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由于物体处于平衡状态
,

由虚功原理可知虚位移产生的虚功的总和为零
。

考虑物体内任一部分体积 犷 (其体积元用d犷表示
,

边界用 。厂 表示)
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作用下做的虚功总和为零
,

即有
‘’

ff f/ 口口‘
,

. ,

、
。 , , ,

ff
,

。
、 。 , 。 ‘ ,

。 ~ 击
、 , , 、

川气而汁
J ‘

)
o u ‘ “ 厂 一}J

气a ‘, n , 一 , ‘, o u ‘a 。 = U 、、、 , L ; 」,

V 口犷

(l)

其中a , ,
为应力

,

f
,

为体积力在i方向上的分量
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为外加面力在 ‘方向上的分量
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为曲面法

线在j方向上的方向余弦
.
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由于面
,

为虚位移
,

于是d符号同微分符号可以对易
,
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1) 本文应用了爱因斯坦惯例
,

即在任何一项中
,

只要某个指标重复两次
,

自动表示求和
.
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如同质点力学中保守力一样
,

我们可以把丙
, 看作有势力

,
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,

称刃为应变能密度
,
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由于应变能密度刃是应变‘
, 的函数

,

而应变价
, 又是坐标的函数

,
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注意到j符号与偏微商符号可以对换
,
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利用高斯定理
,

可以把 (曰)式的体积分化为面积分
,

只要在犷内没有奇点
,
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我们得到J积分在三维情况下的一般形式为
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对应秃= l , 2 , 3
,

此守恒定律表示三个方程
.

以上方程就是在近代的断裂力学文献中常用到的

形式
。

以上的推导已经明确地给出了J积分守恒的几个必要条件
:

( l) 所考察的系统必须处于力学平衡状态
,

如果存在各种运动
,

只能是 准 静 态 进行

的
.

( 2 ) 应变位移关系式 ( 2 )表明要满足小应变条件
.

( 3 ) 忽略体力
.

( 4 ) 应力
一

应变满足一定的协调方程
,

这个条件可以从 (7 ) 式看得很清楚
,

不难证明

使a : ,能
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即存在应变能密度万的充分必要条件也就是柯西
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所以在实际测量 J 积分时
,

不允许有卸载
,

避免与历史有关的应力应变关系式
,

实际上就是

要保证 (2 0) 式的关系不受到破坏
,

但 (2 0) 式的要求并不很强
,

并不表明我们所考察的系统必

须是弹性体
.
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