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摘 要

本文对即将形成的一门新的学科一一离散型固体力学的基本假设
,

微 分形式的方程
,

及其间断型

变分原理进行了论述
.

离散型固体力学是离散介质力学的一个分支
,

是近期以来力学的一个发展方向
.

它是基于固体体系具有离散性
、

可分性
,

待解函数在定义域内具有各种不同的间断性
,

以 及 定义域的

边界可动性的基础上
,

为解决种种情况下的固体的应力
、

位移
、

应变所形成的力学系统
.

当 待 解函数
在整个定义域内为充分光滑的函数类和略去边界可动性的影响时

,

则离散型固体力学就 退 化为连续介

质力学范畴的古典固体力学
.

它所属的变分原理
,

在相应的情况下
.

也就退化为古典与 非 古典变分原

理
.

一
、

引 言

固体的内部物质结构
,

从微观分析
,

具有不连续的离散性质
, 就宏观 而 言

,

也 具 有裂

纹
、

介质物理性质间断等离散性质
; 至于用电子计算机来解决固体体系的工程结构问题的数

值计算时
,

当前也首先是对基于连续性假设的工程结构进行离散分析
,

也就 是 建 立 离散模

型
,

用离散方法归结为离散方程
.

(代数方程组 )
,

然后用计算机选择适宜的 解 算方法进行数

值分析
.

可见
,

随着不断的研究固体微观结构的力学特性的宏观描述和计算 技 术 的 迅速发

展
,

一门新的固体力学的分支— 离散型固体力学正在形成与发展
.

属于离散介质力学范畴

的离散型固体力学作为力学的一个新近的发展方向
,

在 〔川 中进行了论述
。

1
.

基本假设

传统的固体力学 (连续介质力学的分支)
,

我们称之为古典固 体 力学
,

是基于固体具有

连续性假设基础上形成的
.

基于这一假设自然引伸出待解函数 (应力函数
,

位移函数
,

应变

函数) 在整个定义域内为解析函数类的假设
.

离散型固体力学的基本假设之一是固体体系具有离散性
.

即固体内部具有有限个介质间

断的几何空间
.

例如固体体系可分割为有限个元素S
。

的集合
,

在元素 S
。

的内部介质是连续

的
,

在元素 S
。

的边界 I’
。

上
,

介质是间断的
.

但在边界 厂
。

上于有限个节点上
,

介质是连续

的
,

于是使全部元素连结为统一的宏观整体
.

基本假设之二是固体体系具有可分性
.

即每个元素 S
。

可以任意再分为更小的元素
。

基本假设之三是待解函数具有各种不同的间断性
.

即待解函数在元素S
。

内部具有充分的

并

钱伟长推荐
.
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光滑性
,

而在元素的边 界 厂
。 _

上
,

具有各种不 同的间断性
.

本文是基于待解函数为分片连续

的函数类C
一 ‘

的情况来进行讨论的
.

至于待解函数为其他函数类
,

在「2 」中已作了论述
.

2
.

几何剖分

我们讨论一个固体体系
,

它具有有限宏观尺寸的几何形 状
,

记 为 幻
,

其 边 界 为 口口 -

a口
;

U口口
: .

a口 ;
为整体力的边界

, 口习
:

为整体几何边界
.

并记胭二口 U a口
.

用 有 限 个 点
、

线
、

而把固体体系分割为有限个子区S
。 ,

称S
。

为元素
.

元素的边界厂
。

为分片光滑的
.

于是

建立了一种几何剖分 S 、 ,

有限个元素 S
。

的集合构成整个固体体系
,

记为

(1
.

1)S

盯曰�曰

一一
一甜

3
.

待解函数类

离散型固体力学的待解函数类是属于具有各种不同间断性的函数类
.

即待解函数在元素

S
。

的内部具有充分光滑性
,

但在元素的边界 厂
。

上具有各种不同的间断性
.

就整体而言
,

待

解函数类或为分片连续的C
一 ’

函数类
;
或为连续的 C 。函数类

; 或为函数本身及其一阶导数连

续的 C
,

函数类
; 或为具有更高光滑性的 C

”

函数类
.

本 文就分片连续的函数类进行讨论
.

显然
,

几何剖分与分片构造待解函数是采用〔3 」中提出的在有限元法中通用的概念
,

但

这儿开拓到分片连续的函数类
.

4
.

边界可动性

由于变形的原因
,

元素 S
。

的边界厂
。

是可动的
。

同时
.

由于待解函数在元素边界上具 有

各种不同的间断性
,

考虑边界可动性的影响是必要的
.

为了分析可动边界的变分问题
,

取如下的坐标变换

首
‘
二 x ‘

+ a 占戈
,

( r
。

2 )

其中 戈‘,

首。为 固体元素各点变形前后的坐标
,

J二
‘

为坐标的改变量
, a 为微小参量

.

变换是 一

一对应的与连续可微的
,

并设雅各比行列式 J
‘
斗 0

.

在上述变换下
,

待解函数可写为

“‘(占, ) = u ‘(“
‘

) + a 占u
‘

、
u 。, , (睿。) = u , , , (二

‘

) + a ju ‘, ,
卜 ( 1

.

3 )

。‘, (占
。

) = 。‘j ( , ‘) + a 占a , ,

其中

d u ,
= J u ,

+ 污, ; ‘= Ju ‘+ : , , 。
占义,

占u
‘. , 二石: ‘, , + 占

。 ‘, , = 万。, , , + , , ‘, , , 。占x 。 ( 1
,

4 )

占a ‘, == J a 。, + 占a
‘, 二占。

‘, + 。 ‘, J *
占二

。 ’

这儿我们采用〔4 」中定义 j 变分符号的含义
,

称为全变分符号
.

J 表 示相对于 坐 标
、‘

固定

时
,

待解函数的变分符 号
.

J表示相对于坐标 二‘改变时
,

待解函数的变分符号
.

当不考虑边

界可动性时
,

或为固定边界时
,

有 d = J
。

5
.

变分原理

目前
.

从整体角度来描述固体体 系的变分原理
,

基本上可分为兰夫类型
.

第一类
:
基于固体的连续性假设基础

_

L的古典固体力学的古典变分原理
。
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第二类
:

基于对固体体系的几何剖分与分片构造待解函数的基础上
,

待解函数在元素交

界处具有各种类型的间断性
,

但要求的解还应满足固体的连续性的基本假设
,

即解为坐标的

连续函数
.

为此
,

对变分原理进行了修正
,

以使待解函数满足连续性假设
,

这类变分原理我

们称之为非古典变分原理
’4 一 “’.

这一类变分原理是随着有限元法的兴起
,

而产生与发展起来

的
,

是当前引起广泛兴趣的一个课题
.

第三类
:

这类是属于离散型固体力学的变分原理
.

由于待解 函 数 具 有各种不同的间断

性
,

这类变分原理可分为离散型与间断型变分原理二种
.

关于离散型变分原理是基于待解函

数或为 C
。

函数类
,

或为 Cl 函数类
,

或为C
”

函数类的基础上形成的
,

这一类离散型变分原理

在〔2 〕中已作 了论述
.

关于间断型变分原理是基于待解函数为分片连续的 C
一 ’

函数类基础上

形成的
,

正是本文论述的内容
.

二
、

离散型固体力学的间断型变分原理

基于上述的基本假设
,

考虑元素边界的可动性
,

在驻值条件下
,

我们来讨论离散型固体

力学的间断性变分问题
,

并导出与之等价的离散型固体力学的尤拉方程的形式
.

基于势能函数的情况

基于上述的前提下
,

由有限个元素 S
。

构 成的固体体系的总势能
,

为

{{}}
H

。

‘“‘(a ,
,

一‘“
‘, a ,

,

一‘“
‘, a , ’“厂‘“‘’

户
‘。““‘

, a , d : ‘“
。

,
} (2

.

1 )
日, (a )

。

”厕

利用坐标变换 (1
.

2 )
,

把能量泛函 (2
.

1) 用固定积分域表示
,

为

{{!{
H

。

““a ,
,

一 ‘“
‘, a ,

,

一
,
‘“

‘, a ”’‘
!

‘“犷

尸
‘“““

‘, a , ,“ ‘d
·

} (2
.

2 )

5�日jJ

I
一 。

自a日1

其中

“
。
一

奋
一 , 一 。招,

一
F

!“‘

d汀
。
= a ‘, d : ‘, 一 F

‘
d “

,

D (省
、 ,

占
, ,

占
:

)
J一 淤

飞工些丝戮
.

。 , 一 D (戈
、 , % 2 , x 。

)
’

( f
,

少
,

庵~ l ,

2 ,

( 2
.

3 )

, ,

占
k

%J ,
义。 )

( 2
.

4 )
‘弓�义了丈

厂

泛函实现极值的必要条件为一阶变分为零
,

故 (2
.

2) 的一阶变 分 为零的形式
,

为

dH (a) -
a打 ( a ) }

一而一 !
。 _ 。 甲丁fff

介分tJJJ
[ ‘11

。)
, ‘(、x ,

+ 、/ /
。) , “‘ d u :

+ (11
。

)

万
。

, 。 . ,

幻“
‘, ,

+ ( / I
。

) ( d x ‘)
, ‘Jd 厂
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一 二
.

几
二 〔‘”

,一,
, , 一占一 + (尸

:
一)

, 一“一

+ ‘户
·。‘, ‘“二 , ,

, , 一 : dr }
一

鑫{娜一
“

‘

,‘一“犷 +

具
一‘, ““

。

dr

+

JJ
〔“

。

一
‘a ‘, ‘, , 」“·dr

r
。

(口
‘, l, 一 P

‘

)d u ‘

dr

〔尸一 、口
‘, , , 一户

‘)一
, ·
“n」d·

}

口习

“”闹竹月加++肚

二艺{仃{
S

。

一 (a . , , , + F ‘
)石

u ‘d 犷

十

JJ
厂

。

厂刀。+ (R ‘, 。
一 “‘, 。

)。
, , l, 〕Jn

dr

:尸二+ (。 , , ,广户
‘) (R : ,

一
。·, ·

)“, 〕dr }
一。

(2
.

5 )

其中
~ (R

‘, ,

一 u . , 二

)d n (厂
。

)

P二 = H
o
l, d劣 , 一 (P ‘u , d劣 , )

, , 、

“
2

.

6 )

6n 为元素 S
。

的边界 厂
。

的外法线改变量
.

由于 J椒
,

而 为任意函数
,

则由方程 (2
.

5)得

(。
. , , , + F

‘

)二0 (在 S
。

内) (2
.

7 a )

P 二 + (a
, , l, 一P ‘) (R

‘, 。

一 u , , ,

)占n = o (在。口
, ) (2

.

7b )

刀
。
+ (R . , 。

一 u ‘, ,

)a ‘, l, = 0 (在 厂
。
) (2

.

7 e )

方程 (2
.

7) 为基于势能函数的驻值条件的基础上
,

求得的与离散型固体力学的间断型变

分问题等价的尤拉方程的形式
.

这些方程与古典固体力学的不同点在于交界 方 程 (2
.

7c ) 和

边界条件 (2
.

7 b)
.

对古典固体力学而言
,

交界方程 (2
.

7c) 自然满足
,

边界方程 (2
.

7 b) 就退

化为 (a ‘, l, 一P
‘

)二 。的形式
.

对〔幻中的情况而言
,

交界方程 (2
.

7c )是不同的
,

因为这儿待

解函数是基于分片连续的函数类
.

所以在元素 S
。

与 S
。

的 交 界 处 厂
。 。

上
,

如
。
专占nb

.

故仅

当 (2
.

7 c) 成立时
,

某一阶变分为零的条件才能成立
.

2
.

基于余能函数的情况

基于上述的前提下
,

由有限个元素 S
。

构成的适l
体体系的总余能

,

为

￡ (·卜全{JJJ
￡

。

(: ‘(·)
, 。‘, ‘“。

, · , , “厂‘“
·
,

万
。

(a )

一

I工
。‘a ‘, “

‘, · , ‘, “·

}
r

。

门 d岛

(2
.

8 )

利用坐标变换 (1
.

2)
,

把能量泛函 (2
.

8 )用回定积分域表示
,

为
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￡ ‘a ) ~ 到娜
若

。

(告
‘

(a )
,

a ‘, (君‘
, a )) {J

: ld 厂

一

丁工一
(“一 ,‘, “·

}
I

、。

门d g :

仁2
。

9 )

其中

￡
。
一

音
“
‘, 一口 ‘, a一 六￡

。
= 。‘, 乃口

‘,

泛函实现极值的必要条件为一阶变分为零
,

故方程 (2
.

9) 的一阶变分为零的形式
,

为

d￡ (a ) =
口关 (a )

口口

。 . 。
一

卖{JJJ
〔(￡

。

)
, :

占一+ ‘￡
。

,
, 。 ! ,

“一

一
‘

万
。

、 (￡
。

) (。二 . )
, ‘

」、: 一
_ _

且
。‘。。

‘, , , ‘,

}
I

’ 。

n d场

dra
叭

d肠汀拟几索{{{{石
(。‘, 一“. ,

, )占a 。, d犷 +

〔￡ 。一 u 。(a ‘, IJ)
, 。

」d n dr + J{
(一

。‘, “。。, ‘, dr
}

I
’。

门口习 :

月盯八+

{拼
‘一厂一

, , J。‘, d犷 +

S
。

仃
‘一

“·’d a ‘, ‘Jdr

厂
。

门日习:

"
艺�

一一

〔￡
。+ (T ‘, 。

一 ( a ‘, l, )
, 。

) u ‘〕dn dr }
一“

(2
.

10 )月盯八
+

其中
a ‘, l, == T . ,

d ( a
‘, l, ) = T

‘, 二
jn (厂

a

)

J。‘, , , = o (在 S
。

内)
,

d a , , l, 二J a ‘, l,

由于 d a 以
J 与 d n 是任意函数

,

则得

(在。。
: )
}

( 2
.

1 1)

e ‘, 一 u ‘, , 二 0 (在 泞
。

内) ( 2 一 Za )

u ‘一 a ‘= 0 (在 日习
:
) (2

.

i Zb )

￡
0
+ (T ‘, 。

一 ( a
‘, l, )

, .

) u
‘= 0 (在厂

a

) ( 2
.

12 e )

方程 ( 2
.

12 )为基于余能函数的驻值条件的基础上
,

求得的与离散型固体力学的间断型变

分问题等价的尤拉方程的形式
。

这些方程与古典固体力学的不同点在于交界方程 ( 2
.

12 。)
.

对

古典固体力学而言
,

交界方程 (2
.

12 c) 自然满足
.

对〔幻中的情况而言
,

交界方 程 ( 2
.

12 c )是

不同的
.

这是因为这里采用的待解函数类为分片连续的函数类
。

3
.

基于广义势能函数的情况

基于上述
,

由有限个元素 S
。

构成的固体体系的总的广义势能
,

为
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u (·卜全{娜
U

。

(:
‘

(·)
,

一“‘
,
· ,

,

’一
‘

S
。

(a )

u ‘, , (雪
‘, a )

, 。‘, (舀‘
, a )

,
a , , (占‘

, a ))d 犷 (占‘)

一

I!
”
‘
一 ‘“‘

, a , “r ‘睿‘, -

仃
(

一
, 。

! 了‘了“·

}
、2

.

, 3 )

厂
。

(
a )门口认(a ) 厂

。

门口场

其中

U
。
= 17

。
+ 。‘, (u ‘, , 一。‘, )

利用坐标变换 (1
.

2 )
.

把能量泛函 (2
.

13 )用固定积分域表示
,

为

(2
.

1 4 )

‘(a) 一

鑫妙
。

(e’(
·,

,

u ‘(占‘
, a )

, u ‘, , (睿‘
, 。 )

, 。。, (占
‘, a )

,
。 ‘, (舀

‘,
。 )) , J

,

Id 厂

一

且 ”
‘一 (:

·, a ) . , : * -

l
’ 。

门d认
{丁

‘
一

a ‘、口‘ , ‘, d ·

} (2
.

1 5 )
厂

’。

门口‘砂:

泛函实现极值的必要条件为一阶变分为零
,

方程(2
.

1 5) 的一阶变分为零的形式
,

为

dU (a ) =
a U (a )

a口

。 . 。
一

卖{JJJ
〔‘U 。,

’ ‘
d’

‘

一
‘

S
。

+ (U
。

)
, 。

.

d u ,
+ (U

。

)
, 。‘

. ,

d u , , , + (U
。

)
, 。‘ . ,

占。‘, + (U
。

)
, 。门 占a

‘,

+ (。
。

) (。。)
, ,

。、犷 一 {} : (户
‘u ‘)

, , , ‘

扬
r

。

门日马

+ (P
‘u 。

)
, 。 ,

d “
‘
+ (P

‘u :
) (d戈, )

, , , ‘〕dr

一
_

I工
a 。, ‘, d 一“

一 Jl
‘
一

“·, “a
‘, ‘, “·

厂
。

日d 习: 厂
。

门口g
,

杏 f( 叮
。 , 、

下 二
‘ 下

~ 白 1JJJL火“‘了“‘己k ‘一口
‘’) 。 “‘j一 气“‘

, , 一￡‘, ) “ a ‘,
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仃
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厂
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+

Jl
〔p ·+ ‘a ‘, ‘, 一”

‘
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一
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厂
。

门a城

一 _

J工
(一

“‘, “a ‘, ‘, “·

}
一”

1
’。

门d场

(2
.

1 6 )

其中
u ‘

= R ‘,

占u ‘= (尸
‘, 。
一 u ‘, ,

)占n (厂
a

P 。 = U
。
d。一 (P ‘u ‘

·

d劣, )
, , 、 ‘ } (2

.

2 7 )
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由于 Ja ‘, 与
,

J匀 , ,

J“‘
.

d。为相互无关的任意函数
,

则得

a ‘, , ‘“。

一
J , , 一o (在 夕

a

内) (2
.

lsa )

u ‘, , 一 “ , , = o (在 s
。

内) (2
.

isb )

a , , , , + F
,
= 0 (在 S

。

l匀) (2
.

lse )

u ‘一“‘= 0 (在 a口
2
) (2

.

zsd)

P
。
+ (a

‘, l, 一P
‘

) (R ‘, 二

一u ‘, ,

) dn = o (在 日口
、
) (2 一 se)

U
。
+ (R

‘, 。

一 u ‘, 。
)a

: , l
,
~ 0 (在 厂

a

) (2
.

18 f)

方程 (2
.

1 8 )为基于广义势能函数的基础上
,

根据驻值条件而求得的与离散型固体力学的

间断型变分问题等价的尤拉方程的形式
.

这些方程为物理方程
,

几何方程
,

平衡方程
,

几何

边界条件
,

力的边界条件和交界方程
.

对于古典固体力学而言
,

交界方程自然满足
,

力的边

界条件退化为 (a
‘, l, 一P ‘) = 。的形式

.

4
.

基于广义余能函数的情况

基于上述
,

由有限个元素 S
。

构成的固体体系的总的广义余能
,

为

滩 (a )“到 才
。

(占
‘(a )

,

丁丁{
.

S
二

(a ,

。

几
。:

u ‘(睿
‘, a )

, a : , (占‘
, a ))

·

d 厂 (舀‘)

。‘a ‘, , , d一 J工
(J ‘, ‘, 一”

‘

, 一‘“
‘, · , dr “

,

,
}
、2

.

, 9 )

厂
。

(a )门口马 (a )

其中

才
。
= 关

。
+ (a ‘, , , + F

‘

)u ,

利用坐标变换 (1
.

2)
,

把能量泛函 (2
.

19 )化为用固定积分域表示
,

为

tZ
.

2 0 )

才 (司 = 艺 {{丁!
,

。

‘““ a ,
,

一‘占
‘,

a ,
,
a ‘, “ , , a , ’“

!

’“犷

一 厂
。

几
、 “‘a ‘’‘, dr 一

I{
‘a

‘J‘, 一户
, , 。

‘

,J
‘

!d
·

} (2
.

2 1)

泛函实现极值的必要条件为

f
。

自日风

一阶变分为零
,

方程 (2
.

2 1) 的一阶变分为零的形式
,

为

占才 (a) =
J滩咬a )

aa 三姗仁(笼
。
)

, ‘
d , ‘

+ (
.

左
, u

.

du ‘

+ (才
。

)
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)
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I
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一
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丁工
_

〔p一
“。。, ‘, 一“

:
, (R

: , ·

一
, “·〕dr

「ld ‘才*

+ _

JJ--
‘一

。‘, Ja ‘, ‘, d ·

}
一。

I
’

。

n 口场

(2
.

2 2 )

其中
。‘二尸 , ,

占u ‘= (R ‘, 。
一 u ‘, 。

)乃” (r
a

)

口‘, l, = 7
’
‘,

Ja ‘, l, 二 (7
’。, 。

一 (a
‘, l, )

, 。
)d n

P二 = 才
。
d n 一 ((口‘, l, 一P

.

)u ‘d x , )
, , , ‘

由于 J伪 , 几
,

Ju ‘,
d 。为相互无关的任意函数

,

则有

: ‘, 一 u . , , 二 0 (在 S
。

内) (2
.

2 3a )

a ‘, , , + F
‘
= 0 (在 S

。

内) (2
.

竺3b )

u

一
。.

= 0 (在 a口
2

) (2
.

2 3 e )

P , 一 (a . , l, 一P
‘

) (R 。, 。
一 u 。, 。

)占n = o (在 a口
1

) (2
.

2 3 d )

才
。
+ 。 ,

(T 二 ”

一 (a
‘, l, )

, ,

)= 0 (在 厂
a

) (2
.

2 3 e )

方程 (2
.

2 3 )为基于广义余能函数基础上
,

根据驻值条件而求得的与离散型固体力学的间

断型变分问题等价的尤拉方程的形式
.

对于古典固体力学而 言
,

交 界 方 程 (2
.

2 3 e ) 自然满

足
,

而力的边界条件 (2
.

2 3 d )退化为 (a
。, z , 一P

‘

) = o 的形式
.

据上所述
,

离散型固体力学的解
,

在元素 S
。

内部应满足物理方程
、

平衡方 程
、

几何方

程
.

在元素边界 厂
。

上
,

应满足交界方程
.

在整体边界上
,

应满足几何边界条件和 力的边界

条件
,

不过力的边界条件是考虑了边界可动性影响的力的边界条件
.

对交界方程而言
, ‘

臼随

着选取的待解 函数类和泛函的类型的不同而有不同的形式
.

若待解函数在整个定义域为充分

光滑的
,

且略去边界可动性的影响时
,

则离散型固体力学的全部尤拉方程
,

就退化为古典固

体力学的全部方程式
.

变分方程 (2
.

5)
,

(2
.

10)
.

(2
.

16)
,

(2
.

2 2 )是求解离散型固体力学问题的有 条 件和无条

件的广义伽略金方程的形式
.

因此可 以直接利用它们来建立离散方程
.

从能 量 守 恒 角度而

言
,

这些方程是对于依赖于连续参变量 a 的坐标变换
,

使能量泛函的值不变的条件下导出的

方程式
,

因此
,

它们是 N oe th e r
原理的直接结果

‘”
.

三
、

间 断 型 变 分 原 理

基于上述
,

我们可以建立离散型固体力学的各种类型的间断型变分原理
.

1
.

间断型第一变分原理

对于由有限个元素 S
。

构成的固体体系
,

基于待解函数为分片连续的函数 类的基础上
,

当

待解函数在元素 了
。

内部满足几何方程
,

在整体边界上满足几何边界条件时
,

则使 下面可动

边界的泛函

H (a ) = 军{{丁{
H

。

“‘(a ,
,

一‘“‘
, 。,

,

一
, ‘“一, ’

·

“犷“·’

乡
。

(a )
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5
.

间断型非古典广义第一变分原理

对于由有限个元素 S
。

构成的固体体系
,

基于待解函数为分片连续的函 数类的基础上
,

当位移函数
,

应力函数
,

应变函数均为独立的待解函数
,

且应力函数在元素交界处为连续函

数时
,

则使下面可动边界的泛函

月于{{〔
。

。

“‘(a )
, u ‘(: ‘

,
a )

, u , , , (; . ,
a )

, 。‘, (“
, a )

, a ‘, (“一 a ), “[/ (“)

S
。

(a )

仃
I

’。

(。)门a口. (a )

户
‘一 (: 。

, a )d : (、‘) 一

I丁
(一

。‘)〔丁
‘, ‘, d一

I
、 。

自d 否2:
仃一

‘, d ·

}
I

’ 。

(3
.

5 )

实现驻值条件的应力
,

位移
,

应变函数为离散型固体力学的真实解
.

6
.

间断型非古典广义第二变分原理

对于由有限个元素 S
。

构成的固体体系
,

基于待解函数为分片连续的函数类 的基础上
,

当位移函数
,

应力函数为独立待解函数
,

且位移函数在元素交界处为连续函数时
,

则使下面

可动边界的泛函

感{皿
‘

。

““· ,
,

一‘宣
, ,

· ,
,

一‘占
‘,

· , ’“犷‘“
‘

,

一

{J
(。‘, ‘, 一户

,

)一 (“
,
· , “·‘“

,

, 一

仃
反‘。 : J‘,“·

厂
。

(a )门日岛 (
a ) r

。

门口岛

一

仃
一a ‘J‘, d ·

}
I

’

(3
.

6 )

实现驻值条件的应力
,

位移函数为离散型固体力学的真实解
.

注意到第二节的间断型变分问题的推演过程
,

再考虑到上述各个变分原理的假定条件与

变分条件
,

就可以证明
,

由各个变分原理求得的解满足离散型固体力学的尤拉方程
.

证明从

略
.

基于上述所形成的间断型变分原理
,

概括了相应情况的古典与非古典变分原理
.

当待解

函数在整个定义域内为充分光滑的
,

且略去边界可动性的影响时
,

间断型变分原理就退化为

古典变分原理
.

在相应情况下
,

当略去边界可动性的影响时
,

间断型变分原理中非古典类型

就退化为通常的非古典变分原理
「略 一。’。

四
、

结 论

1
.

所谓离散型固体力学是基于固体体系具有离散性
、

可分性
,

待解函数具有种种不 同

的间断性
,

以及定义域的边界可动性的基础上
,

用来解决固体体系在外界因素作用下所产生

的应力
、

位移
、

应变的力学系统
.

它的解应满足间断型变分原理或离散型变分原理
,

以及与
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一

JI
”

‘一 (“‘
,

a , dr “
‘

,
}

厂
。

(a )门口几(a )

(3
.

1)

实现驻值条件的位移函数为离散型固体力学的真实解
。

2
.

间断型第二变分原理

对于由有限个元素 S
。

构成的固体体系
,

基于待解函数为分片连续的函数类的基础上
,

当

待解函数在元素 S
。

内部满足平衡方程
,

在整体力的边界上满足 力的边界条件时
,

则使下面

可动边界的泛函

￡ (·)一

全{丁巧
二

。

(; ‘(·)
,

一 (“‘
, · , , “犷 丈“, ,

一
‘

万
。

(a )

一

I{ 一
‘J“·

} (3
.

2 )

I
’ 。

自d甜 ,

实现驻值条件下的应力函数及位移函数为离散型固体力学的真实解
。

3
.

间断型广义第一变分原理

对于由有限个元素 S
。

构成的固体体系
,

基于待解函数为分片连续的 函数类的基础上
,

当位移函数
,

应变函数
,

应力函数均为独立的待解函数时
,

则使下面可动渗界的俘函

“‘。 ’一

aF{ 丁丁{
S

。

(a )

U
。

(省‘(a )
, u ,

(咨
‘, a )

, u ‘, , (省‘
,

a )
, : ‘, (占‘

,
a )

,
a ‘, (省

。,
a ) )d 厂 (占

‘

)

一 。 , 、

丝
_

, 、

”
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, 一
, ,

丝
_ ‘

一
, a 。,‘, “·

}
l a 、仪 ) 1 IU 吞咨1又认少 J 0 1 IV 。‘,

(3
.

3 )

实现驻值条件下的应力
,

位移
,

应变函数为离散型固体力学的真实解
。

4
.

间断型广义第二变分原理

对于由有限个元素 S
。

构成的固体体系
,

基于待解函数为分片连续的函数类 的 基础上
,

当位移函数
,

应力函数为独立的待解函数时
,

则使下面可动边界的泛函

才 (a )= 层{川滩
。

(宜, (a )
, u , (占。

, a )
, J ‘J (君. , a ))d犷(雪

‘
)

一 。 , 、

丝
_

、

‘一‘, 一”
‘

, 一‘“
‘, · , “·‘“

:

,

1 0 、“ ) } IU 舀咨 1气以 )

一

}{
。‘。‘J‘, d ·

} (3
.

4)

厂
。

门a马

实现驻值条件的应力函数
,

位移函数为离散型固体力学的真实解
.
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这些变分原理等价的尤拉方程 (物理方程
,

平衡方程
,

几何方程
,

交界方程
,

几何和力的边

界条件 )
.

当待解函数在整个定义域为充分光滑的
,

且略去边界可动性的影响时
,

离 散 型固

体力学就退化为古典固体力学
.

2
.

离散型固休力学的变分原理
,

可分离散型与间断型变分原理
.

关于离散型变分原理

在〔2 〕中已作了讨论
.

间断型变分原理概括了其他各类变分原理
.

在与其他类的变分原理的

条件相同时
,

则离散型变分原理就退化为相应的变分原理 (或为离散型
,

或为非古典型
.

或

为古典型)
.

3
.

交界方程是待解函数在元素交界处应满足的方程
.

它随着选取的待解函数类和泛函

类型的不同而具有不同的形式
.

在此
,

我衷心感谢钱伟长教授
,

王仁教授给予的帮助和鼓励
.

参 考 文 献

陈宗基
,

力学的强大生命力在于它的创造性
,

光明 日报 (lo7 8
.

n
,

1 0)
.

牛摩均
,

固体的离散型变分原理一
一

有限元离散分析的变分原理
,

应用数学和力学
,

2
,

5 (19 81 )
.

冯康
,

基于变分原理的差分格式
,

应用数学与计算数学
,

2 4 (1 565 )

钱伟长
, 《变分法及有限元》上册

,

科学出版社 (l蛇 0 )
,

Pia n
.

T H
.

H a n d P
_

T o n g
,

Ba s is o f fin it e e le m e n t m e t h o d fo r so lid eo n tin u a

I。 te r n a t勿n a l J o 。 : n a z jo ,
N

。川 e r ic a z M
e t几o d s 10 E n g ‘。 e e , : n g z

,

(19 69 )
.

P ra g e r ,

W
. ,

V a r ia tio n a l p r in e ip le s o f lin e a r
·

e la , to , ta tie s 不o r d ise o 习t in u o u s d isp la e e
-

:n 。 1, t s , t r a in s a n d s tr e , 、e s 尸。 e e 。才 P r o g r e s s , , , 刀p户l , e d M
e e几a 。‘e s (1 967 )

.

、 。。 r a o t R
.

。 n d D 11: 11」e , t 《数学物理方法 I
》
(中译本)

,

科学出版社
,

(135 8)
.

,J.., ..J, ..J一eeJ,
‘‘J,立9“no月任曰‘

rr.‘护..‘r.Lr‘L
f
L

刊‘.
.

J
,

.Jt
八七月‘rr

Lr.‘.L



4 3搏 牛 痒 均

So lid Me c ha n ie s o f D ise re te Fo rm a n d the V a r ia tio n a !

Prin e ip te s o f the D ise o n tin u o u s Fo rm

N iu X ia n g 一

ju n

(B e ‘了‘: 夕 P o l, 才e e h”谊。 U ”‘。e”i才夕
,

B e 派j‘” g )

Abs t r扭c t

T hi s pa p e r ha s d is e u s s e d th e fu n da tn e n ta l a ss u m pt io n s ,
tli e d iffe r e n t ia l e q u a t io n s

,

a n d

th e va
ria tio n a l Pr in e iPle s o f d is eo n t in u o u s fo r m be lo n g in g to a n e w d e v e lo Pin g b ra n e h o f

s e ie n e e一 th e so lid m e e ha n le s o f d isc r e t e fo r m
.

T h e so lid m e e h a n ic s o f d ise re te fo r m be lo n g s

t o t h e b r a n e h o f se ie n e e o f d ise re te m e d iu m m e e h a n ic s t ha t 1 5 the d e v e lo pin g d i r ee tio n o f

t he m e e h a n ie s fo r t he p r e s e n t
.

B a s e d o n th e so lid sy s te m w it h d i se r e t iz a t io n a n d s e p a r a b ili
·

ty
,

th e u n k n o w n fu n e t io n 、 w itli d i se o n tin u ity i n d e fin e d r e g io n s a n d the d e fin e d r e g io n 、 w ith

v a r ia b le bo u n d a r ie s
,

th e m e e h a n le s s y s te m s to s o lv e t he so lid d is p la e e m e n t s st r a z n 、 a n d

s tr e ss e s In v a r lo u s e a s e s a r e e a lle d th e so lid m e e h a n le s o f d is e r e te fo r m
.

W he n t h e u n kno w n fu n e t io n s a r e su ffie l e n t ly sm o o t h fu n e tio n s in th e w 助le d e fin e d

r e g io n a n d th e e ffe e ts o f th e v a r ia b le bo u n d a r ie s a r e o m itt e d th e n t h e so lid m e e ha n ie s o f

d is e r e t e fo rm 下111 d e g e n e r a te to th e e la s s ie a l so lid m e e h a n ie s be lo n g in g to th e e o n t in u u m

tn e e h a n ie s Its v a r ia t io n a l p r i n e ip le s w ill d e g e n e ra t e to th e e la s s ie a l , a r ia t io n a l p r in e iPie s

w ith tli e s a m e e a s e s
.


