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摘 要

在连续的四个部分中
,

分别提出了对某些空 间四杆机构进行位形
、

运动和动力分析的向量方法
.

在

第 I部分中
,

利用向量分解法分别对R 一G 一 G 一 R 和万
一R 一 G 一 R 机构进行了位形分析

.

一
、

目lJ 西

对于一定形式的空间四杆机构可 以用向量方法进行分析
,

这正如C h a e e在文「川和 仁2 1首

先阐述的那样
.

这种方法的优点在于其具有直观的几何感染力而且概念简明
,

这在空间机构
·

的设计中显得至为重要
.

此外
,

向量分析是牛顿力学所固有的术语
,

而空间机构力学仅是它

的一个分支
,

因而它的术语必须与向量相一致
.

尽管有许多作者 (例如 B a 卯i‘“’ 以及其他)

提 出许多可供选择的方法
,

但这些方法既不具有G ibbs ia n
向量的形象风格

,

也不见得简单
.

虽

然 C ha c e 的方法也使用向量
,

但也经常没有突出这种形象化的优点
.

他的运算手段偏重于依赖

标量代数式和三角函数恒等式
,

而且他的解取决于隐含的多项式最高为 8 次方程的解
.

在本文

的四个部分中
,

提出了可供选择的向量法
,

通过纯粹使用向量的方法去获得明确的向量解
。

在第 I 部分中用向量分解的方法来论述R
一

G
一
G

一

R 和11
一

R
一
‘

一
R 机构的位形分析

.

在第 I 部分

中则通过建立向量方程的方法去确定尸
一

尸
一

G
一

C和 R
一

G
一
C

一

R 机构的位形方程
。

在第 工和第 W

部分中
,

提出了纯粹使用向量的方法去做有关机构的运动和动力分析
,

并给出明确的向量解
.

二
、

R
一

G
一
G

一R 机构的位形方程

机构的位形方程以一系列杆向量来表示
,

如图 1 所示
.

图中O 和 夕 是杆件的轴心
,

而尸

和Q分别是球窝关节的中心
.

0 尸是曲柄而QR 为从动杆
.

令 。尸 二 p 叉
,
尸O = 戒

,

QR 二 q厅
,

R O = r币 (2
.

1)

这里仄
,

成
,

百
,

们为单位向量
.

显然
,

叉
·

瓦= 。
,

厅
·

截= 。 (2
,

2 )

。 和 。是给出的常数
。

当曲柄以及从动杆分别与其轴 线 垂 直 时
, 。= O

, n = O
。

以后方程式

(2
.

2 )将称为
“

结构方程
” 。
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由给出的机构位形
,

我们有

风 + 诚+ q泞+ r卒= o (2
.

3)

此经常谓之为
“

环方程
” 。

现在的问题是

如何由 (2
.

2) 和 (2
,

3) 的条件去确定成和 彦
.

令 ‘一

爵 (2
.

4)

付入截)入‘

{(币八凉
:

)八‘
:

!

显然 (凉
1 ,

万
,

夕) 是一组正交的单位向量
,

且可令

天= (天
·

‘1

)‘
,
+ (天

·

万)了+ 反
·

j)j

或由于无
·

岔 :
二 。

,

有

无一。‘
,
二 (无

·

艺)落+ (无
·

j)j

将 (2
.

6 ) 式两边平方得
, 一m ‘

二 (天
.

万)
,
+ (无

·

了)
“

因此
,

可使
天= 。。 十召不二而万

、

(co so 万+ 5 in盯)

这里 e 为
“

输入角
” .

由于 e为给定值
,

天可完全得到确定

让
艺二 一 (抓 + : 节)

则 (2
.

3) 式变为

戒+ q泞= 芒

这样
,

问题就变为从(2
.

的式中求出成和厅
.

(2
。

5 )

(2
。

6)

(2
。

7 )

(2
。

8)

(2
.

9)

令
, 苍
抖=

~ 了二下

!C !
(2

.

1 0)

且

泞= 对
2
+ 夕广+ 泌

2 八广

这里x , y , z
为待定的未知量

.

方程 (2
.

1 1) 是未知向量泞的向量分解公式
、

现由, 八 (‘: 八乒)
·

(2
.

1 1 )〕得

(2
.

1 1)

, ~ 通丛曳睡迎壑 _ 玉卫二〔色垦组I三二亘2
一 仄A (成

, 八吓)
·

成:

(改
: 八仄)

昌 (2
.

12 )

且由 ,
2 八 位

: 八疼)
·

(2
.

2 2) J得

谊: 八 (成
: A 杯)

·

百
一

司人碑飞不育)兀碑
区鱼二(玉二电 运f亘2

(‘
: 八杯)

“ (2
。
2 3 )

此外
,

由 (2
.

9 ) 得

派二己一 q首

方程两边各自平方得
s :

= 。2

+ 口
2
一 Z c口泞

·

产

由 (2
.

10 ) 代入得

(2
.

14 )

口

将 (2
.

15 ) 分别代入

c 名+ q Z
一 5 2

Zc Zq
’ (2 一 5 )

(2
.

12 ) 和 (2
.

1 3 ) 并考虑改
:
万二

n得



空间机构的向量分析一
一
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打一 (c
‘

+ g 名一 : 忍)广
·

成2

一 2 c 2。(成
: 八广)

2

_ (cz 十梦一护) 一涵
·

丸

一 Z c , 口体
: 八库)

2

(2
.

26 )

为T 确定
: ,

由 [ (改
: 八落)

·

(2
.

1 1) ]
,

得

_
_ 。: A声

·

泞
‘一而协蔺)f (2

.

17 )

鉴于已知的向量恒等式 (见本文三)
, :
可完全得到确定

.

厅2八声
·

诊

一侯x ,

如

士斌〔l一 (泞
2

·

声)
2
一 砰

·

泞)
2
一 (泞

·

厅:

)
‘
+ : (厅

:
·

序)(广
·

厅)。石
·

“:
)」 (2

.

2 8)
:
确定之后

,

百可由向量分解公式 (2
.

1 1) 确定
.

在本文三中
,

我们将介绍另一种分解未知向量的方法
.

另一种比较惯用的方法是令

万
.

= 返缝
兰一

.

, 声
! V 八 召引

(节八改
2

) A 往2

}伪 八成:

) A 岔:

I
(2 一 9 )

且参照 (2
.

7) 的方式有

百~ 。泞2
+ 斌石二矛犷(

e o s
沪万

;
+ s in诱]

:

)

这里娇为
’‘

输出角
” .

则将 (2
.

2 0) 代入到 (2
.

14) 中得

过(6)
5 1。砂+ B (口)e o s

功== E (0)

(2
.

2 0 )

(2
,

2 1)

这里
A (0) = 2“石而万丽万万
刀 (口) = 2斌丈不而叭万万万
E (口) = c 卫一 9 2

一 5 2
一 2 , (莎

·

a
Z

)} (2
.

2 2 )

数刀 (的
,

B (0 )和E (0 )为 已知
,

且可由
“

输入一输出
”

关系式 (2
.

21 ) 求出功
,

对于这种情讥
.

惯用的方法将显得较为简单
.

三
、

H
一R 一

G
一

R 机构的位形方程

图 2 (a) 所示 H
一

刀
一

G
一
R 机构中

,

输入的螺旋位移量作用在螺旋副 (H ) 上
,

则轴向量广

可 由此决定
.

因此
,

给出长度R A 则线段A B 也为已知
.

问题是要由已知的长度
。 和 b 计算单

位矢量反和厅
。

由 2(a )



余 桑

由 △A G B 中给出

b泞= 从一嘛 (3
.

1)

这里 l~ {A B }

而且有恒等式

反八 (无八内 + 天八 沪八动 + 库八 位八劝 二 。

(3
.

2 )

将 (3
.

1 ) 式
一

平方

改
·

无
1
2
+ c Z

一 b
Z

Z a l
(3

.

3)

图 2 (b )

且由〔(无八户) 八 (3
.

2) J得

两八库)
2
成二 (亦天八广)天A产+ 〔(灭

·

句 一 俩城) (天摘)〕天+ 〔(疼
·

改)一 砰
·

无) (天硕)」广

由结构可知 库
.

改二 O

(3
.

4 )

(3
.

5 )

且拯
·

初
,

(无
·

庄)的大小为已知
,

如果 (小天八乒) 被求出
,

则反可 由 (3
,

4 ) 完全确定
.

但由〔改
,

(3
.

4 )〕得

区八内
2
= 体孺 八内

念
+ 〔口

·

司 一 砰嗦 )〔无
·

声)」位
·

天) + 〔拼硬)一 砰
·

无)(万成)」(反浦 )

由此移项可得

(小朴内 二 士研 [卜仙初
“
一 (x. 内

’
一沪

·

司
’
+ 2恤劝杯

·

幻 泌旬 〕

由 (3
.

5 ) 知 (反
·

灭八声) ~ 士材石二 (必劝
‘
一 (天

·

库) , 」

一旦改确定之后
,

召可由 (3
.

1) 确定
。

(3
.

6 )

(3
.

7 )

四
、

讨 论

由上述例子可清楚看到
,

在确立位形方程之前
,

首先去确定 (2 21 ) 的
“

输入一输出
”

关系式并不容易
,

也不必要
。

本文用向量分解法直接地建立向量形式的位形方程
,

实质 上就

是确立上述的方程(3
,

劝
。

在解题过程之始终都使用向量代数而决不借助于冗长的标量代数和

三角函数恒等式
.

C h a c e的解有赖于 4 次或高次多项式方程的求解
,

这样的 方程 的解没有一

般解 (例如见 Bur ns 记 e和 Pan ton
‘咯 ,

) 而且仅在特殊的情况下才有数值解
,

作者 的意见是
,

若

首先建立
“

输入一输出
”

关系式则势必妨碍解的展开
.

这种看法为许多作者 以及任何一种数

学系统所采用
。

本文中绕开
“

输入一输出
”

关系式
,

一且建立位形方程之后
,

在任何 情 况下

都可以容易地求解
.
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