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摘 要

以掩表示波数
, a表示孔洞横截面的特征半径

,

本文只研究参数
。= ka 《 1 (即长波) 的情况

.

本文

用正则摄动的方法
,

给出了长波在变截面孔洞中传播时
,

其复速度势函数渐近展开的一般表达 式
;
论

述了长波在两端开 口或一端开口一端封闭的变截面孔洞中传播时
,

如何用匹配方法求得波在洞 口反射
、

散射和辐射的系数
,
以三个不同的孔洞作为实例

,

具体说明三维或二维此类问题的求解方法
.

一
、

引 言

本文 I ‘”给出了长波在无限长变截面弯管中传播时其复速度势函数渐近展开的一般表达

式
,

并且指出当弯管的横截面具有某种对称性时
,

复速度势函数的首项和次项解与管道的曲

率和挠度无关
。

现在我们着手研究长波在两端开 口或一端开口 一端封闭的有限长孔洞中传播

的问题
。

1 9 7 7年
,

K el le r和 Ti ng
‘2’把摄动方法和数值计算方法结合在一起

,

成功地解决了长波在

柱形管
、

锥形管中传播和在管口辐射的问题
.

他们用引进典型问题 (ca ~ 沈al 户陷b加也) 的

方法来确定复速度势函数各阶渐近解中的未定常数
。

这些典型问题比较简单
,

物理意笑明确
,

且只与管道的几何形状相关
。

而对这些典型问题的数值计算
,

只需要关心几个数据
,

这就大

大减轻了我们的工作量
.

本文主要应用K el le r和T in g 的上述方法来求解长波在形状更为一般的变截面孔洞中传播

和在洞口辐射等问题
.

由于横截面的变化
,

匹配过程具有一定的难度
,

为此文章引用了一些

新的技巧
。

本文直接引用了一些 1 中的符号
.

二
、

问 题

我们先研究两端开 口的孔洞
。

份

段祝平推荐
.



194 方 光 熊 顾 圣 士

图 l 表示平面厚墙中的一个具有缓变横截面的小孔洞
.

(孔洞的长度I
‘

比横截面 的特征半

( : )

侣
一

,

·

’

匕令夕川
图 1

径大得多) 在孔洞的左方有一 入射波少
.

即使没有

孔洞
,

由墙面的反射也会产生一个反射波 必
r .

现在

又有了孔洞
,

则由孔洞还将产生一个散射波少
,

而

有一部分波将进入洞内
.

在孔洞的右端
,

从左端进

入孔洞内的波一部分将被右端洞口所反射
,

另一 部

分将辐射到外部空间
.

我们的问题是
: 给定入射波

和孔洞的形状
,

求各反射波
、

散射波和辐射波的大

小
.

建立直角坐标系如图 1 所示
.

以 k 表示入 射波

的波数
, a 表 示孔洞横截面的特征半径

.

我们研究

的是。= k a 《 l (即长波)
.

的情况
.

假设孔洞壁面是刚性的
.

、

我们假设孔洞的中心线是直线
。

这是因为当中心线的曲率和挠度为 O (k) 的 量级时
,

在

相当多的场合复速度势函数的首项和次项解与曲率和挠度无关
r‘’.

而本文的一些结果只牵涉

到首项和次项解
,

因此它们对中心线不是直线的情况也同样适用
.

仅仅为了方便起见
,

我们还假设中心线的方向就是
z 轴的方向

.

于是在孔洞内 : = :
.

我们把空间分成五个区
,

(如图 z 所示 ) 其中 (I )
,

(l )
,

(V )为外区
; (I 少

,

(丁)为

内区
,

下面分别写出外解和内解
。

(I )区
:

入射波少为已知
.

设尹”少 (k戈
,

日
,

则

扩 = 中 (k戈气的
,

其中若丈= (x
, 拟

,

z)
,

则尹= (二
, ,

,

一习
.

又
e ‘奋p i

4汀寿P
I (k刃

2 [ g (e
, 。) + O (a / p

, )〕【念’

这里p ,
= 斌妥拜惬i

f干了
、

, g 为一未知函数
,

它与方向。有关
.

因此
:

功一。 (、,
,

8) + 。 (。* 气。) 十竺弃
几

(。
a )

·

[。。
,

。, + o (a / 。
t

) :

任吓 托尸 1

(2
.

2)

(V )区
:

诱=
e ‘念p 盔

4汀k P :
(吞习“〔h (。

, 。) + O (a/ p J ] ‘, , (2
.

2 )

这里 p ,
”斌 护 + 少+ (二一动

’ ,
h的意义同g.

(皿)区
:

我们直接引用本文 P
‘’
中的结果

.

设

必= 诱
。+ 砂

;

+ 梦功
:
十⋯

则功
‘
二功

‘
(矛) (‘二 o

, l)满足W
e bs te r

方程
:

(功了+ 功
‘)才+ 踌‘才

‘
二 o (; == o

, l)

记号
“ ‘ ”

表示对。的导数
。

根据给定的才
,

我们就能求得通解
:

诱
‘二R . G

,

(g ) + T 一G :
(亨) (宕二 0

, l)

这里G
,

(的
,

G
,

(的为 (2
。

3)的两个线性无关的 解
,
左‘

,

T . (万= 0 ,

l) 为任意常数
.

是矛,

e
, g 的函数

,

我们写

功
:

= 价
: (护

,

口
, 奋,

尺
: ,

T
:

)

(2
.

3)

(2
,

4 )

而功
。(‘) 2 )
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其中R
: ,

T
:

为任意常数
。

因此我们有
:

功= [ R
o
G

;

(了) + T
。
G

:

(芽) J+ 。〔R , G
l

(矛) + T
,
G

:

(宫)〕+ 。Z

f诱
:

(了
.

口
,

‘,
尸

a ,
T

Z

)〕+ ⋯

这就是
一

长波在变截面孔洞中传播时
,

其复速度势函数的一般表达式
.

(I )区
:

以苏表示 (I )区的内解
,

设

(2
,

5 )

, 一 ,
。

‘干)
十硒

1

(千)
+ ·

叫手)
+ ⋯

(2
.

6 )

(万)区 :

以毋表示 (犷)区的内解
。

设

毋~ 毋
。
交一 L

a
卜

· ;
;

(夸二)
+ 一*

:

(三护
~

)
+ 一

(2
,

7)

下面我们用匹配方法求解夕
,

h
,

R
,

T
‘

三
、

匹 配

为了匹配
,

我们写出外解近于内区的展开式
·

(I )区的解近于戈I )区
,

(I )区的解近于

(I )区
、

(l4’)区
,

(V )区的解近于 (W )区的展开式分别如下
:

‘一 2中 (o
,

o )+ 。

「常必 (o
,

o ) (
, 一

兰一 + j进
~

、+ :中
。

(o
,

o) +

L
一

、 a a Z 4 二P ;

/
a

二

【(令)
, 、

·

(。
, 。) (手)

。
一

(答)
,

H
· (。

, 。)(导)
l一O山

+

二 一 , 一 、

l 女
‘

戈关 、
.

_

一

+ Z V 甲
·

(D
, 0 ) 灭一万

-

+ 不丁
~

)+
2甲二 ‘”, ”) +

g : ,

9 0 1 1
. _ _ _

一不厂一丁一了 , , - 一丁下
月 ~ 思. r .

一
乙兀P 一/ U 乙兀 J

(3
.

1)

这里 V 表示小关于k丈的梯度
,

H
。

表示中关于k劳的 H es s e 矩阵
.

, 一〔R oG
! (。 , + ,

’。
G

Z

(”, + ·

{
〔R OG

I

‘” , + T OG ; (“ , 〕含
+ 〔R !G

!

‘0 , + T !G
!

‘。, :

+ 一

{合
〔R

。

“: (。 , + T
。

‘, “ )“(于)
’

+ ,
,

(,
,
。

, 。,
“

2 ,
T

Z

)

}
+ ⋯

+ 〔R : G ‘(0 ) + ”
:G ‘(0 )“含

(3
.

2 )

_ _ 。
‘

_ _
,

。
、 _ _

「一 ~
_ ,

, 、 _

~ ~
. , 二、 , s 一L

. ,

。 ~
, , 、 .

~ ~
,

, 、 ,

价台 [允声
, 吸乙) + 了。“

补
吸L )」+ 忍

IL“
。
‘ ; 叹乙) + 了 ,

行 ; 叹L ) ’一万一
~

+
’

九 ,行
,
气儿) + 了 ‘行

,
‘乙) J

+ 刃2

}冬〔*
.。 : (: ) + :

。
。: (: ) :(二导生丫

+ : * ;。、(: )+ : :。 ;优)声挤t ‘ 、 u , .

+ ,
2

(,
,

e
,

工
,

R
Z ,
r

Z

)
「

}
+ ⋯

(3
.

3)

h
。 . 。

了 h
、 .

h
o

f 、
.

叻= e to 二尸一 , - 了二~

十扩 吸, 广 , 丁二花 , 十

一
l十 ⋯

4 兀尸Zl u \ 4 兀尸 2 / u 4 汀
了

(3
.

4)

用牙
,

歹
, 艺,

加
, 百,

(i= l
,

2 ) 表示内 变 量
:

_ X
X = —

= 竺
.

艺= 兰
, P ‘ l , ,

。 、

p ‘~ 几一 妙 ~ 二 , ‘声
,
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兮 甲二 二 色
,

a

_ s 一 L
“ ,

=
一

一
.

丁一
,

等等
,

引进对内变量的 L a p lac
e
算子么和法向导数算子

a

口元
’ 于是简

化波动方程和边 界条件在 (I )区和 (万)区就分别写为
:

入俩+ 。2
毋= 。

口汤
一代二二一

= U
d 九

△毋+ 扩毋二 0

d成
。

夭
{菩一 ~ O
口元

‘“”面上 ,

}
‘“壁面上 ,

}

(3
.

5 )

(3
.

6 )

将(2
.

6) 式代入 (3 5 )式
,

(2
.

7) 式代入(3
.

6 )式
,

比较
。同次幂的系数

,

同 时 考 虑 (I ) 区 和

( I)
、

(l )区
,

(亚)区和 (V )
、

(I )区的匹配
,

依次可得
:

么葵
。
= O

颐
。 _ _ 。

~

, 二二一 二二二 V
口n

必
。

~ 2少(0
, o)

场
。

~ 六
O
G

,

( 0 ) + T
o
G

Z

(0 )

(在壁面上)

(户
:

》 l )

(万
, 》 l)

百..,Z、...、:
O
君

(3
.

7 )

{
入成

。 :

日毋
。

日元

场
。
= R

o
G

,

(0 ) + T
。
G : (0 ) = 2巾 (0

, 0 )

0

= 0

毋
。

~ 0

成
。

~ R
o
G , (工) + T 。G

,

(匀

(在壁面上 )

(户
2 >> z )

(一万: 》 l )

n舀9口

、声

上面1)壁,在
一
Pl

了、了吸、

毋
。
= 尸

。
‘

,

(工) + r 0G
:
(艺)二 o

己1 : 八苏
,
= 0

颐
1 _ _ 。

一
.

二事尸
气

~ V
口n

苏
卫

~ 2巾; (0
, o)至+ 2中; (o

,

o)歹+
g o

4兀吓
、
+ 2巾

,

(0
,
0)

征
:
~ 江R

o
G f(0 ) + T

O
G 孟(0 )〕百: + 〔R

I
G

;

(0 )+ r !G
:

( 0 )〕

以相当大的户
,

和瓦作体积犷

(歹:》 1 )

(图 2 )
,

在 这个体积

中对杯
,

用高斯发散定理
.

为此先计算截 面 万 上 的流量

Q
。

苏~ 〔R
o
G :

(0 ) + T
o

G
,

(0 )〕+
e {【尸刀主(0 )

+ T刀二(0 )」畜
: + [R : G ,

(0 )+ T 巴G
:

(0 ) ] }

+ 一

{音
「R 。“ : (。) + T ·G : (。)。; : + 。*

:。 : (0)

+ T
I
G “‘。, ,‘ ! + ‘

:
‘,

,
“

,
。

,
R : ,

T 名
)
}
+ -

二

荟 !
二

一。R OG : (。)+ T
。
。 ; (。)〕+ 一{〔* 。。: (。)+ : .。 : (。)〕,

: + 〔* :。 : (。,

+ r 1G “ 0 , “
{
+ -
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又
’

: A 仿)二 A ( o j十 。A
’

( 0 )
·

丁;
+ ⋯

.
:

.

。一

器
·

A

{
刀

一 〔R ·G : ‘。) + T
O
G : ‘0 , “A ‘0 ,

+ e吕 笼[R
o
G 竺(o ) + T

o
G 弋(o )〕百,

·

A (o ) + 〔R : G 盆(o ) + T
,
G 二(o ) ]才 (o )

+ 厂R OG 签(o ) + T
O
G 屯(o )〕万

,

才
‘

(o )卜+ 一 (3
.

1 0 )

因此苏
:

在刃上的流量为〔R
o
G ; (0 ) + TO G 孟(0 )] 才 (o )

,

这说明如果只考虑
。量级的话

,

孔洞

可看成柱形的
.

由高斯发散定理
:

{{丁
。

·

d

卜 {J聂
‘2 , : ‘0

, ”,
·

牙+ 2 , “。
,

”,
·

功 d a
一岩舒

.

2二厄, + 〔“·G “ ”,

半球面

+ T
;
G 笠(0 ) ]A (0 )

得 :

g 。= 2 「R
o
G 艾( 0 ) + T

o
G 二( 0 ) J月 (0 ) (3

.

JI)

2)3

�.......、护

!
么成

:
二 O

a毋
, 。

~ 二
.

二于
二; 二 V

口摊
(在壁面上)

古
:
~

ho

4兀PZ

古
:

~ [刀
。G 盆住) + 丁

。
‘生注) 〕:

, + 厂R
,
‘

:
(乙) + 丁

:
‘

:

住) 〕

同理
,

对毋
,

用高斯发散定理
,

可得
:

h
。
= 一2〔R

oG 盆(工) + T
o
G ; 住) j月 (乙)

由方程 ( 3
,

7)
、

( 3
.

8)
、

( 3
.

2 2 )
、

( 3
.

13 )
,

求得
:

(户
?》 l )

( 一万
2》 l )

(3
.

13)

R
。

(工)ZG
:

(I. )

G
,

( 0 ) G
:

(L ) 一G
:

( 0 ) 口

一Z G
,

(L )

一
少 (0

,

0)
( 孙

T
。
=
‘

,

( o )‘
:

住) 一 G
:
( o ) ‘

,

(二)
币 ( 0

,

0 )

(3
.

14 )

9 0
=

,

借瓮器笔瓷戮盖铆
, ‘0

,

二

瓮籍佘斋{爵豁
, ‘“

,

0 ) A ( 0 )

h
o 0) A (L )

至此
,

我们获得了首项解
.

从 (s一。) 和 ( 3
.

12 )我们又知
,
尸

,
G

,

( o ) + T , G : ( o )和R
, G ; (乙) + T

,
口

:

住) 分别为 (3 一 。)

和 ( 3
.

1 2) 所唯一确定
.

设
:

C
。
二R

IG ;
( 0 ) + T

I G ,

( 0 )

e : = 尸 ,
‘ ,

住) + T : G :

住) } ( 3
.

进5 )

事实上
,

如果我们把俩
,

和毋
,

写成
:

苏
, = 2必 ; (0

,

0)
·

苏f, , + 2少歹(o
, o)苏介

, + [R oG f ( 0 ) + T OG 宝( 0 ) 〕苏f沙

古
, = 一〔R o G 笠(L ) + T

。
‘盆( o ) ]成厂

, ’

则有 :



19 3 方 光 熊 顾 圣 士

{
其中 C哥

l, ,

C
,
~ 2少; (0

,

0 )Cf
, ’
+ 2少歹(0

,

0)C聋
, ,

+ 几 G
‘

(0 ) + 了
’

。G 玉(0 )」C汀
8

’

+ 2必
.

(0
,

0)

c
,
二一 「R 。‘ ; (L) + T

o
G 孟忧)1 晓

”

q
” ,

Cfs’和 C夏
, ,

分别为典型问题
:

八杯户
’

= 0
口苏护

二 0 (在壁面上)

(3 16)

硒罗
a牙

~ 1 (卢:》 l)
,

.

臀
一一 “ “ !》 ‘,

!
、产

l
颐尹
口元

= O (在壁面上)

(3
.

27 )

~ l (户
: 》 1)

s 瑟尹
一 , 一 _

~
一份二一 ~ U t公 , 矛 1 )

JS

!
、产

!
兀二 rs _ 。

颐户
_ _

一
t尸 -

— 妙 呀 一- 一代二二尸- 一—
d 介

0 (在壁面上 )

吸3
.

18 )

丝生 _ 一丛丝2
日办 2布户要

, 二 , , 、 a苏沪
_ , , 二 、

. 、

、尸 」尹 1 少- 一
~

飞 ; 一一~
i 、‘ l才 里少

口S

么古产
, = 0

,

a古;”

口厄
,

刁古尸
日元

A 注)

2兀户璧

二 O (在壁面上)

(3
.

19 )

(户
, 》 z)

,
a去畜

, ,

一 3百:
~ I (一熟》 l)

的解在洞内外无穷远处的表达式中两常数之差
,

它们是唯一确 定 的
。

在 一 般 的 情 况 下
,

C哥”
,

侧
。 ,

C户和 C百
U
诸数可通过数值计算求得

。

在二维的简单 情况
,

可 通过共形映照

的方法求得
.

这一点将在以后的例题中给以说明
。

显然
,

这些典型问题具有明显的物理意义
. 吕: 人娇

,
~ 一苏

口必
, 。

一二二
甲~ 二 二写 U

口介

。

~ 一 2必 (o
, o)

(在壁面上)

苏
2

~ 必 : ; (0
,

0)牙
2
+ 必歹萝(0

,

0 )乡
,

+ 九
, (0

。 o)艺
2

+ 2中舅歹(0
, 0 )牙亏+ 2中舅

。

(0
,

0 )牙+ 2中歹
。

(0
,

0) 9

夕

4汀P 叉

+ 玉里一 + 少
: 。

(0
,

0)
4 汀

(户, 》 l)

杯
,

一令f*
。。了(。) + : 。。: (o ) 1

: : + [R ,。 : ( o ) + T :。: ( o ) ] :
,

“
J

/.

1
、、1.........吸

+ 娇
,

(了
,

口
, 0 ,

R
: ,

T
:

) 《百I》 l)

?

在体积厂上用高斯发散定理
,

而葵
:

在茗上的流量由(3
.

1 0) 式中扩 项的系数给出
:

~
, _

_ 、 , , ,

「「 a
,

~
, _ _ _

_
。 .

~

一 Z q , 气U , 0少以犷 巴 恤l
勺

二万ee L甲朴 LU, 0 ) x
‘

十甲行 LU, U) V
.

J J 公尸 !

工毋
J尹

JI上,
月

1
..1

傀沐
月
..
J

半球面

+ 八
: (0

,
0)名

2
+ 2巾资歹(0

,

0 ) * , + 2少舅
,

(0
,

0) , 牛 2匆
。

(0
,

0) 亏〕d a

g ‘

4 汀P 夏
2顽 里+ 〔刀.G 叮(o) + T oG 写(。) ]万, A ( 0 ) + [R : G 盆( 0 )+ T , G 屯(0 )〕A (0 )

+ 〔R
o
G i (0 ) + T oG 二( o ) 〕百:

·

A 夕
(0 )
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注意到G
。,

G
:

是方程 (2
.

3 )的解
,
巾满足简化波动方程

,

并利用 招
.

劝式
,

我们得到

夕,

” 2〔R
,
G ; (0 ) + 了

’
,
G ; (o )J月 戈0 ) (3

.

2 0)
△毋

2
= 一古

。
二 0

d成
, _ 。

一-二二一 二二二 U
口刀 (在壁面上)

h
-

十谁
-

一 +
4 兀尸 2

左
0 1

4兀
(乃

, 》 z)

。
,

一合
〔R

。
‘: 匡) + 丁

O
G : 注)〕: : + 。“

,
G : (工) + ? 。 : 住) : ;

,

+ 功2
介

,

夕
,

孟
,

凡
,

几)
(一豆

, 》 l)

同理
,

我们可得
:

h
,
= 一 2 仁凡G ; 住) + 兀 G ; (劫 j刁 (L )

由方程 (3
.

1 5)
,

(2
.

2 0)
,

(3
.

2 1 )
,

求得
;

(3
.

2 1)

、

、........,..亘、
了尹.

1含
邑.
..
,

,
I拼
矛R

,
C夕

;

住)一C
:
G

,

(o )

G
;

(o )G
,

住)一 G
,

(o )G
,

注)

T
,
二 一

旦
,
‘

,

(艺)一 c ,‘
J

(o )

G
:

(o ) G
,

(工)一G
,

(o )G
,

注)

g 百
=

G
,

(o)‘
2

注)一口
:

(o)G 注)
丛迎吐鱼且鱼匕三塑旦瑟厂一q [。 (0) 久 (0

A (0 )

h
,

_ 巡亚且自鱼鱼禅落黔粤岑奖典

~
业

:、 (: )

甘 , 又u)行 , LL ) 一 。
2
吸U)行

z
吸L, )

至此
,

我们获得了次项解
。 (3 2 2 )

四
、

例 题

我们先给出三维的例子
。

设入射波少为一平面波
:

功
‘
= 口 ‘七‘忿 c o . a + y C 0 s

尹+ 二 c o 。 , ,

其中 (c os a , Cos 刀
, c os 力为平面波的传播方向

。

又设孔洞壁面方程为
:

了= (歹+ 句 几日(毋 似
.

1)

}1 一 2久}

2

、,...‘、
t

了I,..少
口

其中厂为某一无量纲常数
.

把 (4
.

1) 代入方程 (?
.

3 )
,

阶的贝塞尔方程
.

解此方程并把解代入 (3
.

1 4)
、

(3
.

体结果如下
: (我们记 , = L 十刃

当元二 0时
:

必
。
= Ro

e ‘奋‘a ‘ , ,
+ T

。。 一 ‘, ‘。 + , ,

功
,
= 尸

, e ‘“ ‘a ”
’
+ T

, 。 一 ‘““ + , ,

Re = e 一 ‘舌’ ·

c o c k L
·

犷

T
。
= 一 e ‘今, ·

e s e kL
·

‘

进行适当的变量代换
,

可得一

2 2 )
,

我们得到关于九
,

功
: ,
左

,
T

,

g ,
h的具

。。

一
‘。、g 。:

·

手
。。一 4 。s c 。、

·

子

(4 2)
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R
l
一
合(C

·e 一“
’

一C
, e 一‘, ·

)
c s c *L

·

‘

T
,

一合
(c ! e , ·’

一 C
! e “ “

,⋯ k乙
·

‘

。 ;
一 (一 e

,。t g 、、+ e
,

一 * : )

子
(4

.

3
r

⋯h
,
二 (C

, e s e k L 一C
Z

当几二 1 时 :

2月
c t g R 丈J

)一二厂
‘

“

,
1
一“

1

芫纂全
+ 丁 日~ ‘心 r 夕 + 产

嘱(。十可

(4
.

4 )

、....万、、.......2,

,
。
一 “
精茉器

+ T
.

箫珊
R

。
二 k 娜e 一 ‘抢 , ·

e s e kL
·

i

T
。
- 一 k拼e ‘. , ·

e s e k L
·

i

。。

一
4

(
一 g * 、+

命)粤黔
‘

L
J

V L r

“ 。

~ 4
—

C S C 凡J J
.

U

A (0 )
a 2

、

1
1、了

l
‘

l
少左

,
二粤(e

。
* 。。

一“一‘
,

。v 。 一 , 。,

)c s C、:

公

犷
.

= 一李“ * 。e ‘,

一 e
,

* v e ‘。 ,

)。s e、乙
.

‘

艺

g :
二 一 :

re
、

(
c t g * : +

会
.

、一 e共
e s e ; : 飞艺契男

一

L 、 付拌 I 尸 J U 一

(4
.

5 )

C
、

上
e se裔L 一e

,

一

召
(合)

’

(
·t g ‘“一命)i形”,r..L

,曰

�一
.

九

当 通
一

音
时

:

功
。= R

o

H 百1 , [k ( s + “) 」+ T
。

H 石
2 ,

【k (
; + ,‘

) 了

必
;
二R

:

H 若。 [k (
; + 拼) 」+ T ;

H 毖幼 [ k (
: + 拼) 了

这里
,

厅护
,

R
。
二

H护为零阶 全Ja n k e 上函数
.

ZH 护
, (寿v )

△

ZH 石1
,

(kv )
犷
。
= 一 一

一几丁一一

(理
,

6 )

、...............了..1......1,产

夕。~ 一

4 }
一

H 乒
, ) (k召) H 石

” (kv ) 一 H 了
忍) (左洲) 厅尝

,
、

(寿v ) 1

二

月 ( 0 )

丫

4 〔万 l
, ’ (九, ) H 益

, 户

(k v ) 一仃 ;
名) (k , ) 仃舀

‘,

(kv ) 〕
h . =

—
刀 ( 0)

了
二
拜
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C
,

H 石念
‘

(k , )一C
:

厅犷
’

(介拜)

风 =

—
一一么一

,

—
一

C
:

H 百
‘,

(庵
, )一C

:

H石
‘’

(掩召)

△

(4
.

7 )

、1.....1....‘
尸了.恤....lleel
we.we

/

g : = (2 碑C
,

[H 尸 (寿“)厅石
, ,

(k
v )一厅荟

, 、(寿“)厅百
2 ,

(庵,
)〕

一 C : [H f
名,

(k拌)H 百
, , (k“)一 H f

‘,

(k拼)H 石
2 ,

(掩拼)l全/ 么)

h: 二一 (2 {C
: [H 尸(k , )H 百” (kv )一 H釜

’,

(k
v )H百

2 ,

(kv
) ]

一C
:

[H f” (壳v )H百
, 》(k拌)一H f

‘,
(寿

, )H 孟
2 ,

(左拜)」}/ △)

A (0 )
a 2

、.少
了

v
一召

月(0 )
口艺

其中 △二 H 否
, ’(寿拜)仔万

2 ,

(kv )一 H 石
2 , (k拌)H 百

, , (寿v)

下面
,

为了说明典型问题中位势差的求法
,

我

们举一个二维的例子
.

一个两端开口 的直通道
,

它的一个纵向剖面如

图 3 所示 设在通道的左方有一平面波入射
,

欲求 (1 )

波在通道开口处反射
、

散射和辐射的情况
。

我们基本上袭用三维问题中的符号
.

为简洁起

见
,

我们略去和三维问题类似的步骤
.

相应于 tZ一 )
、

(2
。

2 )
,

(2
.

5)式
,

(I )
.

(V )
、

(l )区的外解如下
:

汤二岁 + 诱
,

+ 少

二 e ‘

二
e o . 口 辛 . 0 0 ‘, ,

+ , ‘西侣 0 0 . “

一
。0 . , ,

+ 夕(
: )

必二 h(e) H责
‘,
(kp

:
) + ⋯

(

隆( . )

—
(N )

—
(v 卜~ 止

厂

H尸 (左Pl ) + ⋯

必二 R (
。
)
e ‘今刀 + T (

。)‘
一‘二

相应于 (3
.

2)
、

(3
.

2 )
、

(3
.

3 )
、

(3
。

4 )式
,

外解近于内区的展开式如下
:

(2
,

芝)
产

(2
。

2 ) 尹

(2
.

5 )
产

, 一 2 + ·

(
2 ,一s a

·

, +

粤
In

合
‘、。。

,
+ 。。

)

+ 一
(一

。 S: a
·

,
2

一
,

·

, 2
+

粤
‘n

合
‘“·。

王
+ 。 !

)+一
这里 In 占为欧拉常数

。

必二 (左。+ T
。

) +
。〔‘(R

。一T
.

)豆; + (R
, + T , ) ]

+ 。:

卜合(“
。
+ T

。

)‘, + “R ! 一T ! ) ‘
!

+ ‘R
Z

+ T Z

小
⋯

价= (R
oe ‘. L

+ T
oe 一‘. ‘

) +
。[i(R

oe ‘白‘一T o e 一 ‘. 乙)畜, + (R ; e ‘. ‘ + T , , 一‘b ‘
) j

+ : 名

卜合(R
·e ‘·‘ + T

。, 一 , ·, ‘, + “R . 。“‘一T le 一 ‘, ‘
, ‘

:

+ (R
Ze ‘。· + T ! ,

一小
⋯

(3
.

3 )
尹
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。一 8

(
Zih

。 ,

1

一
I n

一
。、a。

,

+ h
。

)+
。:

(丝丛
一 , 。

李。。
a。

,

+ 、 )十 一
2 』

/ \ 刀 乙 I
(3

.

4 )

8)的0)1)
月仕
J

4

:
了‘、了.、沼雌
廿

4

.2、叮了、

对内解渐近展开的各阶项进行类似三维问题中的讨论
,

我们有
:

苏
。
= R 。+ T

。
二 2

成
。
‘弃

。e ‘“乙 + T
oe 一 ‘, ‘二 o

夕。~ 一 (R
。一 T

。

)

h
。
= 刀

。e ‘, L 一护
。e 一‘, ‘

从而
:

、.盆L

r
‘

尹

R
。

= e 一‘. ‘e s e庵L
·

扩

T
。
= 一 e ‘. ‘es e左乙

·

‘

9 0 = 一 Ze tg秃乙
·

i

h
。
= Z e se存L

·

i

(4
.

22 )

以及 :

‘. .产、、
,少‘.声、.了

内J滋任��口6(4(4协(4R , + r
, = C ,

R , e ‘专‘+ T i e 一‘. 乙 = 久
g , = 一 (R

, 一T I)

h
,

= R , e ‘份乙一 T : e 一‘. ‘

其中C : ,
C :
分别由

!
卜

l
么苏

: 二0

日J
:

~ 分梦
~

= 0
口刀

(在壁面上 )

;
:

一 2‘。。s a
·

戈+

粤
, n

合
““。, 1 + 。。

苏~ i
(R0 一 T O) 豆

‘

+ (充
‘十 r J

(4
.

通7 )

幼 》 l)

(豆 》 ; )

和

、

l
侣

!
么毋=

d毋
a元 (在壁 涌

_

上)

、.声OO,上
口

月生
了J‘\了..g.lee声

毋
;
一丝吐x。粤。、

a。
,
+ 、

。

兀 乙
(户

。

》 l)

古
,
一i (R

o e ‘. 乙一 T 。。 一 ‘. 石
) 百

2 + (R
: e ‘介乙+ T : e 一 ‘今‘)

所确定
.

下面我们用共形映照的方法求解口
,

C : 。

我们把 ( 4
.

1 7) 化成下面两个典型问题
:

(一百
:
》 ‘)

动
l) 一 。 ,

岑
一 。 (在壁面上)

( 4
.

诬9 )
!
、..2..护

l
、I‘.龟.f

盯尸
a牙

~ 1 (厄
*
》 l)

, 时护
。 , , ~

、

一 , : 二尸- 一 ~ V 诱 1 奋夕 生,
口S -

么苏尸二 0
,

日苏卿
口元

O (在壁面上)

颐户 2 1
. , .

一一
、~ ~ ~ 口口叫、

万 P :
(户

1
>> l)

,
口话畜

忍,

一代二二

一 ~ 1
口S ‘

( 4
.

2 0)

d户
食

、

》 l)



_
_ _

_
_ _ _ _

_

_
_

丝立查物兰丝些兰鳌二卫巡些燮塑卫竺逃时匹巫竺丛塑塑一—
、

.

塑
一

而 (4
.

1 8) 可化为下面的典型问题
:

△斑
u 二

。毋至
‘,

口元

口毋;‘
,

口户
:

二 O (右壁面上)

2 1
, 二 ~

, 、

~
‘

一一
~ 万一 气尸 么

刀 J)
汀 尸 2

(4
.

2 1)

、..,

!
、

!
。毋;

‘,

一a熟
(一茗

:
》 z)

显然
,

(4
.

2 0 )
、

(4
.

2 1)是同一典型l’ed 题
.

我们只需解(4
.

29 )和 (4
.

2 0 )
.

利用 Se h w a r z 一
Ch r ist o ffe l交换

:

z 一 ‘一

上犷
.

匹三垫迄壬i武
布 J 之 S

(其中根号函数取主值 那一支)把À 平面上通道的纵向截 面映成。平面的上半平面
,

应点用同一字母标出
,

(见图 4 ) 用班表示复位
.

(4
.

22)

变换的对

么
阶沂

“ ‘

先解 (4
.

1的
.

在¼平面的上半平面 :

豁
。_ _ 一

戳
, , _ 一釜{

。_ 二 一 (一 l’) (
一

令竺正鲁亚}
。_ 二

)一令

又由于。平面上无奇点
,

所以整个。上半平面就有一个 :轴方向速、为是
的速度势场

:

: .

; : 1) 一是
:

~~~~~

r
---

厂厂厂

lll
}}}}}
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把扭
。

22 )的积分计算出来
:

方 光 熊 顾 乏 士

Z = 代
一斌

~

歹二了 + 一

于
~ l
a r c “In

万

(其中斌
~

矛二了
, 。r 。 , ; 。

粤都取其主值那一支
.

) 不难发现
,

当 : 二 : 一 。*一 。 : (即 睿= 0) 时
,

5

, 2
‘ = 一 —以

刀2
+ l +

2

一
a r C

兀

1
S力一

. 这说明À 平面的万;轴对应于。平面的叮轴
。

而冲轴是等势线
,

所以万
;
轴也是等势线

.

因而
:

Cf, , 二 o (耳
.

2 3)

事实上
,

这一点从À平面的流线图 (图 5 ) 就能清楚地看出
。

这里不过从数学角度给于了验

证
。

再解 (4
. 20 )

.

在¼平面的原点
,

有一个强度为 4 的汇
.

所以

“

公⋯么
:

- - 下产一7 一一 7 ee ee

研 = 一兰1n 乙

从而

; 户)

一号
In !: !

为了写出 苏尸在A , C处的渐近式
,

我们先分析 In 亡当亨, 、+ oo 和户1
、 + oo 的性态

:

, :

{
; , _ + , 一几一 z , 一

令厂
0+

些怒更‘
:
一令

·

着
, n卜一

晋
‘1+ , n Z一 , (‘生” + OO ,

“” o ‘ )

2

‘, 0
士

“

因此
:

俐
” (A卜 一与

。‘ 二一鱼‘
‘, 0 + “ 、

一粤
, , + zn Z一 z

Z )!
; , _ + 。

一令“
· 2一 , , !万 i咔+ 加

(4
. 2 4)

(户,

一 l ) 。夸‘ _ 7
_

_ 7 _ 2l’ 介令
+
‘竺近 (恻生士 ) J ;

尸 1 ~ ) 十沉
砂 . 一 1 5
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一

里上
~

‘
、

厂蔽二了 一兰丫
汀 、

’ , ‘

2 , }尹_ 二 ~
为 一护 1 叼曰曰

In亡~ In
兀 _

万
一

P l

乙
(户

,

, + co
,

亡、 + , )

因此
:

“
2 )

‘C)
一号

, · :

由 (4
.

2 4)
、

(4
.

2 5 )可知:

苞、十 加

2
,

汀 _

二 一一
l fl 飞了尸

汀 名
凡咔 + ,

2 , 二 2
,

二 l
- 一—

I n 尸 l
一—

1 1] 花了 l
万 万 乙 君

(4
,

2 5 )
声i咔 十的

C尸
2

, , _ . 、 .

2
,

汀

= 一一U n 艺一 l) 十一 In
一

万
兀 汀 乙

_ 2 1

‘二; 二

一
J T正
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一 端 封 闭 的 情 况

从匹配的角度来看
,

一端封闭的孔洞与两端开 口的孔洞其匹配原理是一样
.

因此
,

我们

不准备对一端封闭的孔洞作一般性的讨论
,

而仅以一例来说明处理这类间题的方法
。

设 f ~ 斌r二亏
,

必
‘
二 e ‘否招。 0 . “ ; ““0 8”千 : 0 0 日 , , ,
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(l 一 g )

砂
1
二 R , J。(l一 奋) + T , Y

。

(z一 了)

这里 几
,

y
。

为零阶第一类和第二类 B es se l 函数
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九
,
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。
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长波在弯曲管道中的传播
-

一 I长波在变截面
一

孔洞中传播时匹配方法的应用
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