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摘 要

为了节省动态问题的计算量和存贮量
,

本文在〔1 6」的基础上
,

分析动态阻尼特性
,

研 究 阻尼

与材料
、

有限元格网尺寸或频率等定量关系
,

给出了最大模的估计定理及不同情况的推论
.

结合数值分析实例
,

论证阻尼对于动拉应力的影响是按模有界的
,
其影响值存在 正 负

.

这
一

说

明
,

只认为阻尼会使应力
“
一律偏小

”

的观念是不确切的
。

文中
,

进一步说明了速度有限元法的特点
。

文末附录了必要的数值计算成果
。

一
、

控 制 方 程

任一结构系统可看作为多质点系的祸合系统
.

任一有限元运动平衡方程可写成

m ‘戈‘+ 乙
。‘, * , + 乙 存

。, x , 二夕。(t) (l一)

或 M父+ e义+ K x = p (2
.

2 )

式中
,

M
,

c 和K是质量
、

阻尼和 (正定) 刚度矩阵
; p 是外荷载向量

; x
,

义
,

父是 有 限 元

的位移
、

速度和加速度向量
.

须说明的是
,

M为对角阵
,

K 和 M 是由单元刚度和质量阵直接

叠加成的
.

即

K = 乙 k
‘e ) ,

M = 乙 m ‘口 ,

(1
.

3)

其中求和是包括所有的单元
.

二
、

】{C⋯{“ 估 计

C的形式及正交性

侄振动问题中
,

常见的振型叠加法是研究特征问题的求解
。

在这种情况下
,

广义特征值

问题

K中= 入M巾 (2
.

1)

式中K和 M相应是有限元集合成的刚度和质量矩阵
.

特征值 几
‘

和特征向量 甲
.
是自由振频平方

(。 {)和相应振型向量
.

每个特征对以
‘,

甲‘)或 (幻
,

甲, )满足 (2
.

D ; 即
,

找们有

唐立民推荐
.
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K甲
。
= 几

.
M甲。

或 K甲, = 幻M甲,

用甲于左乘 (2
.

2 )并再转置得到

甲不K 甲
, 二几‘甲 :

’

M甲,

类似我们有

甲毛K甲
, 二 汽,甲飞M甲

,

利用 (2
.

4) 和 (2
.

5 )
,

我们得到

(几‘一几J) (甲洛
‘

M甲, )

即
‘

0

〔2
.

2 )

(2
.

3少

(2
.

谨)

(2
、

5 )

(2
.

6 )

甲军M甲
, = (2 7)

e o ll s ta n t

当 f今 j

当 ; 二 ]

按同样方式我们得到

当 i专少

甲百K甲
, ~ (2

.

8 )

场犷 当 i= j

类似用甲拭KM
一 ‘

)
“

作用于 (2
.

2 )且利用 (2
.

8)
,

我们得到

甲予
、

(KM
一 ‘

)
“
K 甲

‘
= 0 当 i今了

(n = l , 2 ,

⋯)

其次
,

用甲于(MK
一 ‘

) 九作用于 (2
.

2) 并利用 (2
.

7)
,

我们有

9 )

甲于(MK
一 ,

)
几M甲‘= 0 当

(h = z , 2 ,

⋯ )

(2
.

9 )和 (2
.

J 0 )概括如下形式

甲不
’

M (M
一 ‘
K )

”甲。
一 0 当

(b = ⋯
,

一 2,

因此
,

采用
L
川

‘互名,

c = M乙
。。 (M

一 ‘
K) ,

年 j (2
.

1 0)

(2
.

2 2)

-

z
�日.

钾�ii一今

我们有

当当甲不C甲
。
二 O

甲于C甲
, ~ e o n s t a n t

我们用

c = M乙
a 。 (M

一‘
K) ” ( 2

.

1 2 )

并
_

且

甲{C切
‘
~ 2氨。 ‘ 当 ( 2

。 1 3 )

式中系数
a 。 (b = o

,
、

,

2
,

3
,

)按R a y le i g h阻尼
,

我们有

或

a 。
+ a , 。矛~ 2占‘。‘

a 。+ a ;。了= 2省‘。‘

a 。
+ a , 。 {一 2占, 。,

和 a 、 ,

即得

忿
.

】凌)

( 2
.

15

因此
,

我们可求解 a0
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a 。== 2如。;。 ,
八。

, 一

卜。
‘
)

2与
al “ 阮千面了

} (2
.

1 6 )

其中
,

令 占
‘
= 右, = 占

,

由 (2
.

16) 我们得到

几( 争

a ;
簇邹

口In a X

一

赢不 }
(沈夕m l n

(2
.

17 )

2
.

1!C {1
一

估计

引理 1

令 K和 k表示总体和单元刚度矩阵
,

nylJ

}{K }}
一

( P m a 、 m a x
l}k

。

}1
。

(2
.

18 )

其中尸
m ax 表示节点周围最多的单元个数

,

此处
e 类指网格中N

。

个单元
。

证明
:

不超过尸 m 、、

个单元阵贡献于K中任一行
,

故 (2
.

1 8) 不等式成立
.

引理 2

任一 ;
阶正定对称单元阵 k

}}k }}
一

( 5 rn a x (k“) (2
.

1 9 )
谁

(i = 1, 2 ,
⋯

, 习)

式中儿
, ‘是 k 阵的对角线元素

。

(证明从略)
.

引理 3

若M和 m 表示总体和单元集中质量阵
, m

。

表示 m 的对角元素
,

则

l}M}}
一簇P m a 、

m a x (。:
e

) (2
.

2 0 )

(证明从略 )
.

定理 1

令K和 k表示总体和单元刚度矩阵
,

M和 m 表示总体和单元集中质量阵
,

。。

表示m 的对角

元素
,

则

1}Cl!
。
( P m a x

(a
。

式中C是R a y l。ig h阻尼矩阵

1 lla X

e

(。
。

) + a 1
m a x (百

。

m a x 介“))
e t

(2
.

2 1 )

a 。, a ;

由 (2
.

17 )确定
。

(证明从略)
.

推论 1

若所有单元刚度和质量都是同类型 且均质 的
,

则

}IC }}
。《a :

m a x (阴
e

) + a Z Io a x (m a x k . ‘)
口 召 ‘

其中 a ,
( P m 。x

占。 m a

x/ o m l:

a Z

( S
。 ·

P 二a x ·

占/ 。
。 , :

推论 夕

对于典型三角形元且尸
m a 、

簇8
,

我们有

(2
.

2 2 )
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},C }{
一

、僵一
, 仍。跳 }△。。

·

A二 , }+ 6 4 。 :

二 (八, ; + △, ; )

式中
,

练是最大厚度
,

户。是密度或不 同单元单位体积质量的最大值
,

坐标差的最大值
,

而

(2
.

2 3 )

△夕。 和 Ax 。是单元节点

E t二

4 (J一 v Z

)△

E (l一 v )t。

4 (1 + z ,

) (一 Z v )八

对于平面应力情况

对于平面应变倩况

!l
一一H

式 中
, 。

是波桑比
,

八是三角形面积的最小值
,

E 是弹性模量

勿
一

!朱 (h
。 = m a x ({△夕司

,

{△二。 })

那么

!}C }!
二

成7’, (h二)

其中 T 。 昌
一

。。, 仇。饥 + , 2 8 “ I

H

(2
.

2 4 )

(2
.

2 5 )

(2
.

2 6 )

3
.

数值实验

在定理 l 中
,

我们已经得到 !}C !}
。的上界

.

为了分析系统阻尼对应力的影响
,

我们研究了

坝体的应力
.

表 1 和表 3 给出有限元法动力分析的数值结果
.

我们的数值试验 (表 3 ) 指出

坝体下游表面最大主应力是 z g
.

o g k g /
em

Z

(坝基
, 19 6 7 , 7 , Zo E

一

w 记录 父(o) = 0
.

3 9 )
,

坝

顶最大主应力差大约是忽略阻尼情 况 的 30
.

9 肠
,

而坝底大约是 一 25
.

7肠
.

即忽略阻尼情况

下
,

坝顶部主应力 (拉应力) 增大 3 0
.

9 务
,

而坝底减少 2 5
.

7 肠
.

显然
,

阻尼的影响值沿坝垂

向是不同的
.

4
.

频率计算

在上节我们介绍了估计 }}C1 }
_ 的过程

.

值得注意的是计算。
m 。、

和。 mi
n .

在 自由振动问题中
,

基于基本振型的正交性
,

第 i 个自然频率可写成

。 :
甲万K甲

‘

甲万M甲
‘

或 。 {
应变能

一草石圆频率动能

(2
.

2 7 )

(2
.

2 8 )

若。 m 、: 、表示最小 (x s t)频率
,

则由 R a y le ig h s
原理

,

对于任一向量
,

则有
u ,

K u
/

u , M‘:势。Z m i: (2
.

2 9 )

由原始有限元法妞形成为上界时
,

序列收敛性可加以改变
,

即可构造如下逼近

2

例如
,

逐渐增加动能而不改变应变能
;

逐渐减少应变能而不 改变动能
;

我们选择改变动能
,

修正质量阵 M
。

是由质量阵M乘 以修正对角阵M‘
乘积得到

M
。
~ M。

·

M

M
d

” 1 1

M
二

今M ,

如果形成下界。二In
.

那么只要定义

(2
.

3 0)

(2
.

3 一)

若则
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M
。
= M奋

‘
M

式中 MJ
‘

是对角阵

若 M扩。 l
,

则 M
。

, M
。

表 1 说明桥梁振动的频率和振型
,

表 2 说
‘

明 a 。 , a ,

及其它数值结果
.

表 1 结构频率与振型计算(万 一 1 5)

义刃
-

哀一
~

一丁一一三 }

\黔 宋 } 山 1

!

二二翌二 {
一

竺2坚竺 {竺型生
{ ”

·

‘7 6 3
一
”⋯一

‘,
·

4 3 4U
一
“

⋯
“

·

“fi g o
一 ”

{
一 。

·

“8 0 7
一 ”

} 0
·

9 9 4 1 }一。
“Z T了一 ‘

0 、1 2

一
}一

一

—
) 1 ‘

} 。) 1 5

3 8
.

6 6 0 8 3了
.

14 6 5 } 3 1
.

5 3 3 9 8
.

89 15 7
.

7 6 6 3

0
.

67 5 5
一 1 1一 0

.

2 3 5 2
一 ”{一 0

.

1 67 0
一 5

臼-

份 5

封6

臼 7

翻巴

臼 ,

助1 0

份 1 1

日l 翻

臼 1 」

翻 1 ‘

翻 1 5

一0
.

10 50
一 5

一0
.

6 3 4 3
一 l

0
.

4 7 0 8
一 刁

0
.

4 5 1 7
一 3

0
.

17 6 6
一 2

一0
.

18 7 1
一 i

一 0
.

3 13 2
一 i

0
.

4 16 6
一 i

0
.

4 6 5 7
一 i

0
.

3 8 ()4
一 1

一 0
.

2 5 3 9
一 i

0
.

1 5 26
一 里

一 0
.

8 8 1 6
一 6

一0
.

匀5 1e
一 1

0
.

1 10 9
一 3

0
.

140 3
一 2

0
.

7 0 1 1
一 2

一0
.

2 0 9 9

一 0
.

3 5 2 9

()
.

4 72 2

一 0 5 3 1 1

(j
卜

4 3 6 6

一 0 2 9 35

‘J
.

1 77 9

o
·

4 5 3 6
一 “

}
一 0

·

‘3‘6
一 ?

0
·

”4 38
一 ’

}
一 。

·

4 9‘5
一 z

0
.

10 19
一 绍

卜 0
.

7 92 1
一 ”

0
.

9 8 69

一0
.

10 2 9
一 2

一 0 12 2 0
一 i

一 0
.

5 2 52
一 1

0
.

1 5 84
一 1

0
.

10 78
一 1

0
.

10 78
一 I

一 ()
.

57 0 9
一 1

0
.

了了了g
一 1

一 0
.

7 65 7
一 1

0
.

6 5 15
一 1

一 0
.

1 0 68

一 0
.

5 69 3
一 鸽

一 0
.

2 7 36
一 5

一 0
.

6 15 0
一空

一 0
.

2 63 3
一 3

一 0 7 82 7
一 3 }一 0

.

1 23 4

一 0
.

20 7 7
一 1

一 0
.

1 2 60

0
.

3 60 8

f〕
.

4 5CI

一 0
.

3 0 76

一 吸一 2 2 74
一 ,

0
.

3 2 35

一0
.

4 6 10

0
.

4 7 0 8

一 0
.

1 40 8

0
.

2 4 37
一 生

0
.

4 75 4

0
.

6 8 13一

0
.

4 34 0

{一 0
.

1。。s

⋯
一。

·

3 56 ?

⋯
。

·

“, 6 9

,

0
.

4 7 9 1

一 0
.

5 16 5
一 2

一 0
.

6 1 18
一 z

一 0
.

8 0 9 8
一 ,

一 0
.

6 12 4
一 z

0
.

40 3 6
一 S

0
.

7 83 fi
一 2

一 0
.

7 96 2
一 3

0
.

9 32 4
一 4

0
.

3 8 18

一 0
.

6 19 4

一 0
.

1 96 0

0
.

2 90 6

0
.

5 45 4

0
.

37 5 3

0
.

89 2 8
一 i

‘J
.

6 9 0 9
一 l

0
.

99 0 6

一 0
.

6 4了1
一 1

一 ()
.

4 16 2
一 1

0
.

14 1 1
一 5

0
.

2 10 3
一 2

一 0
.

17 0 5
一 3

0
.

1 7忍乏{
一 ;

0
.

13 0 8
一 z

一 0
.

6 6 8 0
一 2

0
.

2 87 7 一 1 1

一

0
.

‘4 4 3
一 1 ;

0
.

7 2 11;
一 ]

0
.

4 0 8 5
一 i

0
.

8 6 7 3
一 2

一0
.

7 7 8 1
一 i

一0
.

72 5 3
一 1

0
.

5 5 12
一 只

0
.

3 89 6
一 2

一 0 14 1科
一 ‘

一 0
.

2 32 0
一 3

0
.

2 10 6
一 4

一 0
.

2 34 9
一 ,

一 0
.

2 18 6

0
.

4 37 0

0
.

55 8 4

0
.

5 2 5 3

0
.

37 3 5

0
.

14 8 1

0
.

2 2 7 8
一 ,

卜
.

8 8马3

0
.

9 9 4 6

一 0
.

了性9了
一 1

0
.

2 40 3
一 9

0
.

12 6 9
一 2

一 0
.

3 b 48
一 ‘

一

0
.

4 8 9 8 ,

0
.

3了1 7
一 S

一 0
.

3匕9 9 ,

一0
.

lf 0 6
一 i

0
.

32 0 1
一 1

0 4 0 7 1
一 1

0
.

3 8 1 0
一 】

0
.

2 6 9。
一 ,

0
.

10 9 3
一 i

0
.

16 2 2
一 2

一一
~ 一- 一

甲

一~ - ~ ~口~ .

三
、

逐 次 逼 近 速 度 元 法

基于阴尼分析启发我们
,

为了节省逐步积分动力问题的计算量
,

以速度为变量的速度是

法是值得注意的
.

在每个时刻 t。 ,

相应求解边值问题
.

但在无阻尼和集中质量阵情况
,

解是显式的
‘

即不

必求解代数方程组
.

如果我们忽略步长的高阶项
,

我们可构造简化显式格式
:

u 石
‘’= 。M

一 ’
p

。

一 a M
一 ‘
K u , 一 。

+ u华
2
+ a u 矗粉

2

u篇
2 ,

= M
一 ‘

(P
,

, K u 。 一 :
一 △t K u孟七

2

)

u
二

= u
。 一 2

+ 口△t u孟甘
:

(3
.

1)

、..I
J

...z夕

式中
a = 6△t/ 6 “

6 ,

遏近算子谱半径是
p (滋) = l+ O (八t)

稳定条件是

△彻 < 斌了

对于任意阻尼系统和非线性情况
,

此格式可作为得到较好的迭代初值
.

下迭代格式
“”’

(3
.

2

(3 3)

即我们可构造如
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表 2 不同振型及阻尼比情况下的阻尼系数计算结果
. . . . 目. . . . . . . . .

~
J

一
~ -

,

一
山‘. .

.

一一
. . . 曰护. . 口. 目. 口 . . . . . . . . . . 口 . . . . . . . . . . . . 口 .

一
一

‘

~ ~
-.

. 一
‘ ‘

曰创 . .

. . 旧. . . . . , . ‘曰.

~

一

⋯
一⋯一六

一

二

⋯

⋯⋯⋯
⋯

⋯
·

⋯⋯⋯⋯⋯
一

⋯⋯⋯{
⋯

⋯⋯⋯⋯⋯⋯

省~ 0
,

1片

0
.

3 5 4 9
一 2

0
.

3 6 1 5
一 2

(〕
.

3 70 7
一 2

0
.

3 7了9 一 z

0
.

3 8 3 1
一 2

0
.

3 90 6
一 2

0
.

3 9 9 4
一 z

0
.

4 0 6 5
一 2

0
.

5 7 3 2
一 2

0
.

5
’

了6 2
一 2

0
.

6 8 10 一 2

0
.

6 8 6 4
一 z

0
.

与9 2 2嘴

0
.

6 9 9 6
一 J

0
.

6 10 3 一 2

呼‘n曰n�亡nRd氏U八On�O盯
. .‘八n峨.几OUO口e引1

nJ
]
,人左‘J吮n‘心Uno左‘八0OUQU丹0OU通

孟六J,‘2nUO
UcCt通,�勺‘In”n
。On八O

......

..

....-

:
6�b�匕�匕�勺漫�月任4
n乙,白几‘,‘,二
.1J.二1

.

8 0 5

1
.

7 7 6

1
.

7 3 6

1
.

70 5

1
.

6 8 1

1
.

6 4 8

1
.

60 8

1
.

57 6

0
.

76 3 2

0
.

74 7 3

0
.

72 2 2

0
.

0 93 5

0
.

66 2 7

0
.

6 2 3 1

0
.

56 5 4

0
.

1 35 5
一 2

0
.

1 38 4
一 2

0
.

14 2 4
一 :

0
.

14 5 6 一 2

0
.

1 4了9 一 2

0
.

15 13
一 2

0
.

15 5 3
一 2

0
.

15 8 5 一 2

0
.

2 4 0 3 一全

0
.

2 4 1 9 一 2

0
.

2 4 4 4
一 2

0
.

2 4 7 3
一 2

0
.

2 5 0 4
一 2

0
.

2 5 4 4
一 七

0
.

2 6 0 2 一 2

0 4 0 6 5
一 “
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表 3 坝面a y

沿高程分布 (不同阻尼情况)

单元代号
a o 一O
a l = 0

a o = 2
.

9 8 7
a l ~ 0

.

5 9 1又 10
一 3

阻尼影响
À 一¼

阻尼影响

½ 十 » 形
备 注

0 { @ ⋯ ½

坝 顶 } 1
·

28 6 0
.

3盯4

À

30
.

9 影响最大

月任nJ八t]月1�O丹0nD几幼nJ叮己
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.
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.

6 6

4 6

3
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了

一 1
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了

一 6
.

4

一 9
.

8

一 12
.

8

一 15
.

1

影响最小

54340449881四59515671900349725113909503511314145149

一一一一一
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8 8 86

3
.

6 9 7

6
.

3 0 1
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2 8

10
.

4 3
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⋯⋯
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..

⋯
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26516277055605T442

1
.

1 2 8

0
,

9 8 47

10152437T75466113130145165205230255304335371404

⋯
l飞守

注
:
震动时刻 t~ 0

.

21 5S ec (坝身呈现最大拉应力时刻 ) 株 ~ 18
,

S ~ 6
,

p 。

V
。 + ; == Q + G

O
V

。

对于线性情况

△v
。十 1

= q + G
;
△v

,

对于非线性情况

V 表示速度函数
,

G
。

和G
,

表示迭代矩阵
.

△V表示速度增量
,

Q和q表示荷载和荷载增量
。

可以证明

若 G = . + MC 是正对称正定
,

则集 {△V
,

}收敛于解 {△V }
,

即

lim }}△V
,

一△V }}, 0

= 0
.

24 7 ( T
一
M

一S e e )

( 3
.

4 )

( 3
.

5 )

(3
.

6 )
璐‘ . 。。

,}Av一△V }1《
个

,,△v
。
一 A v }1 ( 3

.

7 )

这个关系式说明
,

若△V
。

靠近△V 或最小特征值是较大的
,

则收敛是快的
。
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