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摘 要

本文将哈密顿原理推广到最一般的
、

变质量非完整系统
,

得出变质量非完整系统的 哈 密顿原理
,

并给出了实例
.

一
、

引 言

非完整系统动力学
‘’, 忍, 3 ’是分析力学的一个重要分支

,

至今已有百余年的 历 史
.

著 名的

非完整约束的经典实例有可
a n 二 。 r 二 H 一

Car at heo dor y 冰刀问题
。

这个模型得到了广 泛的应用
,

例如
,

在求积仪中就利用一种边缘锋利的刀轮
.

凡带有滚动轮子的系统 (如自行车
、

摩托车
、

汽车
、

飞机起落架等) 在一定的简化条件下均可视为非完整系统
。

这就使非完整系统动力学

具有了很实用的意义
.

随着科学技术的发展
,

约束概念本身也有了推广和扩充
.

例如控制系

统
,

就可以看成是具有约束—
一般为非完整约束—

的系统
。

近年来
,

非完整系统动力学

的理论还被广泛应用于理论物理
、

电工学
、

近代微分几何以及飞机
、

流体机
〔毛’和一般链式系

统 (如人体模型
、

操纵器
、

机械手
、

开路机构及电缆和天线的有限节模型等 ) 的研究中
〔“’。

因此
,

对非完整系统的研究除了具有理论上的价值外
,

还具有日益重要的实际意义
。

由于空间技术以及其它工业技术的发展
,

变质量系统动力学的研究越来越显得重要
.

喷

气飞机
、

火箭
、

卫星
、

航天器等一般都是变质量系统
,

而且其中许多是变质量非完整系统
.

运动中的车辆
,

由于燃料消耗或喷射气体
〔“’、 液体等物而质量不断地减少

,

就是一种变质量

非完整系统
.

综上所述
,

力学系统质量变化是一般情况
,

而质量不变仅是它的特殊情况
.

变

质量系统的有关结论自然适用于常质量系统
。

所以
,

对变质量系统的研究具有更 普 遍 的 意

义
。

本文将力学普遍原理之一的哈密顿原理推广到变质量非完整系统
.

它是这一原理的最普

遍的形式
,

其它如变质量完整系统哈密顿原理
,

常质量非完整系统哈密顿原理和常质量完整

系统哈密顿原理都是它的特殊情况
,

可由之推出
.

由此原理可导出一系列变质量系统的运动

方程
,

诸如推广的费瑞尔斯 (F e r r e r s ) 方程
〔8 ’、 推广的伏龙涅茨 (B o p o a e u ) 方程

〔. ’、 推广

的查浦雷金 (耳a n 二。限
H ) 方程

〔川
、

推广的拉格朗日方程川
。

荟 汪家诛推荐
.
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二
、

变质量非完整系统哈密顿原理的H 6 ld e r形式

研究变质量质点系S
,

它由刀个质点尸 , (刀= l
,

⋯
,

N ) 组成
。

在瞬时 t
,

尸, 的质量为。那

在瞬时 t+ dt
,

从P , 中分离 (或并入) 的微粒的质量为d 。 ,
.

设S 的位形在惯性坐标系R 苦
中由

广义坐标 q ; ,

⋯
, q 二

完全确定
,

在一般情况下我们有

。 , = 阴 , (口
1 ,

⋯
, g ” ;

食
, ,

⋯
,

咬
, ; t) (刀一 z

,

⋯
,

N ) (2
.

1)

尸, 在R 补
中的位置矢径可表示为

:

护, = 护, (q
l ,

⋯
, q 。 ; t) (刀= 一,

⋯
,

N ) (2
.

2)

对于S 中的每一个质点尸, ,

可写出变质量质点的动力学基本方程
:

户, 一 m , 节, + 芒, 爪, = o (刀二 1 ,
⋯

,

刃 ) (2
.

3 )

这里户, 是作用在尸 , 上所有力的合力
;
如是从 p , 分离 (或并入 ) 的微粒 相 对于 尸, 本 身的速

度
.

用虚位移占礼与上式取标积
,

再从 1 到N求和
:

乙 (户, 一 m , 护, + 爪, 芒, )d尹, = o
(2

.

4 )

这就是变质量质点系的动力学普遍方程
.

记dT 为某一瞬时由于运动变更而引起的系统功能的变更
,

则
:

N N

。犷一。
(冬艺

。 , *言卜乙 (
。 , , , 。*+ 冬, 丢。。 ,

、
、 2 二钾

一 ’ “
一

“

/ 兰吮
J

、
’“

一

“ -

一 2
‘

“
一 ” “

,’

一 夕. 1
’

声· 1
、

~

利用变分与求导可交换的性质
,

由上式右边两项分别求出
:

(2
.

5 )

么
二 。二

d , 六
二 。_ 、 六

, 二

二
二 、 。 _

山 m 声r 声o r 夕= 函气山 m , r , o r , )一 白 、m , r ”一爪, 丫, )O r ,

夕. 1 一声. 1 声. 1

(2
.

6 )

枷
, 一

合叙户补鄂
。!

, ‘
尹 一 J

)
一

系
“占“‘

(2
.

7 )

式 , J‘一

器(粼豁
一

斯剖
尸 一 ‘ 护 一 .

将(2
.

6 )和 (2
.

7) 代入 (2
.

5 )
,

经整理后得
:

(2
.

8 )

d T + 兄 J‘d g ‘= 瓢乡丙、
声+

凌
P 一 孟

乙 乙端
‘一 l 夕一1 架令

占、
‘

」

一 乙 (m , 护, + 爪, 会, )d护
,

(2
.

9 )

将上式等号两边同时加上相同的两项
;

d T + 刀 (户, + 所寿)汾 , + 乙 J
‘

匆
‘ - 丝「

d tL
乙 。 , , , “‘, +

夸乙 乙宁

声. 1 一 i二 上 产. 1

;
留

“。‘

]
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+ E (户, 一m 广
, + m 声 , )汾 ,

式中兹, 二礼+ 办为从尸 , 中分离 (或并入) 的微粒在 R 势
中的绝对速度

.

根据方程 (2
.

4)
,

上式

等号右边第二项和式为零
,

所以

dT + E (户, + 爪, 厅, )占产, + 乙 J
‘
占。‘

d , 咨
二 。二

= 沂、山 邢 , r , o r 尹

声一1

.

一 们 l 二 ,

口济刀 。

十扣 介万
r 云万不

~

oq
‘

, . 二 P . 1 ~

将上式等号两边从 t:到八积分
,

并设

d。‘I
‘二 : , 占。。卜二

:
二 o

于是由

(i~ x ,
⋯

, ”
) (2

.

JO)

咨 时
, 。

_

o 丁’一台
~

西示
~ 。q ‘ (刀二 l ,

⋯
,

N )

可得

d产, }
: · , : = 占护, !

:
一

:
= o (刀二 l ,

⋯
.

N ) (2
.

I t)

这样就得到

名 (户, + 协, 百, )占产, + 乙 J‘占、‘ d t二O (2
.

22 )

如果系统是保守的
,

则

艺户
,

·

介 , = 占U (2
.

1 3 )

这里U为力函数
。

另外

艺爪声
,夕 , = E 南声 ,

乙会
。 -

乙 K
‘
占q

‘

(2
.

1 4 )
夕一 I t 一 1

式中

万 , 山

K ‘一

石
爪声

借
= E 爪, 凉,

a护声

a女
‘ (2

.

1 5 )

将 (2
.

13 )
、

(2
。

一4 )代入 (2
.

12 )式得到

(2
.

16 )n
一一

d
, .
.J

小
。O

J+K
才

‘、

·

乙f-l
+U+T

声

才、。O
r..L

矛‘二
..

�

I
J

这个式子对完整和非完整系统都适用
.

所不同之处在于
:
对完整系统而言

,

所有的 匆
‘
都 是

独立的
;
而对于非完整系统而言

,

匆环全是独立的
,

它们要受非完整约束条件的限制
.

设非

完整约束方程是关于空
‘的非线性方程

:
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t) ~ 0 (l= ⋯
, r < n) (2 一 7 )

且切达也夫条件
〔川得到满足

,

于是匆
‘要受方程组

么 口厂
: 。

乙去全
二占g

玄
= 0 (l= z ,

⋯
, r )

洲 ”Q
‘ 一 ’

‘

的限制
。

在线性非完整约束的情况
,

(2
.

1 7 )可写成

(2
.

1 8 )

乙 A : ‘

咬
‘
+ B ‘= o (z~ 一,

⋯
, r

)
‘一 1

(2
.

19 )

此时匆
‘要受方程组

艺 A : ‘占q O G = 1
,

⋯
,

r) (2
.

2 0 )

的限制
,

这里A : ‘,
B :
均为q , ,

⋯
,

如和 t的函数
.

由于在导出 (2
.

16) 时
,

采用了H 6 ld e r的观点
〔‘“’‘“’, 即对 所 有的广义坐标

,

下列交换关

系成立
:

d
。

oq
‘= 沂oq

‘
。= l, ” 川 (2

.

2 一)

所 以
,

(2
.

1 6 )式称为变质量非完整系统哈密顿原理的H 6 1d e r
形式

。

若令L = T + U 为拉格朗日

函数
,

则 (2
.

16 )式也可写成

(2
.

2 2 )八U
一一

d
, lesJ

价
n
OJ+K

,

乙问
+dL

rse
‘L了...碑

设岁是q , ,
⋯

, q 。

和 t的某一函数
,

而 当下列条件

乙 (K
‘
+ J

‘

)占g
‘
= d 岁 (2

.

2 3 )

成立时
,

则令L 朴 = L + 少
,

则 (2
.

22 )式可写成简捷的形式
:

{
‘’ d : 、 , 一 。

廿
t l

如所周知
,

就非完整系统而言
,

积分运算和变分运算在一般情况下是不能交换的
,

般情况下
,

变质量非完整系统哈密顿原理不能写成形如

(2
.

2 4 )

所以在一

哎脚
‘一 。

(2
.

2 5 )

的驻值作用量原理
.

但是对完整系统而言
,

积分运算和变分运算是可以交换的
,

所以 (2
.

2 5 )式对完整系统是

成立的
.

若再定义

S一丁L 关d t (2
.

2 6 )

为变质量完整系统的哈密顿作用量
,

则最后得到

ds 条= 0 (2
.

2 7 )

上式说明
,

当变质量完整系统的主动力具有力函数U且满足 (2
.

2 3 )式时
,

系统在某一时
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间间隔内的真实运动与同一时间间隔内具有相同起迄位置的可能运动相比较
,

沿真实运动轨

迹的哈密顿作用量具有驻值
.

利用 (2
.

10 )
、

(2
.

2 0 )
、

(2
.

2 一)
,

从 (2
.

2 2 )式容易得到

广[粼杀器
一

器
一兀一‘

。

)标孙
一”

. 1
一 ‘

(2
.

2 8 )

再利用拉格朗日未定乘子法
,

可以容易地推出

d 口L 口L 二
, .

么
。 ,

、

芍汽
~

下压二
~

一
一万 ,

~

一 八 ‘一 J ‘十 之习
从人“ = U

u r o 任‘ 0 9 ‘ 万二
(i == l ,

⋯
, n

(2
.

2 9 )

这是推广的变质量系统的Fer re rs 方程式
.

它与 (2
.

1 9) 结合
,

共
n + ;

个方程
,

可决定 q , ,

⋯
,

如
,

兄
; ,

⋯
,

击共
n + r

个未知数
。

这里几
: ,

⋯
,

不是未定乘子
。

对完整系统而言
,

可得

d 口L 刁L 0
. 二

一 , ; 一

二二
~

一
一 不一

,
一

= 八
‘
十 J ‘ 妙 = 1

,

⋯
,

n)
a 才 口住‘ o q ‘

(2
.

3 0)

此为推广的变质量系统拉格朗日方程
。

例 1
.

图 1 表示由质量为m (t) 的飞行器简化得出的

质点 尸在惯性空间中运动
.

广义坐标为 x
,

夕, 二 ,

于是

n = 3
。

设

才p = 业噢吐鬓〔土攀鱼
一 (* ;

骊
+ *朴

M 劣
艺

+ 刀
乙

十之‘ 图 1

式中了(O为某一给定的时间 t的函数
右, = 会, = 石 + 盯+ 派

盯p = 才p + 右p 二
f (r)(x 万+ y了+

:
万)

斌扩 + 少 + 矛

K
二
= 耐 (t) 刁斌牙千沪千万

犷 ,

K
,
= 耐(t) 洲斌乎干乎干乎

K
:

= 滋f( t) 刀斌万千7 不牙气J
二
= 了

,
= J

:

= 0

乙 凡如
‘= K 沪二 + K ,

句 + K
:

灸 = 鱿耐 (t) 澎了千公厄千百玉〕

梦= 爪j( t) 斌又拜了干了

取 O二夕平面为力函数的基准面
,

于是

T + u = 冬
。 (*

2
十夕

2
+ , )一、

:

‘

: 一 {
‘2

「令
。 (*

2
+ 、

2
+ * 2

)一 。。: + * , (, )斌 牙百石万石
玄

1、
,

J 里

“
J

一
孟1

系统是完整的
,

由 (2
.

2 7) 有

「去
一

m 脚 + 夕
2
十约 一 m g : + 耐 (t)

入 牙至有拜分仙、
“

J

口目‘.舀

土‘矛‘
r

l
.

。
O



282 戈 正 铭 程 混 禾

例 2
.

图 2 所示系统中
,

半

径为R
,

质量为M 的两只相同的

均质圆盘 D
,

和 D
:

装在 长为 Z R

的轴的两端
,

它们可 自由地绕轴

转动
。

在D
I

和D
Z

的中心处分别有

一变质量质点尸
,

和尸
2 ,

质量分别

为 。 ,

(t )和 m Z

(t )
.

该系统在倾斜

角为e的平面上作纯滚 动
。

设 尸:

和尸
:

点的速度分别为甘
:和访: ,

且
荻,
二 e ,

(t)苏
2
+ 访

, ,

订:
~ c Z

(t)五
2
+ 寸

2 。

c ; , c Z

为才的已知函数
,
苏

: , 充2 ,

流。为 固 定 在杆上的右 旋直角坐

标系的单位矢量
,

耘;

与杆的轴心线重合
。

取下列坐标
:

转轴中点在O勿平面上的投影的坐标二 , 刀,

D
I

和几绕转轴的转角势
1

和沪
2 ,

转轴在O x y平面上的投影的方向角必
.

由D
l ,

D
Z

作纯滚动的条件可得
:

势
: = 势

,
+ 2济

,

夕= 夕(娇
,
+ 踌)

sin
劳

,

乡二一 R (价
:
+ 娇)

e o s
功

上面的第一式表示完整约束
,

第二
、

三两式表示非完整约束
。

于是 n = 4 , ; 二 2 ,
存= 2

.

取广

义坐标为二 , 夕,

叻;和必
,

则有

寸
;
= 一R 娇

,

爪
,
寸: = 一R 梦

2 苏:
二一 R (价

:
+ 2苗)万

2

犷 一

遏
一

MR
Z

峨 + ‘: ) +

专MR 砂 +

合
。1

俨‘: + 音
? 2

尸‘,

一

省
一

‘3M + m l
+ 。2

) R
Z

* : +
(替M + 2 0 2

)
R

Z

‘
2
+ ‘3M + Z m 名

)“
·

‘
1

‘

U = (ZM + 。
;
+ m Z

)夕(x sin o一 R e o so) + (m
l
一 m Z

)g R s in oe o s
功

K , 二 一ZR 爪
2

(c
2
一 R 势

,

一ZR 话)

K , ,
= (R 娇

;
一 c ,

)而
, + (R 势

,
+ 2而一 c Z

)肠
2

K
二
二 K

, = o ,

J
二
~ 几 = 凡 = 人

,

= O

将诸式代入 (2
.

1 6) 式即得系统的哈密顿原理
:

J
“

l音
(3M + 。 ;

+ m Z

)R
Z

‘
1 2

+ (
毕M

+ 2 0 2

)R
么

‘
2
+ (3 M + 2 0 2

, R
!

‘
1

‘

+ (。
,
一。

2

)g R s、n o c o s必+ (ZM + 。
,
+ 。

2

)。(二s ; n 。一 R c o s“)
」

+ 2
而

2

(R *
1
+ 2哪一 c Z

)“功+ 〔
R ‘沪

1
一 c ·)‘

1

+ (R o
l + 2娜一。2

)“
2

〕
。,

工

}
d ‘一 ”

三
、

变质量非完整系统哈密顿原理的Cyc 几oB 形式

由 (2
.

工9) 式
,

我们将 宁
, ,

⋯
,

今
。

中的
:
中以其它k个线性地表示出

,

得
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寸, + : = 乙 h‘
,

寸
,

+ 八,
(l= z ,

⋯
, r

) (3
.

2)
8 一 1

式中

为
:

爪
e ,

爪均为ql
,

⋯
,

q
,

和 t 的函数
.

由上式可得非完整的约束加在虚位移 上 的 限 制条件

占口。
+ ‘
二 E h‘

,

乃叮
a

(I= 1
,

⋯
, r

) (3
.

2 )
8 一 1

利用 (3
.

1) 式将系统动能 T中的寸
, , : (l= l ,

,

二 ,

r) 消去
,

即

T (q
, ,
⋯

, q
。 ,

4
: ⋯

,

咬
, , t) = T

若

(q
, ,

⋯
, q , ,

空
, ,

⋯
,

女
。, t)

于是有
:

(3
.

3)

日T 朴 日T
~

不石=
、

琢

aT . 日T

日q ‘ 口q ‘

+ E
- aT

l一 I
a咬

。+ :

a今
。十 :

日寸
a

aT
.

六 aT

=
- 不二 一 十 2曰

、
二了一

~
-

O q
s

不二 a q 舌+ ‘

一
h : 。

+ 乙
l 一 1

aT 日今。
+ :

a寸, , : 日q ‘

由此得
:

日T a空
。 十‘

口食
。 + : 日q ‘

(3
.

4 )

,

乙间
一

势一八
.

勺一O‘内曰通一口

一一
aT�吟一十

丁了一希内d一
.

9!一a

,

乙l-1
一

*�
卜s尸一

.

0上
,

日一口a�.

一一
T一
卜

卜J扎一
。

O一日一致
.

(一口

又

占T =
二 产

。 .

么
六

一

而; “中 十六
d咬

。
+ 乙

aT

日空, + :
d女

, 十 .

标丝aqa

将 ( 3
.

4) 代入上式得
:

二一

户箫
。‘+

户争
“
·

5)+ 云 口, 一乙 h: a
占食

,

忍一 l

aT

a受
: + : 恤一户盎与 口 一 王

)

在上式中

a犷‘
。 .

么 ar , 。 ,

万互丁
o q ‘十六

~

石石
O璧

‘二占T 朴 6 ):
Q口q口

了.、
‘.r、

,

乙,-1

d女
, + : 一

a咬
, + : : _

一不丁一一U 甘‘-0 甘‘
乙 h: 。 占空

。

音一 l

”

乙f-l

杀
。g 。

一 (卖会
。、

·

+

鑫
·

黯
“g一 )

一

户
”: ·

爵
‘。

·

一

杀(户
“‘

·

。、
·

)
一

(户
一

箫
一

6qa +

石石
日q

瓮
‘, · ““

·

)
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d l 六
, 。

、
.

么
,

一沂、六
”‘·o“

·

)+ 六
“ : · o。·

彻
1

.

seJ甲

八儿
a壹

。+ ‘

口q 。
一乙

J . 1
一

了九
r.盆L

= 乙
日今

。十 :

aq 。 + ,

户[
‘

:

一鑫会
。一器

一

户
”, ·

(户斋
。
‘ +

念)〕
“。

·

= 乙 A言
+ ‘占口

s

(3
.

7)
8 一 1

月毖“垒人
: 。
一 乙 一 兄场

,

七

(石
日h“ 二

日h
z

石万一一 q ‘十下丁一
一

U 甘七 + 了 U 甘七 + J ) (3
.

8 )

夕一 1

乙“一口�日一日

一

.

咖
.一‘

。

儿
一口‘

.

九入钊盯
�

d己
l (

如果将 ( 3
.

6 )
、

( 3
.

7) 代入 (3
.

5 )
,

则得

占T = dT 关 + 兄 E A乡
+ ‘j q

s

( 3
.

9)
正一 l

aT

日食
。 十 :

召 一 l

设约束是平稳的
,

则 ( 3
.

1) 中的h
:

消失
,

( 3
.

8) 可简化为
:

心
+ ‘= 羌

‘,
一乙

a人“
,

晌

不丁一璧
O g a

含 于

。
一乙 乙 几扣

a hl‘

才一 1 妞. 1 J o l

百二
- -

一一q ‘
U 甘k + 了

( 3
.

10 )

在实际应用时
,

A竺
’ ‘
并不需用 (3

.

5) 或 ( 3
.

1 0) 来求
,

我们可将 ( 3
.

1) 写成

,
‘一。

, + : 一

(乙 h : 。

Q
。

8 一 1

+ “)
一 ”

(l~ l
,

⋯
, r )

对上式取变分
,

便可得到
:

”f
: 一 ““

,

一
d

(刃
“! ·

“
·

+ “‘

)

= d空
。十 ‘一乙 人: 。占壹

。
一 兄 艺 h ‘

,

咬
,

十

�匆
丹 一 1 落一 1

旦
~

了
J q ‘ 火 )

乃。‘

= 占4
。 , ‘一乙 人: a

dQ
,

一乙
B 一 1 ‘一 l

a奋
。 、 :

口q ‘

二 乙 A言
十‘d q :

J 一主
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可见
,
占f

: 表达式中占qa 前面的系数便是对应的 A竺
+ ‘.

例 3
.

质量分别为。
;

(t )和 m Z

(t )的质点尸
l

和尸
2

由一根具有不变长度 21 的细杆联结 (图

3)
.

设该系统在铅垂平面O x y内运动
,

杆子中点C的速度必须沿杆子方向
.

取广义坐标q : = 吞

口2
二 x , q :

= 夕
,

非 完整约束方程为
:

珍二分tg功 l夕

于是 n二 3 , ; = l ,
k = 2 ,

由上式得 l
r

尸入

J夕= 奴tg诱
,

f
,
= 夕一分t鱿功~ O

d

OI
, =

~

刁了
、

。夕一 o ‘劣t g 价)

= 一分sec 举邹 + 踌
s ec

Z

功d x

所以

A犷
+ ’== 一夕s e e Z

必
,

A 雪
+ ‘= 班

se e Z

必

利用 (5
.

1 )将。 , ,
右, 中的食

, 十 :
(l= z ,

⋯
, r)消去得

。言= m 节(g
; ,
⋯

, g , ,

空
, ,

⋯
,

食
。 , t)

心笼才

寸盆= 寸落(口
, ,

⋯
, g

, ,

令
, ,

⋯
,

4
。,

t)

乙 K ‘d q

沼. 1

a诊夕

乙 兄 示声 ,
若争

‘. 1 声. l u 生 咨

乃q
‘

介 刀

= 艺 乙 爪知 ,

a 一 1 夕一 l

会
。q

·
+

户鑫爪知 , 、豢介匆
, · ‘

含 万 _ 一

一

刀好
‘知《瓷

+
共二扭一 h

z ,

d q
含+ 考

日诊声

)
“、

·

必 刀

乙 乙 爪扣 ,
若葺李匆

,

s 一 l 声. 1 . 性 8

a寸言

= 乙Ka 匆 (3
.

1 1)

这里

,

= 艺
夕
目 l

、
,

黔 (3
.

12 )

同样可得

乙 J‘d。。= 乙 J萝J。 (3
.

2 3)

这里
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‘卜 音
一

嚷乡
:

2

票 )
-

护 ‘

万
_ ~

、一 , 二扩了 口阴万

“
口 夕
、
一

百石丁一
声. 1 省 -

.

么 am 育

十 之
刁 ,

不万 0 9 含 + 忍

”: ·

)〕 (3
.

14 )

将 (3
.

1 1)
、

(5
.

1 3 )
、

(3
.

9 )代入 (2
.

2 2 )式就得到

尔
“
(T*

+

U)+ ag(鑫箭
, , 一 +

一

g
·

+ J :
)
“q

·

」
d ‘一 。

(3
.

15 )

在本节中
,

在导出 (3
.

15 )式时仅应用了关系式

d
。

O q
B

= 丽
O q e Ls = 1 ,

‘

” , 尺) (3
.

16 )

即求导和变分的交换性仅对独立的变分匆
,

适用
,

这是 A pPe ll 和 C y e 二。。的观点
〔‘毛, ‘“’,

所以

(3
.

15 ) 称为变质量非完整系统哈密顿原理的 C”二
。形式

.

顺便指出
,

当非完整约束方程是

非线性 的(2
.

17 )
,

而切达也夫条件成立时
,

类似地可推出 (3
.

1 5 )式
.

从 (3
.

15) 式可容易导出变质量非完整系统的BoP
。二玖方程

:

d aT 斧

d t 口奋
。

a (? , + u ) 吞 a(r ‘ + u )
; .

启 aT
, 。二 , .

0
. ; ,

一

—
== 2

口一 - 一万 一—
n 加 州

~
Z 司 气砚犷一一

一
,

“性 歹 寸
.

1 、 8 月~ J s

a q
s

i二 a q 考 + ‘
i二下 o 甘七 + 忍

上式中 如 果 T 气

二 , r o H
方程

:

口U

日q , + :

(￡= z ,

⋯
,

k) (3 一 7 )

及hl
:

中不含q 。 + , (l= l ,
⋯

,

r)
,

则得到变质量非完整系统的 耳a n -

d 日T 朴

d t a4
。

a (T , + U ) 吞 。u
; .

吞 。T
一

一

一不
一 一

—
= 2 二 石甲一—

召忍, 月~
2

月 二蔽可一
~

—a q
s

;二 o q 专+ ; 丁二 a 甘七+ 王

A 少
十 ‘

+ K
,

+ J曹 (: = 1
,

⋯
,

寿)

例 4
.

图 4 表示一平面追踪曲线
.

q 点按已知 规律 O Q

为m (t) 的质点尸在铅垂平面内运动
,

其速度 寸,
始终指向Q

,

整约束方程为
:

(3
.

18 )

= 占(t) 沿水平轴 O x 运动
,

质量

取广义坐标 q 、
= 二 , q Z

= 夕
,

非完

于是
”一 2 , r 二

夕
劣一雪

,

k二 l

f
: = 夕一

刀乙
。J l

= 代不r
.

一- 下了犷 0 工
、劣一 g 少

-

A 空
十 ’
二

,

犷= 冬
,二 (*

2
+ 夕

,

‘

,,\.y、\

\
、

o

、

贵了‘
,

y色
(戈一省)

2

图 4 尹二冬
m 护 [ , +

乙 ‘

V 2

(% 一约
“ U = 一 阴g y

安j 二
一 A ,

·‘

裔
d q , + ‘

一

器 、
十 !

一群豁
”一“‘十“了一“〔

‘+

均 }
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设斤
, = 冲(t)右

尸 , 刀(t) 为给定的时间 t 的函数
,

于是

K一爪“
·

会
一爪。(‘) ,

!
l +

(燕)
’

〕
,

J
二
一。

将诸式代入 (3
.

1 5)式得系统的哈密顿原理
:

(‘
2

才。「丝兰鱼{业迁燮二多鱼
~

一 二口。 1
J tl t L Z 气x 一自)

‘

+ *
~

丛赵业工全!生2工少十妞二直2兰坦述
。二 飞d

,二 。

(% 一互)
。

.

J
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