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摘 要

本文讨论受到多频率约束的铁木森柯梁和尤拉梁的最小重量设计问题
.

以对称的简支梁 为 例
,

本
文揭示了铁木森柯梁的异常特征

:

如果在梁的中部适当地构造很高的一个薄条
,

相应于第一对称 振 形

的频率可以高于反对称振型的频率
;

受到二组不同频率约束的铁木森柯梁很可能有同样 的 最 小 屯量
.

这些异常待征说明
,

为了得到一个良态的问题
,

有必要将鼓大横断面积约束包括到问题提法中
.

— 已!
.

全扩
、 J . 「二万

通常认为
,

对于短梁
,

考虑剪切变形和转动惯量影响的铁木森柯梁模型比起尤拉梁模型

能更加精确地描述梁的动力特性
,

因此在开展尤拉梁动力优化工作的 同 时“
’2 ’,

铁木森柯梁

的动力优化也引起了人们的兴趣
【‘’5 , 。’.

文 [ 4 〕在给定梁总体积的前提下
,

寻求梁 横 断面积

的最优分布 以使得铁木森柯梁的基频最大
,

作者采用有限元离散化技术具体地计算了各种边

界条件下的最优设计
,

在着重比较铁木森柯模型和尤拉模型下得到的优化设计后指出
,

由于

剪切变形和转动惯量的影响
,

最优设计相应的频率 (最优频率) 将要下降
,

梁越短则最优频

率的下降越显著
.

P主er so n 在文 〔5 」中
,

采用最优控制方法求解了在指定基频
,

或前二阶频

率的条件下使铁木森柯梁体积最小的问题
,

文中给出一些有趣的
、

无法解释的结果
.

从这些

结果可以看出
,

在指定前二阶频率的情况下
,

如果强迫两个指定的频率足够地靠近
,

得到的

最优设计的厚度分布呈现出一种不寻常的质量集中(见图 l )
.

值得注意的是
,

由于没有断面

积最小尺寸限制时最优设计会具有零断面
,

给数值计算带来困难
,

文〔4 」
、

〔S J中都考虑了

断面积最小尺寸的限制
.

本文通过对两端简支的对称梁进行的分析说明
,

适当地在梁的中部形成一个很高的窄条

后
,

铁木森柯梁的频率特性可以发生急剧的变化
,

这就解释了文【5 」中提到的异常现象
.

为

了得到一个非病态的问题
,

本文建议应在问题提法中增加最大横断面积的约 束 (A 簇A o ax )
.

下面
,

讨论将限于简支梁
,

并约定断面积 A (x ) 沿梁轴线的分布满足
:

刁(劝 ) A m in > O (0 ( x 簇L)

除开有限个第一类间断点外
,

A (
二
) 处 处 连续

{
¹º

L
、, _ : , , ,

_

。
J , 、 _ ,

_

寸 , _ , 、

一
叨 以 x 二

一

石 刀 沐丁杯甲
J

叙
,

刀气x 少打刊屯分巾
,

即 月气劣少= 月L乙一劣少
乙

( 1
.

2)

为简洁起见
,

约定将没有零点的对称振型及其频率
、

有一个零点的反对称振型及其频率分另lJ

简称为对称振 型
、

对称频率
、

反对称振型及反对称频率
.
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(a ) (b )

图 1 悬臂铁木森柯梁的最轻设计
,

第一和第二频率。 和。
2
是给定的

.

(a) 中
,

。 ,

可变化 ; (b) 中
,

。 2
是变动的 ; A m , 。

= 0
.

5
.

注意
,

。 1
和。

2

接近时
,

形成显著的质量集中
.

该图 引自〔5」
.

二
、

对称频率和反对称频率的异常关系

众所周知
,

一个对称结构的对称频率往往是第一频率
,

反对称频率为 第 二 频 率
,

上
,

对尤拉梁可以证明这一点
: 、淘

尤拉梁的对称频率不高于反对称频率
。

证明
: 图 2 给出两端简支的梁

,

用g( x) 表

示 自由振动振幅
,

下标
s 和 a

分别指对称振型

及反对称振型
.

9 (x ) 应满足的微分方程为
:

d
“

了。
;
d

Z , (x )、_
_ ,

_ _

, 二 ,
一

。

宁了《E J之赞笋 )= P A。念, (戈) (2
.

1 )
d 劣

2

、
‘一 ’

d x Z

/ 尸“一 沙 、‘
,

简支边条件要求

夕(0) = E J一
d

Z , (0 )
d x Z

试L ) = E J
d

Z , (L )
d x Z

事实

(2
.

2 )

(2
.

3 )

其中 L

—梁长 E

—弹性模量 J

—
截面惯性矩

; 对相似断面 了= a A、

对变高度
、

宽度固定的矩形梁 J‘ a A
“ , a为常数

。

— 自振圆频率

p

—
密度

A

—
梁断面积

.

约束 A》A m i。 保证了梁的断面是非奇异的
,

再加上约束
并A ( A m ax < co

,

保证了妊劝
,

朴 最大断面积约束 A簇月 . 。 :

< co 是暂时引进的
,

去除这个约束 A《月m ‘:

< co 不会影响本节及第 3 节关

于尤拉梁得到的结论
.



关于铁木森柯梁动力优化的讨论

心(x )
d 劣

E J
d

Z刀 、。
、

* 、、
,

、、、
。。 、

、; ‘二 二二

。 、门
帕欣

:
、、 *

,

d Z g ,
万石万 声丸二无七忿头 目U

.
!尔 7丁钊 卜民 一周】l月4心 气公乙止七 l目J倒」日U ,

以
-

二 , 二了二豆
~

于目
U 内 / 幼人

也应该是连续的
。

在梁中点的对称性条件要求
夕�旧

.��劣d
一
己

、、.产2、、.夕ZL一2
/ L 、

d 夕
:

( 一石一 )
、 曲 / 八

二 二 二二 U (
E 了 d

2

口妥厄刀
“ ( 2

.

4 )

( 2
.

5 )一一二
2

万J
d “

口牙牙夕
“

一一
L一2

加

不失一般性
,

假定

夕a

> 0

灯
。

> O

、
二 。

〔
。

, 一

夸
一

)
、二 。

[0,
一

合
一

)

( 2
.

6 )

( 2
.

7 )

由( 2
.

2) 和 ( 2
.

6 )
,

( 2
,

7 ) 可推出

公(。
一

努)
一、

。‘“
·

> “

一

)
一 p “。‘“

·

> 。

, 。
〔
。

,

嗜
一

)
/ 。
【
。

,

夸)万劣尸dd
Z /

,
,

,

一下 - 二
l 立 J

口戈
‘

\

( 2
.

8 )

( 2
.

9 )

_ 、

_
. _ , . 、 , 、

_
.

_
, ,

一 _
, , ,

一
、 , 、 . , _

_
.

一
,

L
. 、

、 _
一

, 、 、 ,
_

, 二 . , .

特性
.

9) 乘上协
,
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8) 辈上伽
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对得到四衣还式从 U 积分到一石一 ,
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下面来证明 ( 2
.

1 0) 式右端项大于等于零
。

首先
,

由 ( 2
.

8) 进行积分可得
:

d / 。
,

~ 一百一一一 l 乙 J
口劣 \

d
Z夕,

d x 忍 )
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·
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积分常数C 可以由条件 (2
.
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e

一{乡
p A。 , 。

·
“·< ”

( 2
.

2 2)

将 ( 2
.

1 2) 式代入 (2
.

1 1)
,

注意到 p A。圣夕
,

> 0
,

可得
一

蕊
一

(
一是在

l
“

EJ 念
一

)
< 。

, · 。[0, 夸) (2
.

1 3 )

这样
,

E J
d

Z夕
s

d x Z

L

2
上的单调递减连续函数

.

进而
,

注意到边界条件 ( 2
.

2 )
,

不

等式 ( 2
.

23 )
,

导致

E , 一

骥粤 < 。

“万 ~

特别地
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,
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,

除此之外
,

利
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一
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,
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,
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,
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.

2 7 )
,

( 2
.

, 5 ) 和 ( 2
.

2 4) 联系起来
,

可以看出 (2
.

2 0) 式的右端项不小于零
,

即

(。 :
一 : )

!手
。“ , ·。·“·) 。
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.

18)

因此
,

。蕊) 。 :
.

归纳起来
,

只要 ( 1
.

1) 中 的条件被满足
,

不论横断面积如何分布
,

尤拉梁

的对称频率不可能高于反对称频率
。

回到铁木森柯梁
,

振型 y (劝 和 袱x)
,

见图 3 ,

满足的微分方程为
:

( 2
.

2 9)

、

!
jlllzl

杀脚
·

(
、+

贵
一

)」一、
。 2。

价巨
一

刽
一洲

·

(
一

会
十 ,

)一两
2

,

其中 G

—剪切模量

月
,

—有效抗剪面积

劝
—

x 轴与截面法线间夹角

注意
,

铁木森柯梁理论考虑 了剪切变形
,

梁的

平截面在变形过程中虽仍是一个平面
,

但它并

不一定垂直于轴线
.

由 于 方 程 (2
.

19 ) 较 复

杂
,

很难解析地讨论对称与反对称频率特性
,

我们将给出例子来说明
,

铁木森柯梁的对称频

y (劣 )

~ 、、
.

J竺
廿牙

图 3

率与反对称频率两者之间并无固定的关系
,

换言之
,

只要适当地分布断 面 积 月( x)
,

可以使

得梁的对称频率小于
、

大于或者等于梁的反对称频率
。

下面给出的结果是针对变高度
、

回定

宽度的 梁 (Joc A s)
,

但结论也适用于相似断面的梁 (J oc A
“

)
.
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图 4 给出一根 由三段组成的梁
.

梁的总长 L
,

宽度 t 和材料常数 E
, p

,

G 均已给定
.

梁所用

的材料体积 V 及梁的最小高度 h而
。

也 假定是

给定的
.

利用迁移矩阵法
,

我们编制了一个计算

机程序
,

用来确定不同 b 值下的对称和反对称 1 。

频率
。

图 5 给出了无量纲的对称和反对称频率

1
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田 图 5 刊日
.

石 川
,

气切 j U

只要 b 比较大
,

对称
2、

吧
频率的确低于反对称频率

;
但是

,

当 b 减小时 (h
:

增加)
,

对称频率逐渐趋于一个常数 。气

数值结果表明
,

该常数。关就是高度为hmi
。 ,

在梁中夹有集中质量 户(厂一 h
;: in tl. )的梁的对称频

率
。

另一方面
,

随着 b 的减少
,

反对称频率减小得很快
,

最终趋于零
.

因此
,

如果 b 足够小

或 h
:

足够大
,

铁木森柯梁的反对称频率可以低于其对称频率
.

物理上
,

上列频率特性很容易解释
.

异常地集中的质量在梁的中部形成很高的一个窄条
,

虽然该窄条的质量 Pt b(h
2
一hm in) 是常数

,

它的转动惯量
,

近似为 b (h
:
一 hmi

n

) th 孟/l 6 ,

当 b 趋

_ ~
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二
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_ _
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_ _ 二 L
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_ _ 二
‘ . 、

_ 二

于零时趋于无穷
.

注意到对称振形在 x 二宁处转动为零
,

上面提到的薄条在梁作对称振动时
” 一

’ ‘ 一 / ,
一 ’

一
’

~ 厂 ‘
’

“
J
毋” 丫

~ 2
‘

一
‘ 、

“
‘ 、

一 ~
刃 ~ 一 , 「’ , ’ 、 “ J 、

一
/ 户

’ ‘
’

毋 ’
,

一
一

月
‘

’

J

就等价于有限的集中质量
。

对于反对称振型来说
,

在梁的中央挠度为零
、

转角不为零
,

薄条

起的作用就象一个具有无限大转动惯量的集中惯性块
,

其 自振频率当然扰趋于零
。

三
、

频率下界的异常特性

文献中已经注意到
,

如果给定了材料总体积和最小断面积的约束条件
,

则尤拉梁的频率

不仅具有最大值而且具有非零的最小值
.

对于圆板优化问题也有相同的结论
.

事实上
,

图 4

所示梁的对称频率的下界也是所有具有相同材料体积和最小厚度 h‘
。

的 尤 拉 梁的频率的下

界
。

为了说明这一点
,

回顾一下以前提到的事实
:

图 4 所示梁的对称频率的下界是由在梁的

中部附有集中质量p (F 一hmi
n tL )的均匀厚度 hmi

。

的梁给出的
.

以下称这样的梁的极限梁
.

记

其对称振型为 夕:
伽)

,

其相应的对称频率可以由瑞雷商给出
:
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其中
,

A面
。
二 hm in t

.

现在来考虑横截面积为 A 。

(“)的梁
, ’

已共有给定的体积和满足 (1
.

1) 中

给出的条件
,

其对称频率为
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其中下标时旨相应于设计 A 。
(劝的量

, 夕,

(劝是其真实的对称振型
.

利用 y 。(幻 作为极限梁的

许可振型
,

瑞雷最小原理给出
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或进一步

。兰( 。; ( 3
,

7)

这样
,

极限梁的频率的确提供了这样的一个下界
.

回到铁木森柯梁
,

节 2 中给出的例子已经表明
,

适当地布置一个
,

薄条可以使反对称频率

趋于零
,

而且
,

我们应 当强调

( 1 ) 形成具有无限大惯性矩的薄条的材料体积可以无限小
.

、

事实上
,

如果假定该薄条的

宽度和高度分另lj为 “一。 (。
2

)
,
”

2
一。

(
一

:
一

)
,

贝。其体积可估计为 犷
‘
一。(

￡
,

,

而 : 性矩为 “ -

。

(告)
,

显然
,

当 召今。时
,

有 : ‘

令。
,

,
‘

、 00
.

( 2 ) 为了减少某一频率
,

薄条应当构造在相应振型转动非零的位置上
.

由于每一薄条

要的材料无限小
,

频率可以逐渐地降为零
.

归纳之
,
具有指定体积和最小断面积约束刃m in > O的铁木森柯梁

,

频率没有非零的下界
.

四
、

给定两个频率约束时最优化问题的不适当提法

在〔6 〕中
,

W ar ne
r 和 V ar ri ck 利用最优控制理论研究了杆纵向振动的重量最小化问题

.

用厂
,

表示在给定第一频率约束 。 ;
= ‘ :

下最优设计 A
:

(劝的最小体积
,

用 犷
:

表示给定两个频

率约束。 : = 面 ,

和 。 :
= 舀 :

时的最优设计的最小体积
。

W ar ne r 和 V ar ri c k 发现
,

如果最优设计

月:
(二) 的第二个频率 。广不等于 ‘ 2 ,

则有 厂
:
> 犷

: .

但是
,

同样的问题对铁木森柯梁怎样呢 ?

厂
2

是否总大于 厂
;
呢 ? 这个问题仍未解决

‘“’。根据上面的讨论可见
,

简支的铁木森柯梁具有非

寻常的特征
,

即只要指定的第二频率 面2
< 。尹

,
犷

:
就可以无限地接近 犷 ; 。

为了清楚起见
,

一

叮

以设想已经求出了给定第一频率 。l
, 面 :

时铁木森柯梁的最优设计 A ,
( x)

.

利用由无限小材料

制成的一个薄条
,

并将其安排在适当位置
,

其第一频率。
;
受到的影响可以无限小

,

但第二频



关于铁木森柯梁动力优化的讨论

率可以降低一个有限的量值
,

调整到任意值历
2

< 。尹
。

实际上
,

在图 1 给出的文〔5 〕的结果中

就有一个很高的窄条
,

它的惯性矩极大地影响梁的频率
。

从梁理论的观点来看
,

上面提到的带有很高的窄条的最优设计是不能用梁的理论来处理

的
.

进一步
,

一个从事实际工作的工程师也不可能接受这样奇怪的设计
.

为了得到一个可以

使用的设计
,

问题提法要重新修改
,

要对最大断面积 月m ax 或厚度函数的斜率加上必要的限

制
。

五
、

结 论

在分布参数结构优化领域中
,

已经发现相当数量的问题
,

这些问题中的最优设计呈现出

异常的性质
.

在指出实心板优化的不存在性后
‘“’,

St r a n g 和 K or n 〔7 ’给出了几个例子
.

在这

些例子中
,

最优设计是包含了无数个无限小孔的介质
。

结构优化研究的倡导人之一
,

普拉格

教授
,

在其一生的最后几篇论文中
〔吕’,

致力于讨论结构优化的非寻常性质
.

本文揭示了铁木

森柯梁动力优化的异常性质
,

从而为结构优化中非寻常性质的研究提供了又一个例题
.

通过

这个例题
,

我们可以看出
,

为 了使一个优化问题给出的结果是实用的
、

有意义的
,

必须仔细

地提出合适的约束条件
.

困难的是
,

约束条件是否合适并不易于决定
,

要求我们对问题作深

入的研究
,

[ 7 〕
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