
应用数学和力学
,

第 4 卷第 1 期 (19 83年 1 月)
A pp lie d M a th o m a t ie s a n d M e eha n ie s

应用数学和力学编委会编
四川人民出版社出版

长波在弯曲管道中的传播一 I变截面

弯管中长波传播的基本分析
’

顾圣士 方光熊

(上海交通大学应用数学系
,

1 98 2年 3 月2 0 日收到)

摘 要

本文研究长波在三维变截面弯管中的传播问题
.

通过建立正交曲线坐标系
,

以 波 数 k 和管道横裁

面的特征半径 a 的乘 积 ka 作 为小 参 数
,

对 波 动 方 程 进 行无量纲处理
,

用正则摄动法
,

把三维的

H e l血h o ltz 方程化为二维的 L a p la ee (或Po is s o n ) 方程和一维的 W e b st e r 方程
.

并分析了管道的几何

参数 (横截面面积
、

管道中心线的曲率和挠度) 对复速度势渐近展开的各阶项的影响
.

文 中 指出
,

横

截面面积的变化首先影响渐近解的零阶项
.

在横截面的形状具有某种对称性时
,

管道 中 心线的曲率首

先影响渐近解的二阶项
,

而挠度首先影响渐近解的三阶项
.

最后
,

给出了长波在弯曲圆管 中 传播的实
例

.

一
、

引 言

H elm h d tz 〔”和 R a
刃

e馆h r“’最早研究了长波从管道开 口处的声学辐射问题
.

他们得到了

当 k a 《 l 时问题近似解
,

这里 k 是波数
, a
是管道的特征半径

。

R ay 儿1211 在解决这个问题时

一半基于分析
,

一半基于直觉
.

因此他的方法很难用于其它问题
.

L es s e r 和 L o w is 〔“’〔‘’
首先

指 出
,

对于长波来说
,

管道辐射问题以及不连续管道中传播问题可 以 用 匹 配 渐 近 展 开法

(MA E ) 来处理
,

并且对两个二维管道问题作了研究
.

K e ll er 和 Ti
n g 〔“’把匹配渐近展开和

数值计算结合在一起
,

成功地解决了长波从柱形管 口和锥形管口的辐射等问题
。

在 K el ler 和 Ti
n g 工作的基础上

,

本文研究长波在三维变截面弯管中的传播问 题
。

对于

k 。《 1的情形
,

我们假定管道中心线的曲率和挠度都较小 (与波数 k 为同一量级)
,

管壁是刚

性的
。

通过建立正交曲线坐标系
,

写出复速度势 功所满足的约化波动方程和在管壁上的边界
、

条件的表达式
,

然后对方程进行无量纲化
,

再用正则摄动法导出复速度势 功渐近展开各阶项

所满足的方程和边界条件
.

我们把三维的 H elm ho ltz 方程化为二维的L a p la c e (或Poi s s
on )

方程和一维的 W
e b s t e r 方程

.

L aP la c 。 (或Poi s son ) 方程的解与横截面的形状相关
,

而每一

阶W eb s te r方程都可由下两阶截面上P oi s s o n 方程的可解性条件确定
.

本文还分析了管道的几

何参数 (横截面面积
、

管道中心线的曲率和挠度 ) 对复速度势渐近展开各阶项的影响
。

最后

研究了长波在弯曲圆管中传播的实例
。

段祝平推荐
.
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二
、

正交曲线坐标下的波动方程和边界条件

我们研究长波在弯管中的传播问题
.

考虑一个变截 面 的弯管 (见图 l )
,

它的中心线由

矢径刃
。

(习 给出
, 。
是一个参数

,

代表中心线的弧长
.

对于给 定 的 中 心 线 X
。

(s)
,

F r e n c t坐标系 {, , 。 ,

补 (见图 2 )
,

其中 , 表示沿中心线切线方向的单位矢量
, 。

矢量
,

6 是 副法线矢量
.

在与中心线垂直的平面内
,

设管壁到中心线的距离 (见图

我 们有

是主法线

3 ) 为
:

图 1 变截面弯管 图 2 自然标架坐标系 图 3 管道的横截面

: 二 f(
s ,

0) (2
.

2)

并且
.

假定中心线通过横截面的形心
,

即有

}!
。·“

一“d ·d夕一 O

}}
。·2 5‘· “d ·d 口一 0 } (2

.

2)

口 表示横截面所示的区域
。

设 k 为波数
, a
为管道中心线垂直的横截面的特征半径

,

A (s) 表示横截面的面积
.

当波

长2二/ k 比特征半径
a
大得多的时候

,

我们就有小参数
“ = k a 《 l (2

.

3 )

设f二 O (a )
,

它的中心线的曲率 K (s) 和挠度 T (s) 都较小
:

K = O (k)
,

T = O (的
.

我们还假

定管壁是刚性的
,

因此波在管壁上法向速度为零
.

管道可以是有限长的 (中心线长度的量级

至少是O (h
一 ’

))
,

也可以是无限长的
.

我们将求 出复速度势功的 渐近解的各阶项所满足的方

程
,

而这些解的最后确定
,

对于有限长的管道要由边界条件或匹配条件来定
,

对于无限长管

道
,

要 由边界条件及辐射条件来定
.

考虑弯管中介质是均匀的 (介质的折射指数为 l )
。

我们知道
,

在管道内行进的声场的

复速度势功满足约化的波动方程及管壁上法向速度为零的边界条件
:

{
△功+ k

Z

功= O

势
一” 在管壁上

(2
.

4 )

(2
.

5)

下面我们建立正交曲线坐标 系
.

很据着名的 F r二。t
一

5二 r c t 公式有
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d尤
。

(
s
)

d s

d全 ,
‘

T , 一万甲一 二二二 Z、 n

口 S

卒一
K , + : ‘

,

“万

d名 ~
_

一
犷
一二二

一 1 元
a S

{ (2
.

6 )

在与中心线垂直的平面内取极坐标系 {户
,

夕}
,

我们按照 T in g 〔“’的办法在充与户之间 附加一个

角度 0
。

(
:
)

,

0
。

(
s
) 是

￡ 的函数 (见图 4 )
,

则

管内任一点的坐标为
:

叉= r
。

(s) + : 户= r
。

(s ) + r 。0 5
(口

。
+ 口)。

+ : 5 1, l
(口

。
+ 夕)右 (2

.

7 )

由{。
,

名}与{户
,

夕卜之间的基变换公式
,

对 (2
.

7 )

式分别求关于
r ,

0
, s 的偏导数

:

a叉
一

-

西石一 = r

日戈
一竺三{ 二 rs
口8

a戈
_ . , 。

. 。 、

d氏
~

箭
一
= 全一 r s’n (0

。
+ 0)一试-

图 4 在横截面上建立极坐标系

(2
.

8 )

(2
.

9 )

六+ : c o s
(口

。
+ e)(一尤 , + 丁右)

+ , 。0 5
(0

。
+ 8) 匕石+

r sin (口
。
+ 0)(一 T )介

d o
。

为了使 {,
,

户
,

夕}

目p

从而

因此
,

这样
,

组成正交曲线坐标系
,

令一

弩
) 一

犷

e
。

(
S
)一{:

T d ·

一

盟一
f‘一K r ·。s

(“
。
+ “, 〕’

(2
.

10 )

(2
.

1 1 )

正交曲线坐标系 {, ,

户
,

口} 的 L a m 。系数 人
; ,

人
2 ,

人
。

为
:

h
,
= l一K r 。0 5

(0
。
+ 6)

,

h
Z
= l ,

h
3
= r

方程 (2
.

4) 在正交曲线坐标系中可化为
:

(2
.

12 )

1 a Z

功

[ l 一K r e o s
(0

。
+ 0)〕

“ 。5 2

r K T s in (0
。
+ 0)

〔l 一K : c o :
(口

。
+ 0)〕

“

a诱
口S

时一as
: 。0 5

(0
。
+ 0)

〔1一K r e o s
(0

。
+ 0)〕

“

d K

d s

l 护功
门一一

一了一 一万矛i万
一 ~ r

r 一 O 口一

管壁上任一点的坐标为
:

z 一 ZK r 。0 5
(8

。
+ 0)

: 〔l 一K r 。o : (8
。
+ 0)」

七石今黔摆牵、
一

器
-

漂
一 +

攀
一

十“
2

‘一”

戈== 叉
。

(s) + f(
: ,

夕)产

因而边界条件 (2
.

5) 可化为
:

f
一

器一夕
一

器器
一〔卜‘ , 一 (00 + 0)] 一‘

一

豁
一
望

(2
.

1 3 )

(2
.

1 4 )

(2
.

15 )

其中
r = f(

s ,

0)
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三
、

复速度势渐近展开各阶项所满足的方程

我们分别在中心线的切线方向和法线方向选择不同的长度尺度
,

切线方向 以 厅
‘

为长度

尺度
,

法线方向以
a
为长度尺度

,

对方程和边界条件进行无量纲化
,

于是令

。= s/ k
一 ‘, 开二 r/

a ,

了= 刀
a

(3
.

1)

则 曲率K 与挠度 T无量纲化后为
:

育= K k
一 , ,

全= T h
一 ‘

以 (2
.

3)
,

(3
.

1)
,

带
“

一
” 、 “

一
,

〔l一 。K r eo s

(3
.

1 )
尹

代入方程 (2
.

1 3) 和边界条件 (2
.

15 )
,

下面我们为方便计
,

的符号来表示无量纲化后的量
,

整理后得
:

, 。
.

。 、 , 。

a Z
苗

. , _ 二 , , ,
.

。 、 , 。 ,
_

_

~
, 。 .

。、 。

1 日功
(0

。

+ 0)」
“

兰岑
一

+ 【1 一 。K r 。0 5 (口
。

+ 0) ]
“

11 一 ZoK : e o s (口
。
+ 0)犷一子日尸

’

“ 一
‘ ’

”” ‘ 、” “ ‘ “ , “ L ‘ “

一
‘

一
‘ 、 “ “ ’ 一 产 “ r 口r

(3
.

1 )
产

仍以不

。
, 。

.
。 、 , 。

1 a Z
苗

.

~
.

, n . 。 、 。

二
, 。

.
。、 , ,

l 口娇
十 LI一 “八 r c o s L口。一即 」

“ 一

下
2 一

。口牙 十 “八 s ’n L以
。
十 口) Ll 一 “八 r c o s 、口。十以j J

一 ; 。百

。

二
_ _ _ _ , 。 , 。、 , a Z

功
. _ 2 : 1 _

二
. _ _ _ , 。 . 。、 , s 二

丁
c “上 一

。‘ 、

“
u 》 、口 0

下
u j J万又了甲

“ L 土
一

“J 、 ‘ U U 》 、u 。
甲

U j “ w

+ 。3 r K S in (0
。
+ 8 )T

a苗
, 。 , 。

.

。 、

d K
而

一 + ““r c o s L口
。
+ 目少一而

(3
.

2 )一一
时

�

山

f
一

霏
一

夕
一

器器
一二卜、 , 一(00+ 二

一

、器霏 ( 3
.

3 )

功“功
。
+ 助

,
+ 扩功

2 + ( 3
.

4 )

并记 △
2
兰

日2 ,

1 日
。 ,

十
- -

一认一 一

十
口 r 一 r 口r

a 2

r Z 日0
2 ( 3

.

5)

命
二

(, 景一宁
一

豁
一

剔/丫荞可歌犷 ( 3
.

6 )

符号△
2
代表二维的 LaP lace 算子

,

命
代表截线I’$ 位外法线上的微商 (见图 3 ,

·

把 (3
.

4) 式代入方程 ( 3
.

2 ) 和边界条 件 (3
.

3)
,

然后以 巴的 幂次展开
,

比较
￡同次幂

的系数
,

可得渐近展开各阶项所满足的方程和相应的边界条件
。

零阶方程和边界条件是

、.L

r
�内口在△2

功
。
= 0

a功
。

l
~二万 r{奋一 1 == U

o n
’

}厂

( 3
.

7 )

问题 (3
.

7) 表明功
。

与
, ,

0无关
,

它只是一个关于
! 的任意函数

:

功
。= 必

。

( s )

这个任意函数满足的方程 由下两阶方程的可解性条件给出
.

( 3
.

8 )

故一阶方程和边界条件为
:

日功
, } _

。

一二r 了 l ~ U

口n
’

l厂

( 3
.

9 )
l
之

l内习在

由于
挚一

。
,

箫
一。

,

△:
功

: ”
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由问题 (3
.

9 ) 同样可知
:

功
,
= 功

,

(
s )

功
;

(s )满足的方程也同样由下两阶方程的可解性条件给出
.

(3
.

10 )

山 日功
川

一 石万
_

O r

_
。 a诱

;
_

。 一 、、
不口 二。

、

二 。 。 二 。

~ V , 一石厅 一 V, 一 l引 洲口门王 个目〕已刃
;

牙之1十夕已 :

U U

△
:

功
:
= 一

少人
刁云玄 一甲“ 在 习 内

器
一

⋯
厂 一

嵘
一

鲁/了瓜不豁了} (3 一 l)

由 N e u m a n n 问题 (3
.

ID 的可解性条件可得
:

}{
。一

(鲁
一 + 。

。

)而
一
乡
厂

〔, 票票/ 丫不孺黔
一

孙 (3
.

1 2)

由 (3
.

5) 式
,

(s
.

抢) 式左边的被积函数可移到 积 分 号 外 面
.

而 (s
.

12 ) 式 右 边 由弧微分

八丁万万硒 Z平一
, 月

a ‘=
飞厂J

一

十 l
一又认

一

声 a 口 ,

V \ 口U /

d
Z

功
。

d s Z

横截面面 积“(s) 一

贰“
2

伪 0)d 0, 可化为
:

一

+ ,
。

)
“(s) +

票器
一。

(3
.

2 3)

或写成

d
月 (s )功

。
吸s ) + 一万二

. J O [
, (

·
)
鲁卜

。
(3

.

1 3 )
了

我们由问题 (3
.

1 1) 的可解性条件确定了 叻
。

满足 W eb s te r 方程
.

这是一个二阶 的 常 微 分方

程
,

如果知道截面面积 月(s )
,

就可求 出 功
。

的两个基本解
,

基本解前面的系数要由边界条件

或匹配条件来确定
。

由(3
少功

。

1 3 )式
一

毛奖
U 百 一

+ 功
1 d A d人
A d s d s 代入 (3

.

1 1) 式得

在口内

{
dd0

,

dsdA一ds△
:

功
2
一

身
-

一

瓮,
一

{
厂一了 盯 d访

。

/ 瓜而 a了丫
。二一 几r _ / 飞 Z J 下 、

一

八 八 ,
0 百 以万 J 、 \ O U /

(s一 l)
‘

:
_ d功

。 ; :
_ d功

。 ,
,

上
. ,

二
. :

、 ; : _
。

二
.

上
. ,

,
, 艺

一诉 ~ 一 己: 、“ ‘飞 “ 2 飞一‘ 3 J , 口 一
“‘ , “ 2

一
“ s

其中

“ :

满足

, ,
_

_ 仁 州
, 2

一 ,

4A d s
‘

△
Zu :

= 0一
(,

;
一 2

: :
,

2

)/、、; )
*

} (3
.

14 )
厂

邝山产双n口口

_

。 。
_ ,

、
,

, , 二
二

二 、。 。
, , , ; 。 。 , 、

小二 。。 八、 , , ,
, 、

哪
。 、 。、、二、、琴

哟八汇
“

则 ,Ix 总 幽狱
.

拭 II J寸乙 物 刀
一

肌阴即刀书 u
术饥

’

一即刀
一

习云
~

刁汉浏
’

l呀书月 大
,

一即刀
一

LJ

与管道横截面的几何形状有关
.

满足方程 (3
.

14) 的解
u :
可以相差一个关于

: 的任意函数
,
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但对于
奈

, 一

豁来说是唯一确定的
·

记

功、
J

(
·

卜鲁
·3

(s)

这是一个关于
￡
的任意函数

,

它同样由下两阶方程的可解性条件确定
.

因而

}西
: = 丝塑「一l

_

}
ar

了
“ L ZA

! 丝
二一塑

旦
,

旦些
,

t 口s d ￡ a o

d A
二孚井r +
a 占

旦竺互1
日r J

三阶方程和边界条件是
:

△
2

功
。

一
2、 ; 。。s

(。
。+ 。)澳:粤

一 :
、 : 。:。 (。

。
+ 。)

一

热
“ 心 以 百

一 : 。0 5
(8

。
+ 8)

d K d机 d
Z

功
, 二 ,

二
_ _ _ , 。 , 。、 a价

2

一舀云乞-一
明‘丫

孟、 ‘ U 盏、U 。了
U z 一

石于-

(3 一 5)
一 K s‘n (0

。
+ “,
告

d s

日必
2

日8
在口 内

器{
厂 一

卜
、 ,

2

餐
co s (0

。
+ 0)

鲁
+ ,
带鲁]/ 了丙孺)

利用形心条件(2
,

2 )和问题 (3
.

15 )的可解性条件可得
:

了少功
1 、 、

、
, 、

d A d功
:
_ 二

、
一

石下泛一 门~
甲l 少月 门~ 一了二

- 一〕二
- -

一
J 、

\ 以 0 / U O U O

d机

}}
。

[晋一
(”

。
+ “, 一 : 贵

一‘·(“
。
+ “,〕

“·

(3
.

1 6 )

(3
.

le) 式表明 功
1

在一般情况下满足非齐次的 W
c bs te r

方程
,

非齐次项中积 分只与管道横截

面的几何形状有关
.

四阶方程和边界条件是
:

△:

必
‘
= 一 3K

Z r “ e o s Z

(0
。
+ 0)

d
Z

价
。
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令
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一
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。
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华

一

擎一U 百 口 百 以 百

二
式会

.

一功
2

口 O

a Z

功
2

一K
Z S ‘·(”

。
+ ”)一 (”

。
+ ”)

普
+ K

一
(。

。
+ 。)

票
一

{
K S ;。 (0

。
十。器

一

+ K co s
(0

。
+ 0)
普

一

在。内

(3
.

17 )

器 1
*

,

一

「
3K

“

f
3 。。S 口f

“

L叽 十口少一戈
_

0 百 赞
+ Z
Kf

Z
一

瓮
一os (。

。
+ 0)

一

鲁
+ ,

一

誓票丫介
+

(器)
‘

* 。二。 L
* , 、二八

, 。 、

二但 a功
3 a功

:

、、* ,
乍匕 锌丙 .月J“ J ~ 刁、 J廿干Z J ,I王 、。 。 l 。, , 川 卞寸 诬兀 一 ,

~

弓云一 n U 叼归尹七邢「
U l U U

然后由问题 (3
.

17 ) 的 可 解 性条
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件
,

可求得 功留(s )所满足的非齐次的 W
ebste r

方程
.

这样的过程可以进行到高阶项
。

我们把

三维波动方程化为二维的 Poi sso n
方程和一维的 W

e bs to r
方程

。

对于 横 截 面 为圆 (见第四

节)
、

矩形等弯曲管道
,

可以利用分离变量法求解
.

对于任意形状的横截面
,

可 以 利用数值

计算来求解
.

这样把摄动方法和数值计算结合在一起
,

既使问题大为简化
,

又能获得渐近的

解析解
.

四
、

管道的几何参数对复速度势渐近展开的各阶项的影响

我们对管道横截面面积的变化
,

管道中心线的曲率
、

挠度在复速度势渐近展开的各阶项

的影响作一基本分析
。

,

一 ~
, _ _ _ 、

~
, 、_

~ ~ _ _
二 ,

~
, ,

_

d A
. ,

.

一一 ~
. ‘

~
, 、 ,

田力住 L3
.

l习 执JIJ 有到 国积四尖化卜工 一出现位臀印r力住甲
U 百

所 以管道横截面 面 积的变

, , _

。 ~ 。 , _
二

、_ 1 _

_ ,

一
, 。 、 , 、。

~ _ _ _ 一 ~ d A
_

~
, , 、

一 _

忧最早落
“l电狡动力 住阴群

·

如朱回积小艾
,

即一己孚
一

= u , 刀户么 九 俩足

鲁
一 + ‘

。
一 0

(4 一 )

功
。

是两个基本解的线性组合
,

这两个基本解
,

如果换回无量纲化前的坐标则为护如和
e 一 ‘舌‘ ,

它前面的系数由边界条件
、

辐射条件或匹配条件来确定
.

这表明在横截面面积不变时
,

零级

解是平面波
,

一个是前进波
,

一个是反射波
.

由方程 (3
.

1 6) 可知在一般情况下
,

曲率K 出现在一阶方程中
.

下面我们讨论截面是什么

样的几何形状时
,

方程 (3
.

16) 右边的积分为零
,

从而曲率 K 就不影响 咖?

由问题 (3
.

14 )
, ¹ 当 f 关于副祛线 名对称时

,

即 f (s , 二一 0) = f (s
,

分 (图 5 是一个例

~
、

~
、
二 , 、 ,

一
。 . 、 .

2汀 , _ _
.

、 , ~ ~
_ ,

~
_
。

二 、 一
、 r, 。 , / , .

? 汀 、
子 ) ; º 当 f 关于“以篇

一

(烧二 2 , 3 , ‘,

⋯ ) 为周期时 (图 “是一个仑i子)
,

即 f又
“,
“+ 篇

一

少
= f (s

,

刃
,

可以证明问题 (3
.

14 ) 的解
u :
也有同样的性质

。

因此在条件¹ 时
,

有

「「 F 日u
, , 。 . , 、

l 日u
。 . , 。 . 。 、 1 ,

f「 口u
, ,

}}
。

L蓄
c o s (口

。+ 口) 一幸常
S‘n (“

。+ “) j“a 一 }}
。

~

全

瑟Jnd b

一

{::〔
二 (“

2 (“,
,

“,一 (“
1

(b ,
,

“, 〕d“一” “
· 2,

这里的 (。 ,

的 表示在直角坐标系扭
,

补中的坐标
.

在条件º 时
,

令 e 。+ 0二 矽
,

则 f ( :
,

即二 f ( :
,

梦一氏)
.

容易证明

石
,

(6 ) 几:
(乙)

图 5 关于副法线云对称的截面 图 6 以二为周期的截面
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2 曰 C OS I势十 忿

—
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瓦
\ 撰 /

乙
sin / 二 2汀 、

l势十 忿万万 J二 V
\ 了“ /

(4
.

3)

把【O
, 2二〕分成 m 等分

,

取适 当的变量替换
,

积分 (3
.

1 6) 式右边的第一项
:

l}
。

鲁一 (“
。
+ “)d a 一

{:
‘
d ,

}:
“” 一 ’。’ 口。 :

(s
, : ,

沪一 0
0

) e o s 劝r d r

(j
.

4)八U

一一rdr

、
、几/
了_ 〔餐

、
. ;

f, 。· ,
,
一 。。, 。u Z

(s
, : ,

, 一。
。

) 留
_ _ _

了

一 1 “ 甲 龟
~

一—
一万兀

—一一
名乙

』‘ U O I
J 0 J O 口 犷 ‘.

云 \
势+ 玄一锐

I“

臼
.

1 6) 右边积分的第二项 同样为 。
.

因而当 f 满足条件¹ 或 º 时 ,

功
l
满足齐次 的 W eb s te r

方

程
,

曲率K 不影响 功
1

所满足的方程
.

这也就是说
,

对长波来说
,

在截面 形 状 为¹ 或º 时
,

如果只考虑复速度势的零阶项和一阶项
,

弯管可以作为直管来处理
。

由问题 ( 3
.

17 ) 的可解性条件
,

因为

一3尤
2

卫沙署
一

{(
, : 。。s : (e 。+ 。)、。 = 一 3、

2

卫尊
.

一

((
。:
、。、。

口 S 一 J J 口
’ 一

口谷一 j J 口
( 4

.

5 )

其中积分{{
。一d ”““、。

,

所以曲率K 会在 ,
2
的方程中出现

.

由形心条件 (2
.

2) 和问题 ( 3
.

17 )的可解性条件
,

用以上同样的方法
,

可以证明在 f具有下

列一个性质时
,

挠度 T不出现在功
:

满足的方程中
,

而会出现在必
3 的方程中

.

条件À : f关于主法线 介和副法线 石都对称 (图 7 是一个例子 )
,

即

f ( s
, 二一0 ) = f ( s

, 0 )
,

f ( s
,

一 0) == f ( s
, 0)

条件¼
:

肤于“以

令
为周期 (从一 2, 3, 4, “

·

, (图 ”是一个例子 ,
,

即

‘(
s ,

0 + 一竺
阴

\

夕= 八‘ “少

图 7 关于主法线 汽和副法线名都对称的截面
图 8 以

汀

2
为周期的截面

五
、

长波在弯曲圆管中的传播

我们研究长波在弯曲圆管中的传播问题
。

设

则复速度势 沪满足方程 (3
. 2)

,

f (s) ( 5 一 )

而在管壁上的边界条件是
:
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从上面的分析我们可以看到
,

功
。,

功
、

满足

齐 次 的 W
e bs t er 方程

,

功
2
是 s , r 的 函 数

,

功岁 (s) 满足非齐次的 W
e bs te r

方程
.

面积的变

化率首先出现在渐近解的首项
.

中心线的曲率

K 首先出现在 必留 (习 的方程中
,

而挠 度T 已

在价
3
的特解之中 (见 ( 5

.

8) 式N ( : ) )
.

如果横截面的圆半径 f (s) 是
s
的幂函 数

,

, 哎一

咨

一
冬<

, <
鲁

“

图 g f( s
) 是

s
的幂函数

、、.尹/.一‘今曰

笋pf (s ) = :

9 ,

我们以
: “ l 作为

: 的起始点
,

考虑有限长的管道 (中心线的长度 与 k
一 ’

为 同一量
,

则 由方程 ( 5
.

3 )知
,

机
,

诱
,

满足Bes s el方程
:

图)

设如级

: ‘
场
。
+ ( 1 一 2 ,

)
s
必

。

+ 5 2

功
。
~ o ( 5

.

9)
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其中H {:)(s)
,

H 街(习代表 }
”
!阶的 H an ke l函数

·

H 街(s) 代 表前进波
,

H 街(s) 代 表反 射

波
。

所以

功
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(s
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.
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其中的系数A
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座
, :

由边界条件或匹配条件确定
.

人
,

必
:

确定之后
,

代入方程 (5
.

5 )
,

则得必岁满足的方程
:

5 2
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,
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其中的系数 姓
2 , ,

A
Z :
同样由边界条件

、

辐射条件或匹配条件确定
。

: 时
,

f ( s ) = 1 ,

。七时管道的横截面是半径为
。的圆

.

我们考虑一个曲率K 一。
oll

s t ,

山

7
’

《 1 的 无限长的弹簧状弯管 (见 图 10 )
。

在
: ‘ O处

,

有一振幅为 1 的平面波
,

则有边界条

件
:

功}
: 一 。

, 1 ( 5
.

1 5 )

所以有

功
。

(0 ) = l

功
:

{
‘ 一 。= 0 1 = l , 2

,

⋯⋯ ( 5
.

1 6 )

由辐射条件管中只有前进波
,

没有反射波
,

故

由方程 ( 5
.

3 )
,

( 5
.

5 )
,

( 5
.

2 6 )式可知
:

功
。
一 e ‘a

图 10 弹簧状弯管
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(5
.

20 )式对 ￡很大时不一致有效
,

为了得到
￡很大时一致 有 效 的 解

,

我们用重正化方

法
‘7 ’,

得

如果换 回无量纲化前的坐标
,

厂
。

K
2

.

门
犷￡ 1 1 一 ￡‘ 一

二一十
户 奋

f
从~

。 ‘ 挂 一月

W —
. (5

.

2 1 )

则在
: 很大时

,

弯管中复速度势为
:

厂
』 。

K
2

.

门
I R s J I一 ￡ ‘ ~ 二一一 十 ”

’

I
从~ 口 L- 匕 曰
丫

-
. (5

.

2 2 )
其中中心线曲率 K 二 c o ns t

.

六
、

结 束 语

本文用正则摄动法研究了长波在变截面弯管中传播问题
,

得到零阶项功
。、

一阶项 功
,

满足

W eb s t e r
方 程

,

以后各阶一般可 分 为 一 个 截 面 上 的 P oi s so n 方程和一个关于
了的非齐次

W
e b s te r方程

。

这与 L e s s e r和 L ew is 〔“’‘弓’在二维管道中所得的结果是相符的
.

文章对管道的

几何参数对复速度势渐近展开各阶项的影响作了基本分析
。

我们看到
,

管道横截面面积的变

化的影响首先出现在零阶项
·

而在横截面形状关于副法线‘对称时
,

或关于“以
令

(。一 2 ,

3 , 4
,

⋯ )为周期时
,

中心线的曲率K 不影响一阶项功
, ,

它首先出现在二阶项中
,

此 时 功
,

仍

满足齐次的 w
ebs te :

方程
.

在横截面形状关于主法线 汽和 副 法 线 名都对称时
,

或关于 e 以

潇 (。一 “
, 3 , 4 ,

⋯ )为周期时
,

中心线的挠度 T 不影响二阶项
,

而首先出现在三阶项中
·

文

章研究了长波在弯曲圆管中传播问题
,

说明了上述结论
,

并对长波在
“

幂函数型圆管
”

中传

播给出了具体的结果
.

本文是在丁汝教授直接指导下完成的
,

并得到程极泰副教授
,

范伟民先生和孙薇荣先生

的大力帮助
,

在此表示衷心的感谢
。
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,

J
.

搜 c o u : t
.

S o e
.

月阴
. ,

6 1
,

6 (19 7 7)
,

143 8一1连44
.

[ 6 」 f in g L u

(丁汝)
,

S t u di e s in th e m o t io n a n d d e e a y o f v o r t ic e s in A ire r a
ft 附

a ke

T “ r b o le n c e a o d its D e te e tio n ,

E d ite d by J
.

H
.

O lse n ,

A
.

G o ld b u rg a n d M
.

R o g e r s ,

l
)
le n u , n P re s s

.

N
.

Y
.

(197 1)
,

1 1一40
.

〔了」 N ayf。。
,

A l, 士lo s a u ,

Pe r tu r b a tio n M e tho d s ,

J o h。 砰 ile“ a n d s o n :
.

I n e
. ,

(197 3)
.
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Pr0 Pa g a tio n o f a Lo n g W a ve in a C u rved D u e t ( I )

B a sic An a lysis o f Lo n g W a ve P ro Pa g a tio n in

a C u rve d D u c t w ith V a ria ble C ro s s Se c tio n

G u S h e n g 一 sh i F a n g G u a n g 一 x io n g

(D
o Pa 尸t o e n t o f A PPlie d M a th e阴 a tie s ,

Sh a n夕ha i J fa o T o n夕 U n io e r : it夕
,

S h a n夕ha f)

Ab st ra c t

T he p r o Pa g a t io n o f a lo n g w a v e in a th r e e 一d im e n s io n a l e u r v e d d u e t w ith v a r ia b le e r o s s

s e e tio n 15 s t u die d in th i s p a p e r
.

It 15 s h o w n t ha t a th r e e 一 d im e n s io n a l H e lxn h o ltz E q u a tio n

e a n b e d e c o 二po s e d in to a tw o 一 d im e n si o n a l L a p la e e

(o
r P o is s o n ) E q u a t io n a n d a o n e一 d im e n

-

s io n a l W
e b s te r E q u a tio n b y th e e u r v ilin e a r o r tho g o n a l e o o r d in a t e s y s te m

, n o n 一d im e n s io n i
-

z a tio n o f r e d u e e d w a v e e q u a tio n a n d r e g u la r p e r tu r b a tio n w ith s m a ll p a r a m e te r k a ,

w h e r e 介

1 5 the w a v e n u m b e r a n d a 15 the eh a r a e te r is tie r a d iu s o f th e d u e t
.

T h e in flu e n e e s o f th e

d u e t
‘5 g e o m e t r ie p a r a m e t e r s (th e a r e a v a r ia t io n o f th e e r o ss s e e t io n ,

th e e u r v a t u r e a n d t o r
·

sio n o f the e e n tr a l lin e ) t o the a sym p t o t ie e x p a n s i o n o f t li e s o lu t io n a re a n a ly s e d
.

It 15

e o n e lu d e d tha t the e ffe e t s o f the v a r ia t io n o f th e e r o s s 一 se e ti o n a l a r e a fir s t a p p e a r in th e

fir st t e r m o f tha a s ym Pt o t ie e x p a n s io n , a n d w h e n th e e r o s s s e e t io n s h a p e h a s e e r ta in sy m
-

m e tr ie p r o Pe r t ie s ,
the e ffe e ts o f the e u r v a t u r e a n d t o r s io n o f the e e n tr a l li n e fir s t aPp e a r

in the th ir d 一 a n d th e fo u r th一 te r m s , r e s p e et iv e ly
.

A n ex a m p le o f lo n g w a v e p r o p a g a t io 丘 in a

e u r v e d e ir e u la r d u e t 1 5 a ls o g iv e n a t th e 。卫d o f th e p a p e r
.


