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摘 要

木文首先给出变厚度圆薄板大挠度方程
,

用小参数方法和修正迭代法联合求 解 此问题
,

得到三次

近似解
;
给出特征曲线同线性理论进行了比较

.

一
、

引 言

变厚度圆薄板在工程 中也常常遇到
.

由于变厚度圆薄板基本方程复杂
,

难度大
,

就是用

线性理论解决也是不容易的
。

以往用小挠度理论研究此问题的人并不多
,

正如文〔2 」指出仅

有郝滋尔
、

毕欧列
、

奥宋
、

康惠
、

拉伸纳尔
、

冯元祯和我国叶开沉教授
.

作者至今尚未见到

用大挠度理论研究过此问题
。

本文是在文〔2 」的启导下
,

选取了不同于文〔2 〕幂级数形式
,

对载荷进行了处理
,

使作者用小参数法和修正迭代法解此问题成为可能
.

二
、

基本方程和边界条件

我们只限于研究对称问题
。

r7 ,
“ ·

今
、、

现在我们来求变厚度圆薄板在横向均 布 载荷 下的大挠度方

程
.

图 1 表示夹角为d o的两个径向截面和两个

弧截面截取的板元素
,

其中一个弧截面位于半

材
, d 夕

口 , h必

巴竺
‘

、甘尸

2

望口 十 d “
r

、汁 土 J 川厂石+ d h )d 夕

图 1 图 2

径为
r ,

厚度为h的圆周上
,

另一个弧截面位于半径为(
r + d r)

,

厚度为 (h + d h) 的圆周上
.

在

图上示有剪力
、

应力和弯矩
.

作用在元素上的横向载荷为qr d od : ,

其中q为载荷 强度
.

由板元素力矩平衡可得
:

铸

叶开沉推荐
.
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由板元素径向力的平衡可得
:

d (h r。
,

)
d r

一 ha e = O (2
.
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由图 2 可得
:
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其中
:
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其 中
:

D 二
E h

,

1 2 (1一 v Z

)
E 为弹性模量

, v
为波松比

.

把 (2
.

3 )
、

(2
.
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、

(2
.

5 a ,
b)式代入方程(2

.

2)可得
:
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将 (2
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、
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b)式代入方程 (2
.
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:
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假定圆平板的厚度h表达式同文仁2 」

_
一

口/
犷

、
’

h = h
0 e 6 \

。
/

其中刀
,

h0 为常数
, a为圆板半径

.

对于不 同的刀值
,

沿着平板的直径厚度变化如图 3

常用的边界条件有
:

1 ) 周边固定夹紧

(2
.

1 0 )

所示
。

当 r = a 时
:

研 = O 誉
一 。

,
一

茶
一
(r N刁一、一 。

(2
.

J la ,

b
, e)
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图 3

当: 一 O 时 :
d 牙
d r N

,

有限 (2
.

z Za ,

b)

2 )

当 r =

周边可移夹紧

a时
:

厅

O 时 :

d 附
d r

二 0 ,

N
,

= 0 (2
.

1 3 a ,

b
, e
)

当r =

3 )

d 不仁

d r N
,

有限 (2
.
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b)

周边铰支
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:
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d
Z
不露

2
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十
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工
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N
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有限 (2
.

1 5 d
, e
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其 中N
,

为板的径向张力
.

为 了求解方便
,

对方程进行简化
,

我们引入下列无量纲量

P二

P二

r
班

J 夕= 一瓦一
, 一

斋
6 a 4

(1一 v名)g

E 川

22 (l一 , 2

)h P a
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E 川

把这些无量纲量代入方程 (2
.

6) 和 (2
.

9)
,

就得到变厚度圆薄板无量纲大挠度方程
:

刀
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一

于, , a = 6 0 一沪 )
洲 ”

‘

到
一 “

一
尸 d 户 P d P

’ ‘ 一
’、 止

而用无量纲量表示的边界条件如下
:

1 ) 周边固定夹紧

(2
.

1 6 a )

(2
.

2 6b )

当 p 一 , 时 : 。一 。
, 、一 。

, 。
一

奕一
, : 一。

“ 尸
(2 一 7 a ,

b
, 。
)
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当 p = O时
: 甲 , !

有限

2 ) 周边可移夹紧

当 户“ l 时
:

, = 0 , 切= 0 , : = 0

当 p = 0 时
: 甲 , S

有限

3 ) 周边铰支

王 新 志

(2
.

JS。
,

b)

(2
.

1 g a ,

b
, 。)

(2
.

2 0 a ,

b)

当 。二 里时
: 。二 。

,

卒
一

+ 一

吧一 。
,

a 尸 式少

d s

P
一
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一二 一 V S = U
“尸

(2
.
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b
, e)

当 p 二 0 时
: 甲 , ‘

有限 (2
.

2 2 a ,

b)

从方程 (2
.

1 6a ) 可看出
,

不要等式右边第三项
,

我们就得到变厚度圆薄板小挠度方程
,

当 刀等于零 由方程 (2
.

16 a ) 就得到等厚度圆薄板大挠度方程
,

在此基础上再去掉非线性项

就得到等厚度圆薄板小挠度方程
。

从方程 (2
.

1 6 b ) 可看出
,

当刀= O可得到等厚 度 圆薄板

大挠度协调方程
。

三
、

求 解 边 值 问 题

本文只求在 固定夹紧边界条件的解
,

即我们要在边界条件(2
.

17a
,

b
,

c)
,

(2
,

18a
,

b) 下
,

用小参数法来求解方程组(2
.
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,
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.
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:
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同时我们设 y扣)
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:
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.

xa ,
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、
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.
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、
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.

4)
、
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.
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.
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b) 及边
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.

1 7a
,

b
,
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,

(2
.

18a
,

b)
,

且按
。 次数相同的项合并起来

.

我们就 得到 一 系 列 关于

中 ;
(p )和

s ,
(p )

, 甲 :

(p )和
s :

(p )
, 切 :

(p )和 5 3

(p )
, 甲‘

(p )和
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方程
.

其中取 ,
‘
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,

典奥
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,
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。

对于 叭
, s ,

我们有下面的边值问题
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.

) = 6G p Z
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.
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当 p = j时
:

当 P = O 时
:

夕l
= 0 , 切 1

, 0
,

切 1 , s 、

有限

d s 、

户一下 二二 一 , 句 ~ O
口 尸

(3
.

6a ,

b
, e)

(3
.
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解此边值问题得
:
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.
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,
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.
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,

我们就得到无量纲挠度 夕(户)的一次近似
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sb)
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命
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咭
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这就是等厚度圆板在均布载荷下小挠度的解
.

将 (3
.

la)
、

(3
.

8b ) 代入 (3
.

4 a)式
,

G = a 19 。

取 P = O得
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: 。 ,

=

粤
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.

尸
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.
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.
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’ 以式 (3
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,

求解一系列边值问题
.
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, s :
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.
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,
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,
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G 二 a , g 。
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.
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.
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。
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.
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为了同线性理论比较
,

我们将文赶2 」和本文的无量纲挠度
、

载荷转化成和文〔1 〕相同
,
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这里的Q是无量纲均布载荷强度
,

不 同于式 (2
.

1 )和式 (2
.

5) 的Q
,

同于文〔l」的Q
.

下面取
, 二 0

.

3

时
,

同文【2 」进行比较
。

当刀= 0 时
:

Q = 4研
, 。

+ 0
.

7 9 9 4 7班二 (3
.

27 )

这就是等厚度圆薄板大挠度特征关系式
,

和文〔l 」(3
.

5 0 式完全相同
。

当刀= 4 时
:

Q = 1
.

6 0 7 4研
二 + 0
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3 3 4 7研杀 (3
.

?s)

当刀二 一 4 时
:

Q 二 6
.

8 6 7 6牙
。 + 1
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3 0 8 1研票 (3
.

2 9 )

文〔2 〕线性结果
,

取三次近似为
:

当刀= 0 时
:

Q = 4才
。

当刀= 4 时 : Q = 一 6 4 3 7砰
。

当刀= 一 4 时 : Q一 5
.

1 5 3 5砰
。

图 4 我们绘出T 由式 (3
.

2 7 )
、

(3
.

2 8)
、

(3
.

2 9)
、

(3
.

3 0 )
、

(3
.

3 1)
、

(3
.

3 2) 表 示

的特征线
.

从图上可以看出
,

当圆板由内

部到边缘变薄时比内部到边缘变厚时中心

挠度大
,

这和物理现象完全一致
。

同时本

文特征曲线
,

参数相同时位于文〔2 〕特征

曲线的左上侧
,

这也和物理概 念 相 吻 合

的
。
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我们知道
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取p = O 时得到薄板中心张力为
:
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取户= l 时得到薄板边缘的张力为
:

(3一 n ,

)n
, 。 ,

‘v ,

’ 一一-
丽一卢

‘
a ‘夕言

,

” ,

尸 「 4 7 v 一 3 9
,

l
,

9
,

9一 2 7 v

十有飞7 1
~

一 丁石石一一
.

a ‘y石十 不只
-

a a 石y占一 一石不 a a Z a 3夕石一一兀不石于
乙 1 0 ‘ 1 ‘ V 6 U O U ‘性 V

。 :。: + ,

〕
(3

.

3 8 )

四
、

讨 论

在工程上有时变厚度薄板按小挠度理论进行设计
,

不 能较好发挥其材料的机械性能
.

这

是按小挠度理论保守的原因
,

这就有必要按大挠度理论进行设计
,

这是本文的尝试意义
.

本文采用的计算方法系根据文【2 〕
、

〔3 〕两种方法结合而成
。

基本方法仍是修正迭代程

序
。

这方法可用以解决具有小参数变厚度的大挠度圆薄板问题及其他问题
。
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