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摘要:  利用正锥上的度理论, 结合精细的先验估计技巧, 讨论了一类强非线性弱耦合的反应扩散

方程组,得到了其非平凡平衡解的存在性以及解的结构# 
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引   言

自然界的许多非线性现象可用一类弱耦合的反应扩散方程组来描述, 例如,天体力学中星

云的在重力作用下的运动以及气体的热燃烧问题等等,在数学上都可归结为下述初边值问题:

  
5u /5 t - $u = f ( u, v ) , 5v /5 t - $v = g( u, v ) ,   x I 8 , t > 0,

u = v = 0,                   x I 5 8,
u( x , 0) = u0( x) , v( x, 0) = v0( x) ,        x I 8,

( 1)

其中 8 < R
N
(N \ 2) 为具光滑边界 5 8 的有界区域, u0( x) , v0( x) 是给定的初值, f ( u, v)、

g ( u, v ) 是其变元的非线性函数# 众所周知,非线性反应扩散方程组( 1)的研究中的一核心问

题是讨论其平衡解, 特别是非平凡平衡解的存在性以及平衡解的结构,所谓非平凡平衡解就是

不恒等于常数的平衡解# 在实际问题中人们最关心的是问题( 1)正平衡解, 也即要讨论边值问

题

  
- $u = f ( u, v) , - $v = g( u, v) ,   x I 8,

u > 0, v > 0,            x I 8,

u = v = 0,             x I 5 8
( 2)

的可解性# 在此顺便指出,量子力学中的SchrÊdinger方程组平衡解也可归结为( 2) # 
由于我们在本文中所考虑的反应项是强非线性的情形,即(2)中的反应项 f ( t , s) 和 g ( t , s )

关于其变元呈幂指数形式快速增长的情形,这对问题(2)的可解性研究带来实质性的困难# 近几
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十年来,这类问题已经引起了广泛的兴趣,这在文献[ 1]中对此有详细的介绍# 为了完整起见,

我们仅列举一些与本文有关的结果# 首先对于单个方程的情形,也即

  - $u = f ( u) , u > 0,  x I 8 ; u = 0,  x I 5 8# ( 3)

在文献[ 2]中,对形如 f ( t ) @ O( t
p
) , p I (1, ( N + 2) / (N - 2) ) , N \ 3的情形,利用先验估计

和度理论的方法,给出了问题( 3)正解的存在性结果# 随后, 文[ 3]推广文[ 2]中的方法到如下
特殊形式的半线性方程组的边值问题

  
- $u = f ( v) , - $v = g ( u) ,   x I 8,

u > 0, v > 0,         x I 8 ,

u = v = 0,           x I 5 8# 
( 4)

在本文中,我们将考虑另一类特殊形式的半线性反应扩散方程组, 即对非线性项 f ( t , s ) 和

g ( t , s) 具有变分结构的情形, 为此我们假定非线性函数 f ( t , s) 和 g( t , s ) 满足如下条件:

( A1) f ( t , s ) = F t ( t , s ) , g( t , s ) = Fs( t , s ) ,其中 F( t , s) : R
+ @ R

+ y R
+ 关于其变元是二

次连续可微的# 函数 f ( t , s )、g( t , s ) 是拟增的, 也即 f s( t , s) \0, g t ( t , s ) \ 0对所有的 s , t

\0成立# 

(A2) 函数 F( t , s) 是局部有界的,也即对任意的 0 < s0, t 0 < ] 有
  sup

0 [ s [ s
0
, 0 [ t [ t

0

F ( t , s) [ l ,

其中 l 是与 s0、t0有关的常数# 更进一步假设存在常数 a I (0, ] ) 使得对充分大的 t、s 成立

  F( t , s ) [ as
p
t
q
,

其中 p , q I (1, ] ) 并且满足

  1/ p + 1/ q > (N - 2) / N   (N \ 3, N = 2时, 不受限制)# 

(A3) 存在常数 a1、b1、s1、t 1使得

  lim
s y+ ]

(f ( t , s) / s) \ a1,   对 t \ t 1一致成立,

  lim
t y+ ]

( g( t , s) / t ) \ b 1,   对 s \ s1 一致成立,

且 a1 b1 > K21,其中 K1为(- $, H 1
0( 8 ) ) 的最小特征值# 

(A4) f (0, 0) = g (0, 0) = 0,并且存在常数 a2、b2、s2、t 2使得

  lim
s y 0

( f ( t , s) / s ) [ a2,   对 t [ t 2一致成立,

  l im
t y+ 0

( g( t , s ) / t ) [ b2,   对 s [ s2一致成立,

且 a2 b2 < K21# 

例如, 对 f ( t , s) = | t |
p- 1

t | s |
q- 1

s , g ( t , s) = | t |
l- 1

t | s |
r- 1

s,其中 q , l > 1, p , r \ 0

的情形,则(A1) ~ (A4)满足# 

由假设(A4)可知 u( x) = v( x) S 0满足( 2) ,但这是平凡解,在实际问题中人们关心的是

( 2)的非平凡解的存在性,也就是非线性问题的多解性# 

本文的主要结果是

定理 1  设 8 < R
N
(N \2) 为有界区域,其边界5 8充分光滑, 假设( A1) ~ ( A4) 成立,则

问题(2) 至少存在一个正解( u, v ) I C
2, C

(�8 ) , C I (0, 1) , 并且有先验估计 + u +L
]
( 8) +

+v +L
]
( 8 ) [ c, 其中常数 c 仅依赖于 8 和假设( A1) ~ (A3) 中出现的常数, 而与解( u , v ) 无

关# 

本文安排是这样的, 在第 1节中我们对( 2)的正解 ( u, v) 做先验估计, 也即证明定理 4# 

在第 2节中,我们利用第 1节中的结果,再结合正锥上的度理论方法来建立( 2)正解的存在性,
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即定理8# 

1  先 验估 计

在本节中, 我们要对方程组( 2)的正解做类似与[ 4]和[ 5]的先验估计, 为此需要以下几个

引理# 

引理 2  设 F ( t , s ) 关于其变元是二次连续可微的, 并且 F (0, 0) = 0, u, v I C
2
( 8) H

C
1
( �8 ) , 是方程组( 2)的解,则成立 Pohozaev形式的恒等式:

  Q8
[ | ü |

2
+ | v̈ |

2
] dx - 2*Q8

F ( u, v)dx +

    1
N - 2R5 8

5u
5M

2

+
5v
5M

2

( x#M)dSx = 0, ( 5)

其中M为边界5 8上的单位外法向量, 2
*

= 2N/ (N - 2) (N \3) 为Sobolev嵌入定理的临界指数# 

证明  引理 2的证明主要利用下面一些等式# 

  $u( x#¨u) = div ( x# ü ) ü - ( | ¨u |
2
/ 2) x + ( (N - 2) / 2) | ¨u |

2
,

  $v ( x# v̈ ) = div ( x# v̈ ) v̈ - ( | v̈ |
2
/ 2) x + ( (N - 2) / 2) | v̈ |

2
,

  Fu ( u, v) ( x# ü) = div( x#F ( u, v ) ) - NF( u, v) - ( x# v̈ ) Fv ( u, v)# 
然后在问题( 2)中的方程两端分别同乘以 ( x# ü) 和( x# v̈ ) 并在 8 上积分,利用上述恒等式

可得等式

  Q8
[$u ( x# ü) + $v( x# v̈ ) ] dx =

N - 2
N Q8

[ | ü |
2
+ | v̈ |

2
] dx +

    1
2R5 8

5 u
5M

2

+
5 v
5M

2

( x#M)dSx = NQ8
F( u, v) dx# 

经整理后可得( 5)# 

引理 3  如果 A+ B [ 2* , 则存在常数 c > 0使得

  Q8
| u |

A
| v |

Bdx
1/ ( A+ B)

[ c +( u , v ) +(H
1

0
( 8) )

2,

其中 +( u, v) + (H 1

0
( 8 )) 2 = +u +H 1

0
( 8) + +v +H 1

0
( 8 ) 为 Sobolev 空间 (H

1
0( 8 ) )

2
= H

1
0( 8 ) @

H
1
0( 8 ) 中的范数# 

证明  令

  SA+ B( 8) = inf
u I H

1
0
( 8 ) / 0

Q8
| ü |

2dx Q8
| u |

A+ Bdx
2/ ( A+ B)

,

由Sobolev嵌入定理可知, SA+ B( 8 ) 为只与维数N 及 8有关的常数# 再由不等式 | u |
A
| v |

B

[ | u |
A+ B

+ | v |
A+ B可知, 引理 3可直接由

  Q8
| u |

A
| v |

Bdx
1/ ( A+ B)

[ Q8
| u |

A+ B
| v |

A+ B
1/ ( A+ B)

[

    c( +u +H 1

0
( 8 ) + +v +H 1

0
( 8) ) = c +( u , v ) +(H 1

0
( 8) )2

给出# 

为了叙述的方便,下面我们仅对 8 < R
N
(N \2) 为有界凸区域的情形进行深入的讨论,

其结果对一般的有界光滑区域都成立# 本节的主要结果是:

定理 4  假设函数 f ( t , s )、g( t , s) 满足(A1)、( A2)、( A3) ,并且区域 8 是R
N 中的有界凸区

域,其边界 5 8 充分光滑# 则成立下述先验估计
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  +u +L
]
( 8) [ c, +v +L

]
( 8 ) [ c,

其中常数 c 仅依赖于 8 和假设( A1)、( A2)、( A3) 中出现的常数有关而与( u, v) 无关# 

证明  分 4步来证明定理 4# 不失一般性,在证明过程中我们用 c来统一表示与解( u, v )

无关的常数# 

第一步  证明 u, v, f ( u, v) 及 g ( u, v) 在 L
1
loc( 8 ) 中一致有界# 为此,令 K1 和 U1( x ) 为

下述特征值问题的第一特征值及对应的特征函数,也即,

  
- $U1 = K1U1,   x I 8,

U1 = 0,      x I 5 8# 
( 6)

显然有 K1 > 0, U1( x) > 0, Px I 8 成立# 不失一般性我们可归一化 U1( x) 使得

  Q8
U1( x) = 1# 

在方程( 2)两端同乘以 U1( x ) 并在区域 8 上积分,得

  K1Q8
uU1( x)dx = Q8

f ( u , v ) U1( x)dx ,

  K1Q8
vU1( x)dx = Q8

g( u , v ) U1( x)dx# 

由假设条件( A2)、(A3)知,存在正常数 c 使得

  f ( t , s ) \ a1 s - c, g( t , s ) \ b1t - c,  对所有的 s \ 0, t \ 0成立,

并且 a1 b1 > K
2
1# 

因此有

  K1Q8
uU1( x)dx \ a1Q8

vU1( x )dx - cQ8
U1( x)dx,

  K1Q8
vU1( x)dx \ b1Q8

uU1( x)dx - cQ8
U1( x)dx# 

由上述式子可得

  Q8
uU1( x)dx [

( a1+ K1) c
a1b1 - K21Q8

U1( x)dx =
( a1+ K1) c
a1 b1- K21

,

  Q8
vU1( x)dx [

( b1+ K1) c

a1 b1- K
2
1Q8

U1( x)dx =
( b1+ K1) c

a1 b1- K
2
1

# 

即得估计

  Q8
uU1( x)dx < c, Q8

vU1( x )dx < c,

对( 2)的所有正解 ( u , v ) 成立# 再结合( 2) ,又可得估计

  Q8
f ( u, v) U1( x)dx < c, Q8

g ( u, v) U1( x )dx < c# 

鉴于 U1( x) > 0对任意 x I 8成立, 因此有 u、v、f ( u, v) 和 g( u, v) 在L
1
loc( 8) 中一致有界# 

第二步  在此我们要得到解 ( u, v) 及其梯度( ¨u, v̈) 在边界5 8附近的估计# 由假设

条件(A1) 知, 函数 f ( u, v) 和 g( u, v ) 关于 u, v 是拟增的,从而对方程组(2) ,极大值原理成立

(参见[ 6] )# 又因为区域 8 是凸的, 因此利用与[ 6] 相同的方法, 利用第一步的结果可以断言

存在 E> 0使得

  u( x) , v( x) [ c,  对任意的 x I 8E= y I 8 : d ( y ,5 8 ) < E 成立# 

再由椭圆方程组的正则性理论[ 7]可以得到估计

  | ü( x ) | , | v̈ ( x) | [ c,
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对任意的 x I 8E/ 2 = y I 8: d ( y , 5 8 ) < E/ 2 成立# 

第三步  在这一步中,我们要得到估计

  +( u, v ) + (H
1

0
( 8) )

2 SQ8
( | ü |

2
+ | v̈ |

2
)dx [ c, Q8

F ( u, v)dx [ c# 

事实上,利用恒等式( 5)和方程组( 2)可得

  Q8
[ uFu ( u, v) + vFv ( u , v ) ] dx -

2N
N - 2Q8

F( u , v )dx =

    -
1

N - 2R5 8

5 u
5M

2

+
5v
5M

2

( x#M) dSx = 0# ( 7)

利用第二步的结果, 我们可以得到( 7)式右端边界积分估计,再由假设条件( A2)知,可以选择 H

I [ 0, 1] 使得

  H
p

>
N - 2
2N =

1

2
* ,

1 - H
p

>
N - 2
2N =

1

2
* ,

从而有

  Q8
(2
*
HF( u, v) - uFu ( u, v) )dx + Q8

(2
*
(1- H) F( u, v ) - uFv ( u, v) )dx [ c# 

再一次利用假设条件(A2) ,可以得到

  Q8
F ( u, v)dx [ c, Q8

uFu( u, v )dx [ c, Q8
vFv ( u, v)dx [ c,

其中常数 c > 0仅依赖于 8 和函数F 的性质(A1)、( A2)、( A3)中出现的常数# 

由等式

  Q8
[ uFu ( u, v) + vFv ( u , v ) ] dx = Q8

( | ü |
2
+ | v̈ |

2
)d x,

便可得到

  Q8
( | ü |

2
+ | v̈ |

2
) dx [ c# 

第四步  在这一步中,我们要得到 ( u, v) 在 8 上的整体估计

  +u +L
]
( 8) [ c, +v +L

]
( 8 ) [ c# 

在假设条件( A2)下,利用引理 3以及第三步中得到的 +( u, v) + (H
1

0
( 8 ))

2 的估计便可得

  Q8
u
p+ qdx [ c, Q8

v
p+ qdx [ c# 

再结合/靴带0迭代技巧(参见文献[ 8] )和椭圆方程组的正则性理论(参见文献[ 7] )即可知第四

步中的结论成立# 
综上所述, 定理 4得证# 

注记 5 从上述证明过程中不难看出, 只要 (- $, H 1
0( 8 ) ) 的第一特征值 K1为正的,定理4的结论就成立# 

因此对形如 8 = ( a, b ) @ RN- 1 的无界窄长区域和 8 = D @ R的无界柱形区域, 定理4 成立# 其中常数 a,

b I R, D < RN- 1 为有界连通区域# 

2  存在性结果
在本节中, 我们将利用正锥上的度理论来建立方程组( 2)的正解 ( u , v ) 的存在性# 为此,

先给出锥的定义# 
定义 6  如果 K 为 Banach空间 X 中的一闭子集, 且满足: ( � ) 如果对 x , y I K , 及常数

d1, d2 \ 0,有 d1x + d2y I K ; ( � ) 如果 x I K 并且x X 0,有- x /I K# 则称 K 为空间X 中
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的一个锥# 

现在让我们引入下面的不动点定理,这在存在性的证明过程中起着关键作用# 

引理 7[ 2]  设 K 为 Banach空间 X 中的锥, U = x I K : r < +x + < R 是X 中的子集,

其中常数 R > r > 0# 映射 5 : K y K 是紧的,满足 5(0) = 0# 假设存在元素 w I K \ 0

使得

( � ) x X N5 ( x ) 对 0 [ N [ 1和 +x + = r 成立;

( � ) x X Nw + 5 ( x ) 对 N\ 0和 +x + = R 成立,

则映射 5 在 U中至少有一个不动点# 

本节的主要结果是

定理 8  假设 f ( t , s) 和 g( t , s ) 满足假设(A1) ~ (A4) , 8 是R
N
(N \2) 中的有界区域,其

边界 5 8 充分光滑,则问题(2) 至少存在一个正解( u , v ) I C
2, A

( �8 ) , A I (0, 1)# 

证明  首先定义 Banach空间 X = C( �8) @ C ( �8 ) , 其范数为

  +( u, v ) +X = max + u +L
]
( 8 ) , +v +L

]
( 8 ) # 

定义正锥 K < X 为K = ( u( x) , v( x ) ) I X | u( x ) , v ( x) \ 0, x I 8 # 对( �u ,�v ) I
K ,定义( u, v) = 5 (�u, �v ) 为下述线性边值问题的解,

  

- $u = Fu(�u, �v ) , - $v = Fv (�u, �v ) ,   x I 8,

u > 0, v > 0,             x I 8 ,

u = v = 0,              x I 5 8# 

( 8)

显然映射 5: K y K 为紧映射,并且 5(0) = 0# 因此,方程组(2) 存在正解的存在性就等价于

映射 5 在K 存在非零不动点的存在性# 

现在我们利用引理 7来证明 5 在 U中有不动点# 为此, 只需验证引理 7中的假设条件

( � )、( � )# 

( � ) 由条件( A4)知,存在 r > 0使得

  F t ( t , s) [ a2s , Fs( t , s) [ b2 t

且 a2 b2 < K21对任意0 [ t , s [ r 成立# 用反证法来证明引理 7中的( � ) ,假设存在( u, v) I

K 使得 +( u , v ) +X = r 并且满足( u , v ) = K5( u , v ) ,其中 K I [ 0, 1] , 也即满足

  
- $u = KFu ( u, v) , - $v = KFv ( u, v ) ,   x I 8 ,

u > 0, v > 0,              x I 8,

u = v = 0,               x I 5 8# 
( 9)

在方程( 9)的两端同乘以 U1( x) 并在 8 上积分,得

  K1Q8
uU1( x)dx = KQ8

Fu( u , v ) U1( x)dx [ a2Q8
vU1( x )dx,

  K1Q8
vU1( x)dx = KQ8

Fv ( u , v ) U1( x)dx [ b2Q8
uU1( x)dx# 

由这两个等式, 容易得到

  K21Q8
uU1( x)dx [ a2 b2Q8

uU1( x)dx,

  K
2
1Q8

vU1( x)dx [ a2 b2Q8
vU1( x) dx# 

这显然与 a2 b2 < K21矛盾,因此定理7中的( � )成立# 

( � ) 取 w = (�u , �v ) = ( U1( x) , U1( x) ) 只要证明存在R > 0,当 +( u, v) +X = R 时, ( u ,

v) X Nw + 5 ( u, v ) , PN> 0# 为此让我们来考虑下述问题

1269顾   永   耕    孙   文   俊



  

- $u = NK1U1( x) + Fu ( u, v) , - $v = NK1 U1( x ) + Fv ( u, v) ,   x I 8,

u > 0, v > 0,   x I 8 ,

u = v = 0,    x I 5 8# 
( 10)

由假设(A1)、(A2)、(A3) ,如 ( u , v ) 是方程组(10) 的正解, 类似于定理4的证明过程可知存在不

依赖( u, v ) 的常数 c > 0使得估计

  +u +L
]
( 8) [ c, +v +L

]
( 8 ) [ c 及 N [ c

成立# 由此可知,只要我们选择 R > c, 则问题( 10)无解,亦即定理 7中的( � )成立# 这就证

明了映射 5 ( u, v) 在 U中有一个不动点,于是知方程组(2)至少存在一个正解( u , v ) 并且满足

  r < +( u, v) +X < R ,

定理 8得证# 

定理 1的证明  结合定理 4和定理 8知定理1成立# 
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Nontrivial Equilibrium Solutions for a Semilinear

Reaction_Diffusion System
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Abstract: By the degree theory on positive cone together with the technique of a priori estimate, the

nontrivial equilibrium solutions of a strong nonlinearity and weak coupling reaction diffusion system

and the structure of the equilibrium solutions are discussed.

Key words: semilinear reaction_diffusion system; equilibrium solution; priori estimate
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