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摘 要

当前结构分析的有效方法是有限单元法
,

对于结构动力学问题
,

将变位
、

应力等物理星通过 F o u -

ri e r 变换进行谱分解
,

在谱分解的形式下推求动力刚度矩阵
,

这样所得的矩阵和有关方程不能用结构的

随机振动问题常用的振型分解法求解
.

本文提出了一个普遍化的求解方法
.

文中考虑如地震
、

风 震 等

外载是如下非平稳随机过程
: P (t)= {P

,

(t )}
,

P
:

(才)~ a 、

(t)P兮(t)
, a ‘

(t)是已知的时间函数
,

P ?(t) 是

平稳随机过程
.

本文将有限单元法所得的离散化方程进行F O ur ie r 变换
,

利用随机过程谱分解的正交增

量性质‘几,推导了激励谱和反应谱之间关系的公式
、

用这些公式可以寻求反应的互功率谱密度 矩 阵
,

再

根据反应的统计量进行结构的安全度分析
.

在本文提出的计算方法中
,

当
a 、

(O = 1 (‘“ 1
,

2
,

⋯
,

的 时方

法可以简化为求解平稳过程的特殊情况
.

在实际应用中可以根据地震
、

风震记录所得的功率谱密 度 矩

阵
,

按本文方法用计算机对高层
、

高耸
、

大跨度等结构问题进行分析
,

为了说明计算方法的特点
,

文
中首先考虑单自由度情况

,

其次考虑多自由度情况
,

列出几个重要统计量的计算公式
,

并对数值 计 算

方法和安全度分析作了讨论
.

一
、

单 自 由 度 情 况

基本方程是

M U + C U + K U ~ 尸

在上式中
,

U 是质点的变位
,

M
,

C 各为质点的质量和阻尼系数
,

K 是刚度系数
,

对时间的导数
,

尸是荷载
,

是一个非平稳随机过程
,

表示为

P (t )= a (t)P
O

(t )

对 尸(t) 作谱分解
,

则有

(1
.

1 )

点号表示

(1
.

2 )

P (t) = } P (。 ) e ‘
“‘

d 。

式中
,

厂(。 )是 尸(f)的 F o u r ie : 变换
,

再设
。(t)

,

尸
·

(r )的 F o u r ie r 变换各为 a (。 )
,

根据 F o
ur ie r 变换性质有

户(。 )二 a (。 ) 二
户

O

(。)

上式中
,
号表示求摺积

.

这样可得
:

(1
.

3 )

P
“

(。 )
,

(1
.

4 )

尸 (, ) 一

}{
户

·

(。
压

,“‘。
,

一
, ·

‘
。 , ‘ “。 !d O Z

(l
,

sa )

尸·、, )一

{{
”

。·‘口
3

, “· (。

一
, 一

‘
。‘’d O 3 d。

·

(1
.

sb )

钟万瓣推荐
.
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上式中右上角
, 号表示复共扼量

.

在以上两式中略去了从一 co 到 , 的积限符号
,

以下各式中

也将采用这种简化写法
.

(1
.

sa)
,

(1
.

5 b) 两式的乘积是
:

(1n

p (, )p ·(‘)一

{{){
”

。

(。
1

), 二(。
3

)“(。
2

一
)“·‘。

4

一
,

.

e ‘
佃 : 一 “ ; ) ‘d 。

工
d o Z

d o 3
d o 4

对上式求期望值
,

注意到谱分解P
“

(。
,

)和尸
“

权。
。

)的积的期望值可写为
:

E [P
“

(。
,

)P
“关(。

。

)〕= S 尸(。
;

)d (。 , 一。
3

)

占表示 Di
r ac 函数

,

S , (。
,

)是 尸
”

(t) 的功率谱密度
,

这样可将 (1
.

6) 式的期望值写为
:

(1
.

7 少

E 〔p “, p ·“, 〕一E , p “) }
:
一

{{{{
E 〔户

·

(。
1

)户
。· (。3 )」

·

a (。
2
一。 , )a关 (。

‘
一。

3

)e “。 ’一 “ ‘, ‘
d 。

,
d o Z

d o 3
d 。

-

一

}!{}
S ·(。 ! )“‘。

1

一
,“‘。

2

一
’“’‘。

‘
一。 3’

.

e ‘(‘ : 一 “ ‘, ‘
d 。

,
d o Z

d 。
。
d o 4

S , (。
:

)往(。: 一。
;

)反朴 (。
;
一。

;

)e “。 2

一
‘, ‘d o l

d 。:

面
-

S · (。
,

)
[}
“(。

2

一
)
一

d O Z

〕〔{
“·‘。

4

一
,

一
d 。

‘

〕
d O I

“
·

8 ,

一一一一

均方值 E }尸(0 1
2

经常采用如下形式
‘2 ’:

E , p (‘) ,
2
一

{
S ·(‘

, 口 )d 。

S , (t , 。 )= {
a (r , 。 ) }

“
S 尸(。)

比较 (l
。

8 ) 和 (l
.

g a ,

b) 式
,

如果定义
·“

, 。 )一

}
“(。

,

一 )
一

d 。
,

则 (1
.

8) 式和 (1
.

g a ,
b) 式是等价的

.

实际上有

(1
.

g a )

(1
.

g b )

(1
.

1 0 ,

�
·“

, 。 ) 一

!
“(。产

一 , ·
‘
佃

, - 叻 ,

一
d (。

,

一 ,一 (‘,一

将上式结果代入 (l
.

gb ) 式得

S p ( t
, 。 ) =

a 艺( t ) S ; (。 ) ( 1
.

1 2 )

仿照 (1
.

8) 式步骤
,

注意到 (l
,

1 1) 式可以求出 尸 ( t
;

)和 尸钊 t ,

)的相关函数为
:

R
。

( t
; , t: ) 二E [ P ( t )P关 ( t

Z

)〕

S 尸( 。
:
) a ( t

;

) a ( t
:
) e

! “ 1 “‘一 ‘, ,
d o l

一 “(‘
1

)“ (‘
:
) }

S ”( 。) “
‘“ “’一 ‘”““

这个结果同样可从 (l
.

2) 式直接导出
:

( x
.

1 3 )

E [ P ( t: )P 赞 ( t
Z
) j= a ( t ; ) a ( tZ ) E [P

o

( t
;
)P

o 井 ( t
:
) ]

一 ( ,
!
) · ( ,

:
)

}
S ·(口 ) ·

‘
。 (古!

一d 。
( 1

.

1 4 )

现在可以考虑方程 (l
.

1) 式的解
.

从 (1
.

1) 式可以求出频谱反应函数是

H (。 ) 二
l

二兀了淤乓二C而耳灭 ( 1
.

1 5 )

显然有
;
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U (。 )= H (。 )P (。 )

75 9

.

1 6 )

口(。)是 U (t) 的谱分量
,

则有

U “, 一

}
。(。 )一d 。一

}
H (口 , 卢‘

〔) ,一d 。

一

}!
H (一 )“(。

2

一
,

)p
·

(口
,

)
一

、。
,
、cO Z

U ·“, 一

}{
H

·

(口
4

)“
·

(田
‘

一
。

,户二(。
。

)

一
、田3

、

(l
一

1 7 ; ,

)

(1 1 7 b )

以上两式乘积的期望值是

E 〔U (‘)U · (‘)」一

!{!!
E op

·

(。
1

)’二 (功
9

), H ‘。
2

, H
·
‘口

4

,

·

反(。
2
一口 ; )d 补(。

‘
一。

。

)e ‘
伽 :

一
, ’d 。

,
d o Zd o s d 口

-

一

}
“·(。

!

)
[}

H (。2 , “‘。:

一
,
一

d 。 :

〕
·

[{
H

· (口
4

)“·‘、一 ,

一
d、」

d 口 :

(1
.

1 8 )

上式可以写成

E 〔U (‘, U ·“, , 一

(
一

}

S 。(t , 。 )d 。

,b (t , 。) 1
2
5 ; (口 )J。 (1

.

1 9 )

这里
:

S u
(t , 。 )二 Ib (t, 。) }

2
5 , (o, )

“(,
, 。 )一

{
H ‘。

,
)“‘。

,

一)
一面

,

(1
.

2 0 a )

(1
.

2 0十,
)

对于实际问题
,

a( O或 鱿。 )都是已知的
,

如果仅知 a( t)
,

可从下式求出 武了 一 o, ) :

。(。
,
一。 )=

、

华
一

{
。(: )。

- ‘〔O,
,

一
、:

乙万 J

(1
.

2 1 )

从 (1
.

2 1 ) 和 (1
.

2 0 b ) 式可 目求得 b (t , 。 )
,

并从 (l
.

2 0 a ) 式求出反应谱密度 S 。(r , 。 )
,

从

(l
.

1 9) 式可以求出相关函数 E 「U (才)U气约〕
.

从 (1
.

1 7a
,

b) 式出发模仿以上计 算 可以求

得相关函数 E 【U (t l

)U 气 t Z

)」为
:

R 。(公
, , 才2

)二 E 〔U (t l

)U 关(才
2

)}

一

}
〔““

玉, 。 ,“·“
2 , 。 , “S ·‘。 , d 。 “

·

2 2 ,

再根据随机过程中的常用公式
:

* 。‘。。。 (晰 )

(,
: ,

, :

, 一 :

畔黔止竺畏擎l

_ 尹
一

少鱼
,

红
、,必

一 口t :口t梦
(1

.

2 3 )

巨口:

R u 。· )u ( · )

(t , , t : ) == 业等犷虹
. ~

些舞吐
S ·
‘。’““

(1
.

2 4 )

可以求得各阶导数的相关函数
.
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从随机过程性质已知过程的 G au
s s
性质在任意线性变换下保持不变

,

这样
,

如

尸(t) 是 G au
s s 随机过程

,

而且这个过程由它的平均值及均方值完全决定
.

在实际问题的演算中
,

例如进行 (1
.

19 )
,

(1
.

20
a ,

b)
,

(1
.

2 1) 式的积 分
,

解经常是很困难的
,

必须采用数值积分
.

如果时间函数 a( 动 = 1
,

则 (l
.

2 1)
,

(l
.

2 Ob ) 式分别成为
:

d (。
,
一。)二 6 (。

,
一。 )

b (t
,

。 )= 月 (。 )。
‘。‘

而且 (l
.

19 )
,

(l 22 ) 式分别成为

E 〔U (, )U
·

(, )。一

{
H (一 )H

·

(。 )S ·(。 )d 。

果 激 发

求解析

1
.

2 5 a )

1
、

2 5 b )

(1
.

2 6a
)

R u (t , , t Z

)= E 〔U (t ,

)U 关 (t Z

)」

一

{
H (。 ,“· (。 , S ·‘。 ,一

“ ! 一 ’2’‘。
(1

.

2 6 b )

这是随机过程课程中的熟用公式
.

一 弓护 白
卜石 咤莽

J
卜耳 》口

-
、 歹7 仁习 犯刘 2多屯 !日 rZ匕

本节将第一节的结果推广到多自由度情况
.

按照结构动力学谱分解的有限单元法
,

在变

位模型情况可将结构的基本方程写成
:

K (。 )百(。) = 芦(。 ) (2
.

1 )

U (。) 是结点变位列矩阵
,

共有
n
个独立分量

; P (。 )是折算的结点荷载矩 阵
,

也 具 有
。
个

分量
;

K( 。) 是通过有限单元离散化所得的
。 x 。 动力刚度矩阵

.

当 。具有特 殊数 值 时
,

(2
.

1) 式可用类似于结构静力学的方法求解
.

对 (2
.

幼 式求解得
:

订(。) = K
一 ,

(。 )声(。) (2
.

2 )

激励户(。 ) 假设是非平稳随机过程 P (t) 的谱分量
,

P (f) 可以表示为
:

P (t)= a (t )P
o

(r) (2
.

3 )

a
(t )是已知函数

,

P
“

(O是平稳随机矢量过程
; 由此所得的解U (t) 也是非平稳随机过程

.

根据

有限单元法
,

内力谱分量矢量 了(。 )和 百(。 )之间存在着内力一
变位关系

:

T (。 )= E (。 )U (。、 (2
.

1)

由此可求得 个(。 ) 由 口(。 )
,

子(。 )不邓
:
求得 试 t)

,

T( O 对时间导数的谱分量认
〔。)

,

认。 )
.

在工程振动问题中常常假定激励的平均值为零
,

即设
:

E 「P (t) 1 == 0
.

E fP
o

(t) 1 = 0 、

E [ P (。 )] = 0
,

E 〔P
o

(。 )]二 0 )

在随机过程中最重要的统计数量是相关函数矩阵 尺。(t、 , t Z

)和谱矩阵

矩阵的分量是
:

(2
.

5 )

S。(t , 。)
,

具 体写出

「
R p 。: : )

(‘
, , , 2

)

“·“
1 , , 2 , 一

}
肠

‘“‘’“
;
’‘2

’

I RP
。 : , (t : , t : )

R 。厂; : )
(r , , t Z

) ⋯ R 。、l。 ,

(t , , 才2

)

R * 、2 : ,

(t, , tZ

) 二 R
, (2 。,

(t , , tZ

)

RP
《。 : ) (t, , tZ

) ⋯ RP
‘。。 ,

(t ; } , t:

) } (2
.

6、

这里
:

R , (t ; , t : )= E [ P (t、)P
‘

(t:

)] (2
.

7 )
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上式 中右上角附标 t 表示转置矩阵
,

月 有

S p (t , 。 )=

万尸
( : : ,

(t , 。 )

S
; 。: 1 ,

(t , 。 )

S
。 (。, ,

(t , co )

S 。‘, : , (t
,

。 )

S , ‘2 2 ,

(t , 。 )

S
; 可 ; 。 、(t

, 、,, )

S ; 《2 。 ,

(t , 。 )
(2

.

8 )

g
。 (。2 》

(t , 。 ) ⋯ S
, (朋)

(t , 。 )

以上各矩阵间存在关系
:

R ·(,
,

, )一

{
s· (, , 。 )“ (2

.

9 )

类似于单维情况的 (1
.

7) 式
,

今有
E [芦

o

(。 )声
o

“(。
,

)j= s ; (。)占(。一。
, )

sp
(。)是p

。

(t) 的互功率谱密度矩阵
.

且与第一节类似
,

今有
:

P (。 ) = 己(。 ) , P
”

(。 )

(2
.

10 )

P “, 一

}{
p ” “, 一

{{

P
o

(。
‘

)反(o, :
一。

,

)e ‘。 : ‘
d 。

,
d 。

,

(2 11 )

(2
.

1Z a )

P
。 ‘铸(。

:

)d (。
4
一。, )e 一‘。 一‘

d o s
d 。

‘ (2
.

1Z b )

R 尸(t , t)二E 〔P (t)P
‘

(t)] = E 〔P (t)P
‘. (t )〕

一

{}{{
E 〔声

。

‘。
1

,“
·
”‘。

3
, ,“‘。

2

一
’“’‘。一。3

’

. e ‘佃 2 一 , . , ‘d o ld 。 : d o s

而
-

一

{}{!
, ·‘。

1

,“‘。
1

一
,“‘。

2

一
’“’‘。

4
一。

3

’

. e ““ 2 一 , 。 )‘d o l
d 。

:
d o s

d o .

S 。(。
:

)a (。
:
一。

;

)d关 (。
4
一。 : )e ‘

“ : ‘e 一
““d 。

、
d。 : d o 4

S
。

(。 )a (t
,

。 )a关 (t
,

。)d 。 (2
.

1 3 )

一一一一

与 (1
.

1 0 )
,

(1
.

1 1 ) 式相同
,

a (t
,

。 ) =

这里有

}
“(。

,

一 ,一
‘,

d 。‘

一“, ·
‘
。‘

因为

故有

同样可以求出相关函数是

“·(‘
, ‘)一

{
‘
·

(‘
, 。 )d 。

S
。

(t , 。 )~ a Z

(t)S ; (。 )

(2
.

14 )

(2
.

15 )

(2
.

16 )

R
·

(,
1 , 云2

)一E 〔p (‘
1

)p
‘·“

2

,〕一

{
, ·(口)“(‘

! , 。 )“·“: , 。 ,“

一。“
! )·(‘

2

)

}
, ·‘。 )·

‘
。( : 1

一 d 。
(2

.

17 )

一般可根据地震
、

风震或实验资料选取功率谱的形式
.

在一些文献中
,

为了 便 于 计 算
,

将

(2
.

1 6 ) 式的 S , (。)选为白噪声谱
,

即 S 尸(‘, ) (。) = S , (‘, 》,

与频率 。 无关
.

以下求反应 U (t) 的谱密度矩阵 S武 t , 。)
.

将 U (O进行谱分解
,

考虑到 (2
.

2) 式可得

U (, )一

l
。(。)一“

一

}
K一 (。)声(。 )·‘。

,

‘
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一

{{
长

-

U
‘’吸‘, 一

}{

‘

(。
:

)a(。
2
一。

:

)P
。

(。
、

)e
’

“ : ‘d 。
:

d 。
:

o ‘朴 (。。
)反苦 (。

‘
一。

3

)K
一 ‘, 升

(。
‘

)e 一 ‘

田4 ‘J o 3 ‘l。
;

1sa )

1吕匕)

将 以上两式相乘求期望值
,

考虑到 (2
.

10) 式有
:

R 。(t , t ) = E 厂U (t )U
‘关 (t)J

一

{}{{
‘一‘。

2

,“(。
2

一
, E 〔芦

·

‘。
1

,声
” ‘’

‘。
3

, 〕应“。 今

一
’

.

K
一 “‘ (。

4

)e :

。: ‘e 一 ‘
, 一,

d 。
,
d o Z

d 。) 3
d 。

。

一

{{l{
‘一‘。

2

,“‘。
2

一
, ’·(。

1

’“‘。
1
一。

3

’““。
4
一 。’3

·

K
一
“ , (。

‘

)。
‘
。a‘e 一

。一‘d 。
:
d 。

:
d o 3

d 。
、

一

!{}
K 一‘。

2

, “‘曰
2

一
, s

·

‘。
正

’瓦’ ‘。
4

一
’

·

K
一

“ 补 (。
‘

)e ‘“ 2‘e 一 “一‘d 。
,
d o Z

d o
4

一

![!
K一 (。

2

)“‘。
2

一
,
一

d O Z

〕
s·‘。

1

,

·

「}
‘
一(。

4

) “·‘。
4

一
,

一
“。

.]
d 。 ,

(2 1 9 )

可将(2
.

19) 式表示为如下形式
:

R ·(, , ‘)一

}
“(‘

, 。 ),
·

‘。 )b
: ·

“
, 。 )面

这里
:

。(,
, 。 )一

(
K一(。

,

)“(。
,

一 )

一
d 。

,

因为又可将 R l,( t ,

t) 分解成功率谱形式
:

(2
.

2 0 、

(2
.

2 1 )

R ·“
, ‘, 一

!
, ·“

, 。 )d 一
(2

.

2 2 夕

将 (2
.

2 2 )式和 (2
.

2 0 )
、

(2
.

2 1 )式进行比较可得
:

Su (t , 。 )= b (t , 。 )S
;

(。 )b
‘苦

(r , 。 )

仿照第一节的方法可得
:

R 。 (t l , t :

)一E [ U (才
,

)U
‘

(t :

)]

(2 卫3

(2
.

2 4 )

在结构振动分析中
,

{
““

1 ,

。 , s·‘。 , “““
2 , 。 ,“。

内力T的相关系数更为重要
。

从(2
.

4 )
, ( 2

.

1 8 a )式得
:

T (‘)一

{
‘(。 ,一 d 。

一

{{
E (。

2

, K 一‘。
2

,“‘。
2

一
,芦

’

(。
1

,
·

‘

“2 ‘d 。盖
J O Z

(2
.

2 5 )

代奄犷(2
.

2 4 )式有
:

R : (t , , t :

)=

这里
:

。(, , 。) 一

}

e (t‘, 。 )S; (。 )e ‘关 (tZ , 。 )d 。 (2
.

2 6 a )

E (。
,

)K
一 ‘

(。
,

)舀(。
,
一。)e “ “d 。 ,

(2
.

2 6 b)
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同样可得对于内力速度 卞有
:

卞(,

卜 }{
‘。 Z

E (口
2

, K 一‘一 , 厅
!

:切
,

一
,祥

’

(。 ,
一

‘

“口
1
“一

(2
,

2 7 )

R全“
! , ‘2

, 一

{
“‘1 , 勿 , s

·、。 )“
·

(‘
么 , 。 ,“一

(2
.

2 8 a )

d (,
, 。 )一

}
下和 T 的相关系数是

R : 全(t ; , t Z

)

由于 :

落。 ,
三(。

,

)l(
一 ’

(。
‘

)。(〔
。争‘
一。 )。 。

’

‘
d 。

,

(2
.

2 8 b )

e (t , , 。 )S 。(。 )d
‘关

(了
: , 。 )〔l。

, (2
.

2 9 )

R ·“
, ‘)一

{
5 7 “

, 。 , d 。
(2

.

3 0 。)

可得
:

S : (t , 。 )一 e (t
,

。 )S
。

(。) e ‘开 (t
,
。 ) (2

.

3 0 b )

且有

R * (才
,

, )一

{
, , (‘

,

。 )d 。
(2

.

3 1a )

S全(t , 。 )= d (t , 。〕)S。(。 )d
‘开

(r , 。 )

R , , (才
, : )一

{
, 了。(‘

, 。 )d 。

(2
.

3 1 b )

(2
.

3 2 a )

S : 全(t , 。 )= e (t , 。 )S ; (。 )d
‘关

(t , 。 )

当变化函数 a( t) 与 e ‘“‘

相比是缓变函数 }lxJ
一

有如下近似关系
:

S全(t , 。 )== 。 2
5 : (t , 。 )

S ,
·

全(t , 。) - 一 10 5 : (t , 。)

对于平稳过程情况
,

即设有 a( t) 二 1
,

这时有
:

b (t , 。) = K
一 ’

(。 )e ‘。 ‘

e (t , 。 ) = E (。 )K
一’

(。 )e ‘
“‘

d (t , 。 )= fo E (。 )K
一 ‘(0 )e ‘

“,

Su (t , 。 )= Su (。)= K
一 ’

(。 )S尸(。)K
一 ’‘井 (。 )

S : (t , 。 )= S :
(。 )= E (。 )K

一 ‘

(。 )S 尸(。)K
一 “劳 (。 )E ‘劳

(。 )

S全(t , 。 )= S全(。) = 。2
5 : (。 )

S : 全(t , 。 )= S : 全(。 )= 一 10 5 : (。 )

在结构分析中比较重要的是 S : (t , 。) 和 s于(t , 。 )的对角元素
,

写为

S 全‘。。
,

(t , 。 )
:

(2
.

32 b )

(2
.

3 3 )

(2
.

3 4 )

(2
.

3 5 a )

(2
.

3 5 b )

(2
.

3 5 e )

(2
.

3 6 )

(2
.

37 )

(2
.

3 8 )

(2
.

3 9 )

S ,
·

‘。 , (t , 。 )和

S , 。“ ) (t , 。 )= 乙 乙
c 之* . 、

(t , 。) S
p ‘ , ,

(。 )c
汽

,

(t , 。 )

决
(。 , (t , 。)二 乙 E d

* 、

(t
,

。 )S ; (。, ,

(。 )d九 、t , 。)

(2
.

4 0 )

、。
2
5 : 《。。,

(t , 。 ) (2
.

4 1 )

由此可得
:
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R : ‘。
,

(t, t )= S ; ‘。。)

(t , 口 )d 。 (2
.

4 2 )
户.,. ... .
�
r. ,.龟,�

R 全
、*。) ( t , t ) = S 全‘。幻 ( t

, 。 ) d 。 ( 2
.

4 3 )

三
、

计算方法和安全度分析

在实际问题中首先要决定激励 P ( t) 的谱函数 S尸(。 )和时间函数 a( t)
,

一般
,

这些函数要

根据常期观测资料或试验资料用统计方法求得
.

问题的求解常需用数值方法
,

为此 S 。(。 ) 的

形式应尽量选取得简单些
,

可使 s袱口 )的元素限于一定的 。 范围内
,

这样可使积分在有限区

间内进行
.

例如对于其中一元素 S p ‘, , ) (。)
,

首先选择。的最大值 。
. ,

在 }叫 簇。
。

范围中有

S , ( , ,) ( 。) = a ‘,

(。 ) + ib
‘,

(。 ) ( 3
.

1 )

在其它范围内 S 尸 ( ‘, ) (。 ) = 0
,

为简单计
,

常使
a . ,

(。 )
,

b
‘,

(。 ) 为常数
,

所述功率谱 如 图 1 所

示
,

图 2 表示另一种形式
.

取岛
。: , 丈。y 加S , “ , 、(。 )

刁刁刁刁刁
{{{{{{{{{
一一一一一

口口民民

如

(a )实潜 (七) 虚潜

从 ( 1
.

2 1 )式可见
,

当a ( t ) = 1时
,
压(。 ) = 占(。 ) ; 当 a ( t ) = 占( t )时

, “(。卜命
是 一 个 常

数
。

真正的a (。 )介于两者之间
.

根据原始资料可以先统计a( t) 的形式
,

用Fou ri e r反变换求出

武。 )
,

也可以先定出 武Q, )的形式
。

如果振动的时间发生在一T 到T 之间
,

则为简单计
,

可以

将 a( 。 )近似地表示为图 3 的形状
.

右(。)祠厂昌

⋯
玩R e S , ‘, , , (。 )

( a) 头i晋 ( b) 盏潜

图 2 图 3

对结构动力学问题
,

首先用有限单元法求出E (。 )
,

K (。 )的形式
,

当。具有确定数值时
,

它们是具有常数元素的矩阵
.

根据 ( 2
,

26 b) 式可用数 直识分法求出对于各组t , 。值的c( t , 。 )
,
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再从 (2
.

3 0 。 ,

b )可以求出5 7 (t , 。 )
,

R
:

(t , t )
, l司样可以求出 S全(t , 。 )和 R全(t , 。 )

。

当 d (。)的形

式如图 3 表示时
,

在(2
.

2 6 b) 式中代以 以 一。 = 。“ ,

经过适当演算可得
:

c (‘
, 。 )一“ ‘。‘

{
一 2 , / , 〔(。

“
+ 曰 )K

一‘

(。
“

+ 。)“(。
“

)e ‘。 ”‘
“。I,

(3
.

2 )

在 t = O时振幅最大
,

也较重要
,

这时
,

2 汀 / 7

c (o , 。 )一 {
一 : 二 / : E (口

“
+ 。 )K

一 ‘

(。
“

+ 。 )a(。 ,, )d 。
,,

(3
·

3 )

当相关函数R : ‘
耐 (t ,

t) 和 R 全
<。) (t

,

t) 业已求得后可按如下方法求结构的安全度
‘“’.

今设 元
(
附 是第 n

个构件核定的内力强度
, , 士

〔朋、

(t) 是在 t时刻第 n 构件内力从正方向穿越

元
、, 的单位时间次数

,

今有
:

1 /
v “

””, L去 ) = 而
一

V
R 全

、, 、 (t , t )

R
: (。。)

(t , t)

之
2 (。心

ZR : (。, )

(t , t) } (3
.

4 )一
f

z、.t

PXe

则第n
构件内力在范围(之

,

一劝中的
一

可靠程度是
:

p (。。)

(;
,

一 ; )
一

p

〔
一 2

!几
; ·: (二 (‘)d ‘

〕 (3
.

5 )

在上式中的积限一 T 到 T 是激励发生的时间
.

以上提 出了非平稳过程的通用解法
,

在多自由度情况求解时数值计算很繁复
,

但可结合

有限单元法排出程序用电子计算机求解
.

附录A
.

非平稳谱的简单算例

为了将非平稳随机过程的谱和平稳过程的谱进行比较
,

今作如下算例
.

从 (l
.

2 0a) 式可见
,

在平稳情况

的 }厅 (。) l
, ,

在非平稳情况中将用】b (才
,

。) {
2
代替

,

以下就单自由度情况比较 }b (t
,
。) }

:
和 }H (。) 1

2
的关系

.

在单自由度情况
,

H (。)一般表示为
:

H (帅” 石
1

一。2 + 2 1刀。
。口

(A 一 l)

今设 厅(。)形状如图 3
,

且使 厅(。)的面积归一化为 1
,

则有

T
“ = 厄万 (A

一

2 )

前文已知
:

b (t
,
。 ,

) = e , 。 ‘

, ’/ 了 万 (。
, + 。)厅(。

”
)

e ‘。 厅 ‘d 。“

~ 2 兀 / T

2 江l了

~ 2 汀/ 犷
H (功

” + 。 ) 1 一万元/
_

、

)
。 山 阴

td 。 ”

J /
(A 一

3)

声‘、、J广‘t、口

�
这里

: f了(。) =
。台一 。

2一 2 1刀。
。。

(司 二亦 )万十刁姆豆
.

而l面r
( A

一

4)

将 订( 。)面积对。分成 2n 等分
,

采用 Fii to
n
积分法

汇3 ’
.

今用下数位例题来说明
.

的积限足 一 0
.

2到 0
.

2
,
田。= 4

,

刀= 0
.

02 5 ,

( 1 6 一 。2

) 一 0
.

2 1。

。 、叨一 (而二。午千民以
“

厂

积分时将 ( 一 0
. 2 ,

0
.

2 ) 分成 4 等分
,

即
。二 2

,

按照 l犷ilto , ;
积分法可得公式

:

!
一 _ _ _ ~

下
, ,

e 一 ’

“( ‘
,

。 )二
“h ;H (。)

·

月+ 仓H (。 一 “
·

‘) ‘一
’” ‘

F
_ _ , 、 _ ,

1
十 衡

一

H (
n ) + 钻

.

1 )
e , “‘

I’

2 一
‘

. ’

‘

J

2忿
。 n ‘ , 八 、 _ 卜

一

全 = U
·

乙 ,

口
丈一
刃 八

(A
一5 )
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= 5
,

h 是积分时分段长度
,

几= 0
.

1
,

刀和 , 的计算式见【3 〕
.

。
二扛

礼临

刀二 26 一3 [夕(1 + e o s , 口)一 2 s in 夕e o 、 6〕

下= 4 0一 3
(

s in o 一夕e o 、 口)

口= h t一 0
.

I t { (A 一6 )

略去一些具体计算
,

将结果列如下表
.

表 A 一 1
.

。 一 ~ 广 耐(。i{
2

‘ ’

⋯

。H (。 ) {
“

和
。b (七

,

。 ) }’计算表

lb (0
, (。

) J
Z

jb 屯15
.

。 ) }2

{b (3 0
. 〔 ;

){
“

3
.

5 0
.

0 6 8 9 0
.

0 7 18 { 0
.

0 1 56 0
.

0 (〕0 005了

3
.

6 0
.

20 2 0 0
.

2 0 95 ! o刀 2 50 0
.

0 0 00 29 4

3
.

了 0
.

17 0 0 0
.

1 8了7 0
.

0 4 9 1 0
.

0 ()0 1 35 9

3
.

8 0
.

3 32 1 0
.

3 8 1 1 0
.

15了公 0
.

0 (飞叉1 4了

3
.

9 0
.

8 1 14 0
.

6 5 59 0
.

4 6 0 2 0
.

0 11 2 6 3

4
.

0 1
.

5 6 2 5 0
.

6 9 4 6 0
.

7 3 7 9 0
.

0 2 7 4 2 8

4
.

1 0
.

7 5 27 0
.

6 2 9 5 0
.

4 3 4 6 0
.

0 10 7 5 2

4
.

2 0
.

2 94 6 0
.

3 4 2了 0
.

12 0 0 } 0
.

0() 10 了马

4
.

3 o
.

14 4 r 0
.

16 1 4 0
.

0 4 4 2 { 0
.

加0 1 3 r

4
.

4 0
.

0 8 2 9 0
.

0 8 9 3 0
.

0 2 0 7 { 0
.

00 0 0 2 6 1

_
_ 生七

二 _ ~
. _ L ,

一
L

I?. 二坚只
. _ ,

~ “
~ 福

. 1 , 卜 . ,

“
严竺

.
;

. ‘

_ 一~
.?..? 冬

2
1

⋯
、

1 _

~
. ~

二卿007 ?..
_ 二

将表列数值进行比较
,

初步可有如下结论
.

当 t = O 时
,

}b (O
,

口) }
2
和 !H (。 ) }

2
在 数 量 级 上 大致 相等

,

}b (0
,
。) }

’ !{下{线有将 !H (。)}
2
拉平的趋势

,

在离开 。。点较远处的 。 值
, ! b (O

,
。)}

’
和 !H (。) !

’
的值大致

相等
.

当 t 增大时 1b( t
,

。) }
“

有迅速下降的趋势
,

个别点如 }6 (1 5
,

4)!
2

> }b (O
,

D !
2 ,

这是因 为非 平稳谱存
在着震荡性质

,

但是当 t再增大时
,

}b( t
,

。) }
2

一、0
.

参 考 文 献

,立,曰

3

反旦大学主编
,

嵘概率论与数理统计》
,

(第二版)
,

上海科技出版社
,

(1蚝 0
.

星谷腾
,

咤确率论手法忆上 石振勤分析》
,

地震出版社常宝琦译木
.

河 田龙大
,

嵘F。盯io r
变换巴 L a p la c e

变换》
,

岩波书店
,

钱端壮译本
,

上海科技出版社
,

(1 961 )
.

N o n sta tio n a ry R a n d o m V ib r a tio n A n a lysis o f Lin e a r E la stic

St r u e tu re s w ith F in ite E le m e n t M e tho d

Jin
W

e n 一
lu

(H
a n 夕 z ho u D e : i夕 n j , : : t itu te ,

H
a 探夕‘人o u )

A七5 tra e t

A t p r e s e n t
,

th e fin it e e le m e n t m e t ho d 15 a n e ffie ie n t m e th o d fo r a n a ly z in g s tr u e t u r a l

d y , la m ie p r o ble m s
.

W he n th e p hy s ie a l q u a n ti tie s , s u e h a s d is p la e e m e n ts , s tr e s s e s , a r e r e s o lv e d

in sp e e t r a a n d th e d y n a m ie m a t r ie e s a r e o b ta in e d in sPe e tr a l r e s o lv in g fo r m
,

th e r e la t iv e

。q u a 七io n s e a n n o t b e so lv e d by th e v ib r a tio n m o d e r e so lv in g m e th o d a s u su a l
.

Fo r so lv in g

s u e卜 p , o be m s a g e n e r a l m e t ho d 15 p u 七 fo r w a r d , n th is p a p e r
.

T he e x e it a t i o n s e o n sid e r e d w ith

r o s工
‘

e e t t o o o n s ta t io n a r y p r o e e s s e s a r e a s fo llo W S : P (t)= {P ‘

(t)圣
,

P
,

(t) ,
a ,

(t)P兮(t)
, a :

(‘) is a

tim e fu n e t 、o n a lr e a d y k n o w n
.

W
e m a k e F o u r z e r tr a n s fo r ln a t io n fo r th e d is e r e t iz e d c q u a tio n s

o b ta z n o d b y f飞n i比 e le m e n t m e t h o d
, a n d b y u t iliz in g th e b e h a v io u r o f o r th o g o n a l i卫e r e m e n t

o f 、p o e tr a l q u a u t 一t ie s : 且 r a n d o m Pr o e o s 、 , 、o m e fo r m u la s o f r e la t l o n s a bo u t th e s Pe e tr a o f

e x e l ta t io n a n (土 r e s p o n s e a r e d e r i v e d
.

T he e r o s s Po w e r s p e e上r a l d e n si t y n la t r ie e s o f r e s p o n se s

e a n b e fo u xz d b y th e o e fo r m u la s ,

t h e n tli e s tr u e t u x a l sa fe ty a n a ly s io e a n be m a d e
.

W h e n

。 ,

(苦)二 z
,

(f= 一
,

:了
. ·

⋯
,;

)
,

th e 二 e t h o d s ta t e d in th , 5 p a p e r w ill r e d u c e to th a t w li ie li i、 e o n -

ee r n o d l且 Lh o sp o e ia l e : Ls o o f o t a t 一o n a ry Pr o e e s o
.


