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摘 要

本文将弹性静力学中的应力函数张量概念直接推广到连续介质动力学问题中
,

给出了动 力应力函故

张量的一般表达式
.

其形式在一般曲线坐标下
,

可写成

卿 = 叮 :言委v
下v *
叮尝

而在 D e s e a r te s 坐标系下为
T

, 。

= e , 。 , 、 e , 户a *日、日*功
。 s。。

一
、

动 力 应 力 函 数 张 量

K p yT 肋
。
在文献 〔月 中曾经引入应力函数张量的概念

.

由弹性静力学的 N a vi e r 方 程
〔“’

口, a
, ,

= 0 (i
,

j二 1
,

2 , 3 )

利用旋度的散度恒为零这一Bi all ch i恒等式及应力张量 a
,

的对称性条件
,

最终必可导出‘“’

。
‘,
‘ e 、。。: e , , 。口。a t,J

苗, (1
.

1)

式中 已 。。

为三维I{i cc i符号
,

必, 为对称的应力函数张量
.

B
.

A
.

中。 在文 献 〔4 〕中 称之 为
“
K p y T K o B 张量

”
.

这种导 出应力函数张量的方法
,

可 以直接推广到绝热过程的祥续介质动力学问题中去
.

根据 E in s te 加相对论
〔“’〔。’,

在连续介质功力学问题中
,

能童
一

动量张虽2
’ “ ’

满足方程

V
,

7
’ “ ”

二 0 (拼
, v = 0

,

1
, 2 , 3 ) (1

.

2 )

式中V
,

表示 协变微分
:

V
o

T
“ ’

= 口
,

T
“ ’

,
一

厂 二
。

!lt
“ “

十厂里
。

了
’ “ ,

r 竺
,

为第二类C h r is t o ffel符号
.

能量
一

动量张量又称为能量张量
,

质量张量或物质张量
.

按 L e v i一 C三vi ta
,

我们称之为
“

动

力应力张量
” .

动力应力张量T
“ “

的表达式在流体动力学或相对论天体物理中为
赶7 J一 ‘“’

T
“ .

= (p + P )u
拜 u ’

+ P g
“ ’

(光速
e = 1)

并且 四维速度
u0 ~ 斌二 l

-

动力应力张量 T
“ ’

在一般的连续介质中应为

“
·

二 0 (i二 1
,

2 , 3 )

了
’ , ,

~ 尸u ”u ,

一住
产 ,

朴 钱伟长推荐
.
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并且应力张量 丫
’

中
,
。

‘“
一 (T 。‘

=

其中p 为能量密度
,

P为压强
:

沈 惠 川

1
P = 一 万 口”

J

由方程(1
.

2 )式
,

可求出所谓
“

劝力应力函数
” ‘’”, .

可 以看出
,

动力应力函数与介质的

物理性质无关
,

它们同样适用于理想流体
、

粘滞流体
、

弹塑体和粘弹体
.

在文献〔1 1〕和〔1 2 )

中
,

给出了求动力应力函数的一般方法
,

其所基于的事实是 Ei ns te in 张量

。
。 。 。

』 .

1
。 。 n

廿
‘ 一

二 式
- -

一 八 g
『 一

式
‘

(1 3 )

的协变散度恒为零
.

式中R
“ ’

为R icc i张量
,

R 为曲率标量
.

将 (1
.

3) 式作为(1
.

2 )式的解未考 公

是合适的
,

而且不能不说是巧妙的
.

由此可得出动力应力函数的表达式
.

本文的目的
,

是要证 明动力应力函数实际上是四阶的对称的动力应力函数张量的分量
.

其推导可以在一般的D e s c a r te s坐标系内进行
,

而不失其普遍性
。

动力应力函数张量是应力函

数张量在四维空间的直接推广
,

其形式也与三维应力函数张量的形式类似
.

为此
,

可将方程

(1
.

2 )式改写成D e s ca r te s坐标系中的形式
:

口
.

T
, ,

= 0 (1
.

4 )

其中动力应力张量 T
“ ,

可以是

T
。 ,

= p v “ u ,

一口
, ,

而。 ,

为介质元素的速度矢量分量
:

x o
= t v o

= l

同时 a0
,
= 以

。
= O

推导的要点与应力函数张量的推导类似
,

也是利用了旋 度的故度恒为零达一 Bia n cll
、

恒

等式及能张量T
“ ,

的对衬
、

性 (或反对称性) 条件
.

因为

月
,

= e “ 。 ‘ , a y
F , 。

(1
.

sa )

满足方程a 。
A

,

= O ,

及

T
。 ,

二 e , 。 。 , 。,
F , 。 ,

(]
.

sb )

满足方程a
。

T
, ,

= 0 ,

及

F
、 , 、

= e , 。 , ,

日,
G

召 。 , 、

(1
.

se )

满足方程口
,

F
。 , 、

二 0 ; ‘;

刁日寸
,

F

日
,

由四维 R icc i符号 。
. 。 , :

的性质
,

有

,
一凡

’·

)
F , 。 ;

一 d 岁F
。 , ‘ j (1

.

6 )

另外
,

由能张量T
。 ,

的对称性 (或反对称性)
,

叩

T
。 ,

= 了
, ,

(或T
l‘ ,

= 一 T
, 。

)

得到

e 。 。 , , 口,
F 。。 ,

干e , 。 户 , a
,

F
; 。 ,

= o

式中的
“

干
”

号
,

分别表示对T
, ,

的对称性或反对称性而言
.

将此大按拼分量展开
,

和 ( }
,

G )式
,

并对指标 , 与, 进行缩阶
,

使等号左端第二项为零
,

得

口
,

F
, 。 ,

一 2日
。

F
; 。 :

= o

即 口
; .

又F , 。 ,

一 2 :
5
。 。

厂 口 : 。)= 0

(1
.

7 )

代入 (1
.

5 )式

(1
.

8 )
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( 1
.

8 )式与(1
.

4 )式是类似的
,

它表示〔F
, 。 ,

一 Zd
。 ,

F 。 : 。J的散度为零
,

因此可利用(l
.

se )

式写出

F ; 。 ,

一 2占
。 ,

F , : 。= e , 。 。 、口、

诱
。 , , 。

当a 与v
缩阶时

,

(1
.

9 )式变为 (这里6
。 。

~ 遵)

(1
.
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F , 。 ,
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。 。

F , 。专~ 一 7万
’ 。 : 。

从而

。 l
厂 口 老去= 一 7 口 专。 O ‘口 ‘动 “ ” d 苦 (1

.

! O)

将(1
.

10 )式代入(1
.

9 )式
,

然后一齐代入T
。 ,

= e ; : 。 , 。
,

F
。 。 , ,

有

,
,

2
1 二 = e “ “ , , e · ” , ‘d 了 口‘功

, “ , a

一 7 己一 “ ‘日“
“ ‘d : a ‘

(P
, p “‘

将等号右端第二项的指标占换为a ,

得

T
; ,

== (e
: 。 , , e , , 。 、

一
2
7

一

召 “
, 。 , e 。 。 。 、

)日
,

日、

必
。 。 ; 。 (1

.

1 1 )

到这里为止
,

并没有特别强调能张量或动力应力张量T
, ,

的对称性或反对称性
。

无论T
、 ,

是对称张量还是反对称张量
,

都能导出 (1
.

11) 式
.

下面
,

针对连续介质动力学
,

特别强调T
, ,

的对称性
.

将 (1
.

1 1) 式中的傀儡指标
a 与p

,

刀

与。
, y与元交换位置

,

得

T
。 ,

一 (e
, · 口 ‘e , 。 。 :

一

号
e J , 。 、。 。 。 。 :

)。
、a :

必口
。 。 ·

T

一
e , 。 · 、e 二 。, ”、”丫

协
, · 。

一 于
e 一 吞 丫“

⋯
、”, ”、

必口 口 口 口

止{寺(1 1 1 )式与 (1

( 1
.

12 )

另外由(1
.

1 1 )式又有

‘
’ , ,

一 (e
, 。 , , 。 。 。 。 、

一

:
· , 。 舀 , e 。 。 。 、

)。
, 。、

,
。

一
。

(1
.

1 3 )

注意到 (1
.

1 2 )式中的
e 。 , 口 ,

与 (1
.

1 3 )式中的 e 。 。 。、
反号

,

便有
e , o 。 、e , 。 , , 。: 日、

(功
口 , 刀。

一功
。。 口 。

)= 0

规范后为

功
。 口 。 。

一功。
。 。 。

此式表示动力应力函数张量功
。 。 。。

关于双指标对称
.

由于对称性
,

相加除以 2
,

利用 (1
.

1 4) 式
,

最后可得

了
’ “ ,

一 e 、 。 , , e , 。 。 、口: 口、
动

。 。 。 。

由(1
.

15 )式及 7
” , ,

的对称性可知

苗
。 。 , 。

一功。。 。 。
= 一功

。 。 , 。

= 一功
。 。 。

、

= 必
。 。 。 。

从而 (1
.

1 5 )式还可写成

(1
.

1 4 )
.

孟3 )〕
_

丈

(1
.

15

(1
.

16 )

了
’

, ,

一 e , 。 , , e , 。 。 、a : a 、

必
。 , , 。

(1
.

1 7 )

回过头来
,

可以看出
,

(1
.

1) 式仅仅是 (1
.

17 )式的特例
.

实际上 (1
.

1 7) 式的结呆从(1
.

! 1) 式中就可以看 出
.

在必
。 , 。 。

是双指标对称张量
,

}
一

洲提
一

下
,

e , 。 , , e , 。 。 、口: d 、功
。 夕。 。

关于指标拼和州寸称
.

由于T
, 。

夭于“
, v
对称

,

故有 (1
.

17) 式
.
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在一般曲线坐标下
,

(1
.

17 )式将改变形式为

T : = “: ; : ;
v

‘
v

、

功 (1
.

18 )

其中
,

d : : :: 为广义 K r 6 : e ek e r
符号“s ’:

口 户 O 飞

四 a 口 丫
= e , a 口 丫6 , p 口 扮 (1

.

主9 )

。 : 一 , ,

为 E d d iilg t o n 张量
。

由(1
.

1 8 )式
,

可使 E ins te in 场方程写成

“: 一古
一

。; “ :一“器
:

?
v

、

‘ (1
.

2 0 )

其中 8汀G
e 2

对电磁连续介质动力学 (包括电磁流体动力学) 问题
,

(1
.

17) 式的 结 果 也 将适用
,

此

。 I f
; ; ; ;

1
; ; , 、

1
1 。 ,

二 P U 。刀 ,

一外
,

一一丁万 l 月
。

月
,

一 万 月
一 U “ ,

i
4 兀 L 乙 J

其中 u o
= 1 a 。 ,

= a
‘o
= O 万

。
= O

一 股 性 评 述

1
.

根据 (1
.

16) 式
,

可以断定动力应力函数张量必
。 口。 口

所有分量中a = 刀及p = a 的分量都

为零
.

能得到独立分量的指标a ,

刀
, p

,
二的组合共有下面21 个分童

:

12 1 2 1 2 1 3 1 2 1 4 1 2 2 3 12 2 4 1 2 3 4

1 3 1 3 1 3 14 1 3 2 3 1 3 2 4 1 3 3 4

1 4 14 1 4 2 3 14 2 4 1 4 3 4

2 3 2 3 2 3 2 4 2 3 3 4

2 4 2 4 2 4 3 4

3 4 3 4

其余的分量或者与它们相等
,

或者仅相差一个符号
.

但因动力应力张量T
“ ,

只有10 个函数—
6 个应力张址分量a

‘, ,

3 个速度矢量分量
。‘

和介质密度p ,

因此
,

在选取动力应力函数 张量

功
。 。。 。

的时候
,

一般不会多于 10 个分量
.

甚至可以进一步说
,

如果设想只须 3 个函数就可以表

示氏
,

的 6 个分量
,

只须 2 个函数就可以表示
。、

的 3 个分量
,

则 必
。 , , 口

的分量中
,

至多只要选

出 6 个分量就行了
。

这 6 个分量
,

也许就是前两个指标和后两个指标相同的分量
:

12 12 1 3 1 3 14 1 4 2 3 2 3 2 4 2 4 3 4 3 4

或者是其余15 个分量中的某 6 个
。

在弹性静力学中
,

应力函数张量 咖
。

共 6 个分量
,

实际上只须 3 个分量就行了
.

其 矩 阵

形式的三个对角线项即为 M a x w en 应力函数
,

而非对角线项的 3 个分 量 即 为 M or e ra 应 力

函数
。

2
.

动力应力函数张量功
。 , 。 。

的选取
,

要顾及介质的边界 条件和运动介质的起始条件
.

3
.

用动力应力函数张量功
。 刀。 。

求解连续介质动力学问题或电磁连续介质动力学问题的

H于炊
,

要使问题定解
,

还必须列出补充方程
.

这种补充方 程
,

就是各类连坎介质的本构方程
,
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或者是与这些本构方程相当的相容方程 (协调方程)
,

以及物态方程
.

这种解题的方法
,

原

则上适用于理想流体
、

粘流体
、

弹塑体
、

粘弹体等各类连续介质体或电磁连续介质体
.

对一

些理想的连续介质体 (例如弹性体)
,

甚至可 以求得通解
.

4
。

在使用相对论性表达式求解连续介质动力学问题时
,

为使结果适合非相对论情况
,

还要令光速趋于无穷大
,

略去一些小量
,

以得到常规结果
‘

5
。

若在某一物理问题中有二
, 仁

满足方程 口
,

二 , ,

= 0 ,

而 二 , ,

表现为反对称性
,

即 Jr
, 。

=

一二
, , ,

则以上述同样方法必可导出

二

一
“: ; : {

v
丫
v

‘

, :
“ ’

或在 D e s e a r te s坐标系下为

汀
“ 。

二 e “ , , , e 。 , 。 、

a , a ,

沪
。 口。 。

其中梦
。 ; 。 。

亦为双指标对称张量
,

即

沪
。 口。 。

= 势
。 。 。 。= 一沪, 。 。 。

= 一 p
。 。。 。

= p
。 。 。 。

反对称张量二 , , ,

可以举出在电磁连续介质动力学中有

汀 , ,

二万
。 v ,

一万
。 u 蓝

一

赢赵 ”
·

拭 一”
·

执

其中a 为电导率
, “为磁化率

; ; 。~ t
, 。。 ~ i

,

厅
。
一 。

.

关于动力应力函数张量的应用
,

将在以后的文章中讨论
。
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