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摘 要

本文系统地研究了具有对角线化的一致质量矩阵的协调动力有限元
.

前文‘1 , , ’2’中
,

作者研究

了具有对角线化的一致质量矩阵的动力有限元
,

并用此处理弹塑性撞击问题
,

但这些有限元 都 是

不协调的
.

本文对空间四面体有限元和轴对称的三角环有限元求得了既有对角线化的一致质 量 矩

阵
,

又有协调性质的形函数
.

这种有限元既可以用来处理撞击等和时间过程有关的问题
,

也 可 以

处理振动计算
,

包括线性和非线性问题
.

一
、

引 论

作者在前文
〔‘’, ’“’中研究了具有对角线化的一致质量矩阵的动力有限元

,

但这些有 限 元

都是不协调的
,

亦即是说
,

凡是用这些形函数表示的各物理量
,

除了在有限元的结点上连续

外
,

在四面体的交界面上
,

或在三角圆环的交界面上
,

都不连续
.

所以
,

虽然不用集总质量

的假设求得对角线化的质量矩阵
,

但不协调的有限元仍然引起人们的不安
.

本文进一步研究

既具有对角线化的一致质量矩阵
,

而又是协调的有限元
.

当然为了达到这一 目的
,

我们必须

引用较高次数的多项式作为形函数 例如
,

对四面体有限元而言
,

我们应该用三次式作为形

函数
,

而对于三角圆环有限元而言
,

我们得用四次式作为形函数
厂

二
、

四面体有限元的协调的形函数

设空间坐标为
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6切 为虚位移分量
,
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把域口分为
n 个四面体有限元

,

它们各有 ‘,
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。 四个结点

(图 1 )
,
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图 l 典型的四面体有限元
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以 (2
.

5a )式为例
,
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都是独立 的
,

所以 (2
.

sa) 可以分为四个特征方程

、

l
了、、J./

期犯
TT}l{

; N“N
,

“F 一

}}}(器
二 +

尝
1 。 +

臀 N d犷 (2
,

6 a )

}{{
; N oN

,
d 厂一

}}}(鲁
。

·

+

留一
。+

鲁 N
,
d厂 (2

.

6 b j

{}}
。N。*

。
、: 一

}}}(器
二+

尝⋯ +

臀 ⋯)
N

‘
“犷

(2
.

6e

}}}
p N oN

二
d 犷一

}}!(尝一
+

望
日N

T 二、

+
,

百活一 T ‘二

)
N

O
d 犷

(2
.

6 d 、

我们必须指出

}}}
。N“N d 厂一M

““
‘

+ M
, ‘“,

+ M
‘

,

公 + M
, ‘
“·

l{}
, N“N

,

d 犷一M
, ,“

,

+ M
, , “,

+ M
、 ,“合+ M

。 , “,

{}}
, N“N

O
d 厂一M

、。“
、

+ M
, 。“,

+ M ‘。“。+ “一“
。

}}}
。N“N

O
d犷一M

。“ + M
, 。“,

+ M
、二“。十 M

。二“。

(2
.

7 a )

(2
.

7 b )

(2
.

7 e )

(2
.

7 d )

其中一致质量矩阵的各项为
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,
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如果一致质量矩阵是对角线化的
,

则有
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把和结点 i有关的各有限元的作用组合起来
,

我们得结点i在
* 轴向的加速度

兄九

艺 M
,

凉.

的相类的结果

(2
.

1 4 )

从 (2
.

7 b
, 。 ,

d ) 也可以求得a
, ,

凉* ,

乙 人
,

马二一厂一一
- 一 ,

乙 M
,

乙 了
: ‘

“为=
一飞 一一—

,

乙 M公

二 f
‘。

(2
.

1 5 )

从 (2
.

s b
, e ,

d)
,

我们用相同的对角线化 条 件
,

幼
。

皿 M ~

可 以 求 得 衫
. , U , , 衫‘, 衫。 ,

动
‘,
幼

, ,
勃。

-

对角线化条件其实只有一个
,

即

M
‘,
一 M

,
,

一

{!}
。、 “

‘

d 厂
(2

.

1 6 )

如果有限元足够小
, p在该有限元中可以近似地看作为常数

,

则(2
.

1 6) 式也可以写成

:
2勺自

/.、
J

‘
、

}}}
N

·

“
,

“厂一O
1 7 )

这是决定N 的一个条件
,

称有对角线化条件
.

现在让我们引进体积坐标L
‘,

L
, ,

L
。,

L耐

L一、箭
一

(a ‘

。
一

b
‘! + c ‘, + “ 二

,

它们是

乙
,
一、弘

(·
,

+ 。
, % + ·,

。十、
, 二 )

L 。一 6

会
(a ‘ + 民

.

·十 。、+ d
‘之 )

乙
。
一

}
(矶 + 、 / + 气 , + 、

二二 )

1 8 、

、几..............‘了............,

其中厂为四面体有限元的体积

1
, x ‘, 夕

, -

l
, 戈 , ,

夕, +

l , x ‘,

刀白,

l
, 尤 . ,

夕, ,

)
,

(义
* ,

! z。
,

(2
.

1 9 )

之毛几

其 中 (笔
, 从 ,

昆
, 。上的坐标

.

之 ,

)
,

(x
, , 夕

, , z ,

之 .

之。)
,

1
�八b

一一厂

(%
,

肠
,

‘ ) 为四 面体上四个结点 ‘, l,

其它各系数为

石鑫入从协如!jl,如腼坏场猛
.r
山

口
Z之义 , ,

刀j,

万‘,

夕合 ,

x 。 ,

夕。 , 之二

丫 , , 之 ,

丫盏一 2 白

劣仍 , 之叭

( 2
.

2 0 )
,叮上J.且11

一一C



具有对角线化的一致质量矩阵的协调动力有限元 56 3

其它系数如 仇 ,

b
, , c , ,

d
,

等可以通过轮换下标和正负号求得
.

么
,

乌
,

乙
。,

L
。

满足下列关

系
.
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,

L
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,
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.
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,
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,
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如果结点值 u ‘ , 。 , , 吸对共有交界面△ij’几的两个相邻四面体而言是相等的
,

则对于交界面△ i户
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这是有限元协调的充分和必要条件
.
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N
,
二 0 在△ij寿上 (2

.

2 6 a )

同时从L
‘,

L
, ,
L 。,

L
。

的轮换特点还可以证明

N = o 在△jk。上 (2
.

2 6 b )

N
,
= 0 在△ik。上 (2 2 6 e )

N
。
一。 在△ijm 上 (2

.

2 6d )

(2
.

2 6 a ,
b
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,
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.

总起来说
,

N
‘

必须满足下列条件才是具有对角线化的一致质量矩阵的协调有限元 的 形
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:
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(
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前文曰 ’

的形函数
,

是一个二次式
,

只满足条件(a) 和 (b )
,

不满足协调条件 (2 26
a ,

b
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d)
,

所以是不协调的有限元形函数
.
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.
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,
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.
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上式第 一项
,
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)+ 么L 。(L 。一L
‘

)+ 么L
。

(L
。
一L

‘

)]

+ E 【L {(L 。+ L
。

)+ L 孟(L
,

十L衬 + L 二(L
,

+ L。)一 ZL 矛(L
,
十L 。+ L

二

)]

+ F [L
‘

(L
,
L
。
+ L o L

。
+ L

,
L

,

)一 3 L
*

L必
.

] (2
.

3 za )

N
,
= L

,

十 D LL
,

L
.

(L一L
,

)+ L
,
L 。(L。一L

,

)十L
,
L
。

(L
。
一L

,

)〕

十 E 〔L :(L
。
+ L们 + L 霞(L + L砂十 L二(L + L

、

)一 ZL : (L
‘

+ L
。
+ L

二

)3

+ F 〔乙
,

(L
.

L
。
+ L

‘

L
。
+ L

二
L
。

)一 3L
‘

L
o
L
。

〕 (2
.

3 lb )

N
‘
二L

。
+ D [L

o
L

‘

(L
,

一L
、

)+ L
o
L

,

(L
,
一L ‘)+ L oL

。

(L
,
一 L

。

)〕
.

十 E 〔五l(L
,
+ L

。

)十五{(L
,

+ L
。

)十L 孟(L
‘

+ L
,

)一 ZL 孟(乙
.

+ 五
,

十L
.

)」

+ F [ L
。

(L
‘

L
,
+ L

,

乙
。
+ L

,
L

,

)一 3L
‘

L
,
L

,

] (2
.

3 ze )

N
二
二L

,
十 D 「L

o
L (L一L动 + L

o
L

,

(L
,

一L
二

) + L
。
五

*

(乙
、
一几

,

)」

+ E 〔乙: (L
,

+ L
*

)十L 于(L + L
。

)+ L 丈(L
.

+ L
,

)一 Z L 杀(L
.

+ L
,

+ L
、

)〕

十厂「乙
。

(乙L + L
‘

L
、
+ L

,

L
‘

)一 3 L
‘

L
,

L刻 (2
.

3 1 d )

这里还有三个常数待定
:

根据 (2 26
a )

,

我们从 (2
.

3 1d) 得
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E 仁L : ‘乙
,

十乙。)+ L {(乙
,

+ L 。)十 乙孟(L L
,

)] 一 3F L
‘

L
了
L
。
= 0

这对 一切乙
,

无
, ,

从都适用
,

得

E = F 二 O

最后得

N
‘

= 乙
‘

十 D 「L l
,

(L
了
一L

、

)+ 乙L
*
(L

。
一L

.

)+ L L
,

〔乙
。
一L )1

N
,

一 L
,
十D 〔L 瓜 (L一 L

,

)+ L
,

L ‘(L
。
一L

,

)十 L
,

L袱L
。
一乙

,

)〕

N
。
= L

*
+ D 【L

,
L (L

‘

一L
‘

)十 L
o
L

,

(L
,

一乙
、

)+ L
‘

L贰L
,

一L ‘)〕

N
、
= L

,
+ D 〔L

,
L (L

‘

一 L
。
少+ L

o
L

,

(L
,

一瑞 )十L
,
L
‘

(L
‘
一L

。

)1

这里只剩一个待定常数D
,

它是从对角线化条件(2
.

1 7) 决定的
.

把

利用积分公式

57 1

(2
.

3 2 )

(2
.

3 3 )

} 《2
.

3 4 )

(2
.

3 4 ) 代入 (2
.

1 7 )
,

并

}}}
乙,乙,乙‘乙“J厂 - 一勺鱼立色

_

_

(a 十刀+ 丫+ d + 3 ) !
6犷 (2

,

3 5 )

我们得

3 7 8 + 3 6D 一 5 D
2
= 0

本式有两个根
,

D
l
== 1 3

.

0 1 0 6 3 2
,

D
Z
二一 5

.

8 20 6 3 2

在四面体的棱边 ij 上
,

L
。
= L

。
= O

.

L
,
= 1一L

,
,

形函数N 的分布为

N
‘

= 1.
.

+ D L (1一 L
.

)(一
2乙

‘

)

其分布曲线的形状如图2 (a)
,

(b)
.

(2
.

3 6 )

(2
.

3 7 )

(2
.

3 8 )

乙
.

= 姚二 I 乙二N
.

二 l

、D 一 ‘“、0 ‘。6 3 2
卜

匕到

(a ) D = 一 5
.

8 106 32 (b ) D 二 13
,

0 一u 63 2

图 2 形函数在梭边汀上的分布曲线

N
,

二L
,

+ D L ‘(l一L ‘

)(1一 ZL ‘
)

从因 2 (a )上可以看到
,

如果取D = 一 5
.

8 10 6 3 2
,

形函数在棱边 ij 上的分 布 曲 线
,

较 图

2 (b) 更接近于L
‘

的分布
.

我们建议对角线化一致质量矩阵的协调有限元形函数取(2
.

34 )
,

而

且D 二 D
Z
= 一 5

.

8 10 6 3 2
.
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对角线项为

、
‘

一。

!}{
万 :、 一

揣
(2 5 2 一 3 6”+ 5D

2

, 一

分
”

(2
.

3 9 )

到此
,

我们可以看到
,

(2
.

34 ) 确为满足一切条件的协调的有限元形函数
.

我们可以利

用这种形函数象前文
仁‘’那样研究空间的各种动力学 问题

.

三
、

轴对称问题三角圆环有限元的协调的形函数

设在典型的三角圆环有限元和一 (, ,

z) 坐标面上交截一个三角形 ijk (图 3 )
.

‘
,

j
,
k为结

点
,

其坐标分别为 (r
‘ , z ‘

)
,

(r
, , z ,

)
,

(r。,

介)
.

我们引用面积坐标么
,

乙
, ,

岛
,

即

庵亡
r 。
介)

了

今
L

勺.11
门||

〔
尸, , 考 ,

)

‘

一一

一
.

一
一一

一

(a ) (b)

图 3 三角圆环有限元(a) 及其截面三角形(h)

L
‘

一 、二
(a

,

+ 瓦· + 一 )

乙
,
一

九
(a

,

+ 。
,:

一

、一 )

L
。
一

去
(一 + “

。r + 一)

(3
.

1 )

其中a ‘,

b
。

, c ,

等分别表示

a
,

= r , z ‘一 r ‘之 户、

b
,

= z ,
一都 (3

.

2 )

c ,

= 一 r ,

+ 八

将下标轮换
,

即得出
a , ,

b
, , c , ,

几
,

b。
, c 。

.

(3
.

1) 式中的月表示三角形总面积
,

它是

r Z 。

2姓 = 1 l r , z ,

1 = b
‘c ,
一 b

, c ‘

= b
, c 。一 b oe ,

= b‘c
:

一 b
‘
c. (3

.

3 )

r舀 之吞

乙
,

L L
。

为三角形任 一点的面积坐标
,

而且
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r 一 r
、

L + r ,

L
,
+ 介L 、

之 一 z L
,

+ 之 ,

L
,

+ 介L 。
(3

.

4 )

面积坐标还有下列性质
:

L ~ 1
,

在结点i上
,

L
‘

= 0 ,

在 ]’k 边上

L
,
= 1 ,

在结点j上
,

L
,

= 0
,

在 ik 边上

几 = l,

在结点k上
,

L
、
= O

,

在厅边上

L + L + L 、一 l 在整个三角形内

设位移分量
u ,

。在结点 i
,

j
,

k
_
_

L的值分别为 (鱿
,

纵

N 。
为有关的形状函数

,

而且

(3
.

sa 、

(3
.

sb、

(3 se )

(3
.

sd )

。 , , 。,

)
,

(
u。, 。。)

,

并设 N
, ,

“= N
、u ‘

+ N
, u ,

+ N ou 。

阴 = N
‘

切
、

+ N 汹, 十N 。
叭

(3
.

6 )

‘,

N
, ,

N泌满足下述条件
N

‘

= 1 在结点 i上
,

N
,

= O 在结点j
,

k上

N
,
~ 1 在结点j上

,

N
,
一O 在结点i

,

k上

N 。= 1 在结点 k上
,

N
。
= 。 在结点‘

,

j
,

上

凡则

(3
.

7 a )
、、J、.了、.‘声Lll�C

官

Q厅矛7
.

丹了

N
‘

+ N
,
+ N 。~ 1 在三角形 i ,

j
,
k内各点上

在前文
〔“’已经证明

,

满足质量矩阵的对角线化的条件为

}}
N

,

N
,
L

‘

d ·d一
0

,

( e 少
}!
刀

‘

刃
,

L̂d 沁一 0

( 3
.

s a ,

b )

只要 ‘
,

j
,
k在N

‘,

N
, ,

N
、

内有互换性
,

则其它条件都是不独立的
.

从 ( 3
.

6 )式中
,

可以看到
,

在三角形 i]’边上
u , 切连续的条件为

N
。
= 0 在L 、= 0时 (即 i j边 ) ( 3

.

9 )

同样还有在L 二 o时
,

N
‘
= o ; L

,
= o时

,

N
,
= o 但是

,

只要‘
,

j
,
k在N

‘,

N
, ,

N 。
内有互换性

,

则除了 ( 3
.

9) 式外
,

其它条件都不是独立的
.

总起来说
,

一致质量矩阵对角线化的协调有限元的形函数
,

除了满足 ( 3
.

7a
,
b

, c ,

d)
,

( 3 8 a ,
b )外

,

尚须满足 ( 3
.

9) 式的协调条件
.

前文
‘2 ’的形函数只满足 ( 3

.

7a
,

b
, 。 ,

d) 和 ( 3
.

8a
,

b)
,

不满足 ( 3
.

9) 式
,

所以一致质量矩阵

虽已对角线化
,

但有限元的形函数并不协调
.

为了求得协调的形函数
,

我们必须从 4 次式中寻找
.

有 i ,

j
,
k 互换性的四次式形函数可

以写成

N
,

, L
‘

十月L 攀+ B (L I + L 之) + C L : (L
,
+ L

。

)十D L
‘

(L {+ L孟) + E (L IL 。十L 孟L , )

+ F L I (L ) + L 孟) + G L {L 乏+ H L :几L
‘
+ I( L {乙忍* + L 孟乙L ,

) ( 3
.

10 a)

N
,
二L

,
+ 月粼 + B (L 之+ 粼 ) + C粼 (L

*
+ L

、

) + D L
,

(L ; + 乙l) + E (L 之L
.

+ L 尹L ‘)

+ F L {(L 孟+ L 矛)十‘L 孟L ; + H L )L
o
L + I (L 孟L 运

‘

+ L 罗L
,
L
。) ( 3

.

I Ob )

N * = L。+ 月L 之+ B (L 于+ L ) ) + C L 孟(L
‘

十 L
,

) + D L
*
( L : + L : ) + E (L 毋L

,
十 L )L

‘

)

+ F L 孟(L : + L : ) + G L 子L {十 H L 乏L 工
,

+ I (L :L 。无
,

+ L {L oL
‘

) ( 3
.

1O c )

把 ( 3
,

l o a ,

b
, e )代入 ( 3

.

7 a ,

b
, e )

,

得独立的两个条件

A = 0 , B 二 0 吸3
·

2 la ,

b )
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把 (3
·

1 1 a ,

b )代入(3
·

x oa ,

卜
, c )

,

再j巴结果代入 (3
,

sd )
,

得

(C + D + E )tL : (L
,

+ L
。

)十 乙: (L
。
十 乙

‘

)十L 孟(L + 乙
,

)1

+ (ZF + ‘)(L :五}+ L : L 孟+ L 孟L {)

+ (万 + 2 1 )(L : L声
。+ L I么L

。
+ L 孟几L

,

)‘ O (3 12 )

由于这三项都是独立的
,

所以有

E = 一C 一刀
,

G = 一 ZF
,

H = 一 2 1 (3
.

1 3a
,

b
, c )

把(3
·

l la ,

b )
,

(3
·

z3 a ,

b
, 。 )代入 (3

·

10 a ,

b
, e )

,

消去 月
,

B
,

E
,

G
,

H
,

得

N
.

= L
,

+ C〔L拭L
,

+ L 。)一L )L 。一L 孟L
,

」+ D 〔L
.

(L : + L 孟)一L 萝L
、
一L 月乙

,

〕

+ F 〔L :(L 孟+ L I)一 ZL )L刹 + I〔L {么L
。
+ L 孟么L

,
一 ZL 考L

,
L。〕 (3

·

14 a )

N
,
= L

,
+ C「L )(L

、+ L
,

)一L 孟L
‘

一L IL
。

〕+ D 〔L
,

(L 之+ L : )一L 孟L
,

一L IL
。

〕

+ F 〔L {(L 弓+ L 孟)一 ZL 孟L于〕+ I〔L 孟L
i
L 十L : L

,
L
、
一 ZL {L

o
L 〕 (3

.

14 b )

N
、
二 L * + C仁L 孟(L

‘

+ L
,

)一职 L
,

一L )L
,

〕+ D 仁L。(L弓+ L {)一L 是L 一L {L I

+ F 〔L聂(L {十 L 幼一 2乙毛L }」十 I仁L {乙
、
L

,
+ L 于L ‘乙 一 ZL 孟L

.

乙
,

〕 (3. 1 4 e )

现在让我们满足协调条件 (3
·

9 )
,

在 f
,

j边上
,

L
。
= O

,

L
,

二 l一么
,

所以有

一(D + C )仁L :L
,
+ L )L 〕一 ZF L : L {= 0 (3

·

15 )

这两项是完全独立的
,

所以
,

得

D = 一C
,

F = 0 (3
·

1 6 )

把 (3
.

16 )代入 (3
.

1如
,

b
, c )

,

得只剩二个待定常数 C 和 I 的形函数表达式
.

N
‘

一乙 十C 仁L 幸(L
,

+ L
。

)一L
,

(L )十L 孟)〕+ I〔乙L {L
*
十乙I-, L ; 一 ZL :几L *〕 (3

,

1 7 a )

N
,

一 L
,

+ C [L )(L + L。)一L
,

(L : + L 孟)〕+ I〔几L
j
L 二+ L于L 工

、
一 2乙L : L

,

J 〔3
.

17 b)

N
。
= L

、
十 C〔I. 孟(L

,

十 L
,

)一L 。(L )+ 乙萝)」+ I「乙于L
j
L

,
+ 么胶L

。
一 2 乙.L

‘

L 茸〕 (3 17 c )

决定 C 和 I 的条件为(3
.

8a
,

b)
,

把 (3
.

17a
,

b
, c )代入 (3

.

8a
,

b)
,

得决定 C 和 I 的两个二次二

元联立代数方程

2 7 7 2 0 一 2 9 7 0C + 3 3 0 1一 5 一9C
2

一 31
2
+ 1 2 8 IC = 0 (3

.

18 a )

13 8 6 0 一 19 8 0C + 6 6 01 + 1 5 C
,
一 7 1

2
+ SIC 一 0 (3

.

1 8 b )

其中第一个方程是一个椭圆 (图 4 )
,

第二个方程是双曲线
,

它们的交点共 有 两 个
,

尸l,

尸
2

.

我们建议采用 尸
,

的坐标作为下文使用的 C
,

I 值
.

它们是

C = 3
.

9 4 8 9 2 9
,

I二一 8
.

3 6 5 0 6 9 (3
.

19 )

在三角形有限元的 i ,

j边上
,

L 。= O
,

L
,
二 l一么

,

(3
气

1 7a) 式的形函数分布为

N
,

二L
‘

一 3
.

9 4 8 92 9L
‘

(l一L
‘

)(‘一 2五
.

) (3 2 0 )

其形状如图 5
,

它和图 2 (a) 的分布很接近
.

其差别只在第二项的系数

现在让我们计算一致质量矩阵的对角线项
,

它们定义为

M
‘

一 2 二。

}}
N :·d·d一

2 二、

}}
N : (一L

‘

+ 一L
,
+ 一L 。

,d
·d ·

(3
。

2 l a )

M
, ,
一 , 汀,

}{
M

。。
一 2 汀。

{{

N , ·d ·d 二一 2二 ,

}}
N , (一L

‘

+ 一L
,
+ 一L 。)d ·d ·

N : ·d 一‘一
2 二。

}!
N : (· L

,

+ 一L
,
+ r 翻L。)d ·、·

(3
.

2 lb)

(3
.

2 1e )
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舀耳乙 L 二N
.

二 l

/

(3
.

18 b ) /

(3
.

Is a )
/

N 二 0
.

5

//
/

\
z

/
乙

沐了洲
二

孩价一拓 黔二
一 40

⋯

一

飞乍_
_

一

_

⋯
_ _ _ _

_ _

创
/ /

;

二升一产二
耘一

‘J
\
、

~ / 一止
-

18a ,

b )二条曲线的交点
.

(3
.

18 a )为椭回
,

18b )为双曲线
,

其交点为P , ,

户2
.

图 5 形状函数在三角形有限元边
‘j上的分布(3

.

2 0 )式
.

口�勺d月,图

把 ( 3
.

17 a ,

b
, e )代入 ( 3

.

2 za ,

b
, e )

,

并用积分公式

}}
刀旦乙,“,乙‘“rdz 二而苹试器乏万 2“

( 3
.

2 2 )

其中 A 为三角形有限元的面积
.

我们得

M
‘,

二 2 二 p 月( 群
, r ‘

+ 声Zr ,

+ 召Z r 。)
、

M
, ,
= 2 二 p 月 (召

Zr ‘

+ 召, r ,

+ 户: r 。) 令

M ‘ = 2 二户
_

召(产
: r ,

+ 声, Zr ,

+ 召J r ‘)
少

其中

( 3
.

2 3 )

、夕产�Jl勺臼nQ了.、

、......、
才......‘.了

。;
= 牛{{ 万 : :

.

d ; 。: 一
弊

一

( 4 15 8 。+ 6。3。e 一 。。。, + 5 19 e :
+ , 3 1

,
一 12 8 e , )

直 J J 1 1 1

1 ff
、 , 。 二 , ,

9 6 _ _
、 。

』

八 _

。
、

, , ‘ _ , _ 。
, . _ , ; , _ _ 。 , 、

拼 2
=

一

了 、、 zv 了L. , a r a z 一 1
一

厂 气l 石匕匕U 一 4 U 勺七 一 l b O I
十 艺。z 七

一

十 I U J -

一 b 石‘ J )
直 J j 1 1 1

如果 用 ( 3
.

19 )的 C 和 了
,

我们有

召、
= 0

.

2 17 5 5 3
,

很易证明

召 2
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有了这些结果
,

有关轴对称动力问题的计算
,

就可以象前文
‘2 ’

这样列出计算程序
,

其分

别
,

只在于前文
‘“ ’

中所用的形状函数是不协调的
,

而本文所建议的形状函数则是协调的
.
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C o m pa tib le D y n a m ie F in it e E le m e n ts w ith D ia g o n a !iz e d

C o n s iste n t Ma s s Ma t rix

C h ie n
W

ei一 z a n g

(Q‘月g h“ a U ” t’u e r s ft夕
,

B e ‘j‘称夕)

Abstl扭e t

10 this pa pe r ,

the e o m pa e tible dy n a m ie fin ite e le m e n ts w ith d ia g o n a li z ed e o n , is te n t m a s s

m a tr i x 刁 r e , tu d ie d
,

In p r e v io u s p a p e rs , th e a u tho , s tu d ie d t he d y n a m ie fi n ite e le xn e n ts

w ith d i a g o n a li z e d e o n s is te n t m a ss m a tr ix
,

b u t a ll 0 1 the m a r e ; n e o m p a ti b le e le 扭e n t,
.

In

t h is p a p e r , th e e o m p a t ib le fo r皿 fu n e t io n s a
re o b ta in e d n o l o n ly fo r te t r a h e d r o n sp a e e e le

-

m e n t s
,

b u t a lso fo r t r ia n g u la i r in g e生e m e n ts ,

w it h d ia g o n a 生iz e d e o n s ist e 几一 m a 、5 m a tr ie e s
.

’

r h ls k in d o f fin ite e le皿e n t s e a n b e u s e d n o t o n ly fo r th e t r e a tm e n l o f , m p a e l p r o b le m s

w b , e h a r e re la t ed t o th e tim e ,

bo t fo r v i br : , tio n p r o b le m s , , n e lu d i n g lrn e a r a n d n o n li扛e a r

e q u a t l o n s
.


