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摘 要

本文从
“

全能量原理
”

出发推导出非线性弹性理论中各种可能的主要的今分原理的泛函
,

其

中有几个是在我们所能见到的文献中还没有的
.

通过本文的推导过程
,

我们提出了胡海昌的专著

〔1 」中表6
.

1的第11 类和第 6 类变分原理不存在的猜想
.

一
、

非线性弹性理论的完全的广义变分原理

本文采用郭仲衡
‘“’汇3 ’所用的记法和符号

,

必要时另作说明
.

本文以推导非 线 性弹性理论

的各种可能的主要变分原理为主
,

并且为节省篇幅起 见
,

这 里只给出相应的变分泛函形式
.

线性弹性理论是其特殊情形
,

只在需要时提一下
,

不另写出相应的变分泛函形式
.

设弹性体的区域为 犷
,

边界为且
, 在边界的 月

。

部分上给定位移
:

uI
A
= 汤:

在边界的另

一 部分上给定每单位面积的面力
:
T N !

, ,

= 卞N
;

每单位质量的体力为 f; p 。

为质量 密 度
; 「

为变形梯度
; T为K i: c lll l of f应力张量 ; T 一F

·

下为Pi ol a 应力张量
; E为应变张量

.

现在定义弹性体的全能量泛函价如下
:

。一 } (。
.

: )
:

(u , )、二一 }
。

.

fp
。

、二 一 ( 。
.

(;
.

: )
.

NJ , 一}
。

.

于N、月

J犷 J 产 J A 。

J
’

r

设应力张量下和应变张量 E的关系是可逆的并 引进应变 能 密 度 万
产

(E )

万
‘

(T )
,

使得

刃
广

(E) + 刃 (T ) = T : E

已知 〔”’

(1
.

1 )

和余应变能密度

(1
.

2)

,
尸 ,

、 ,
_

_

. 、 尸
_

,
.

1
。 工

二
、 工

二
、 , _

,

气r 二 ) ; 、u y ) = ‘ ; . 宁一 L 气下 u 夕
。

、u V 夕J
‘ ,

‘

(1
.

3)

故由(1
.

2 )可把上式写成下列形式
:

,
尸 ,

、 , , 、
。

, 尸 、 .

0 1 ,
、 .

1
。 1 .

_ . 、 ,

⋯
、 , _

,

Lr 二 少: 气u y 少= ‘ 气‘少十 ‘ 气 l少宁
~

万
.

L气y u少
.

气u v 少J
石 .

‘

(1
.

4 )

或写成下列推广 的形式
:

(F
·

T)
:

(u甘) = E
,
T一万

,
,

、 .

甲 , 。
。 ,
尸

、 .

1
。 l ,

_ _ 、

L l少十 I : 口 一 二 L‘ )十 石 t L y u 少
‘

·

(u甘)〕
:
T (1

.

5 )

把 (1
.

5) 代入 (1
.

1)
,

则
一

可把全能量泛函 少 改写成下列形式
:
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,
。
一
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(T ): d犷一
l
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, p
o
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尸
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.

f l
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二
、 ‘

_
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, 。 t ,

t l : ‘一 汤 L‘ ) Ja 犷 卞 、
_ 一

万以 V u )
’

火u v ) J
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‘
J
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}
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F
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T
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这便是本文的出发点
.

以后将会看到这样写法的目的
.

花括弧分成中物1中氛两部分
,

即

(1
.

6 )

这里我们有意识地把全能量泛函中
。

用

〔。
:
: 一二 (: )〕d 二一 {

。
.

fp
o
d : 一 }

。
.

于N dA
犷 J F J通亡

( 1
,

7 a )

r
,

_

r, 。
。 ,

,
、 ,

,r , .

〔 1
。 , ,

_ _ 、 , _ _

, 、 , _

, 。 l
。

, , 、 , , 滩

犷 L” ‘ 一 ‘ 气‘” “ 犷 卞 }
,

万LL丫“” 、“丫 ’J “
“ ‘ 一

}
,

卜
“

’

r ” ” , 。月 (一 7 b )

沪‘吐..性、Ji昌1. .., .‘

一一一一

它俩分别表示弹性理论古典变分原理的总位能泛函和总余能泛函的推广形式
.

下面列出非线性弹性理论的基本关系式和边界条件
:

平衡条件
:

平衡方程

(F
·

T )
·

甘+ f户
。
二 0 (在 F内)

力边界条件

F
·

T
·

N 二T N (在月
,

上 )

连续条件
:

应变位移关系

(1
.

8 )

(1
.

9 )

, 1
。 .

_
_

.
_

二
, . 、 , . 、 , , J _ , ,

一
、

c = 万 Lv u 十 u v 十 气V u )
‘

L u v ) J 气位厂 !匀 )
‘

(1
.

10 )

位移边界条件

u = Q (在A
.

上)

: 一

气华
(在厂内 ,

(1
.

1 1 )

本构关系
:

应变能形式

(1
.

1 2 a )

余应变能形式

。一丝弓尸
卜

(在厂内 ,
(1

.

1 2 b)

现从弹性体的全能量泛函小
。

推导广义全能量泛函易
。

,

此时广义全能量 泛 函 的独立变量

是 u ,

E
,

T
,

它们共有15 个分量
。

它们必须满足上列基本关系式和边界条件 (1
.

8) 一(1
.

1 2 )
.

这是一个在 15 个约束条件下的条件极值问题
.

为此可以采用钱伟长
‘略’

于 19 6 4年提出的拉格朗

日乘子法
.

引入待定的拉格朗日乘子
: o (定义在犷内的对称张量场 )

,

仁(定义在A
。

上的向

量场 )
,

n (定义在厂内的向量场 ) 和乙 (定义在式上的向量场)
,

它们也共有 15 个分量
.

把平衡条件 (1
.

8) 和(1
.

9) 及连续条件 (1
.

1 0) 和(1
.

11 )合并到弹性体的全能量泛函 必
。

以

后
,

则得广义全能量泛函中
。如下

,
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击
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:
T d 犷
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}
,

“
·

F
·

T
·
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}
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”
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,
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(F
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+

}
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‘
·

(, N一 F
·

T
·

N )d A

{
釜 铃

= 少君+ 必孟

问题的真正解可由(1
.

13) 定义的广义全能量泛函的驻值条件给出
.

函巾
。

中的独立变量是 u ,

E
,

T
, 口 ,

毛
,

n
,

乙
.

对这些变量进行变分
,

粉 井 釜

d价
。
= d 中言十 d少 ;

(1
.

13 )

此时广义 全 能 量 泛

则有

(l
、

14 )

其中

乙少君= 「。一 J万
,

乒约
:
。: 、;汗 ((

: 一
。 、:
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F L 口 1 J J 犷

.
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~
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一
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’

L u y 月一‘ l
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,
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:
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·
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·
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。
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/
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·
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一

}
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.
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·
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1
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C
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护
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乙

·
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〕

:
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几
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:

( u甘) ]
·

T d 犷 + 占n
·

〔(F
·

T )
·
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。

]d 厂

n
·
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·

T )
·

Nd A‘卜
几‘、尸

r.吸..,jJ.‘.性.. ,Jr.,..龟J户
...,. ..�

+

; 占(F
·

T )
:

(n , )d 厂 一

,

n
·

占(F
·

T )
·

N dA +

“
·

“‘F
·

T ,
·

N dA +

}
月

乙乙
·

(全N一 F
·

T
·

N )“月

‘
·

d ( F
·

T )
·

Nd月 ( 1
.

1 5 b )

但是

}
。

〔(占。, )
2 “ + ‘“U , ,

:

“ ·, 、
·

“ )〕d 厂一

{
,
“二 F⋯ Nd A

一
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。“。

·

〔‘F
·

q ,
·

v ,d 厂 ‘参阅〔3 “, ( 1
.

1 6 )

而
一

l
,
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·

T )
:
(。, ) d 犷

一}
犷

一 }
,

‘占F
·
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:
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。
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·
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:
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[ V n
·

舀(l+ u甘)l
:
Td F 一

[ (己uV )
,

(n V )〕
·

Td厂一

(l+ u甘)]
:
dT d 犷

L甘n + (甘几)
·

(u甘)〕
: 占Td 犷

犷卜

产改..t..J.‘t..吸」

(1
.

1 7 )

把(1
.

1 6) 和 (1
.

1 7) 分别代入 (1
.

1 5 a )和 (1
.

1 5b )内并把结果稍加整理
,

则可把 (1
.

1 4) 写成

下列形式
:

关 葵 关

占中
。
= d少君+ 占中言

护吸.. ..J山.. ... .J产. .t.. .J

= }l「: 一些渗互1
:

盯邵十

t J犷L a . J

+ (甘u )
·

(u甲))一E ]
:
j叮d 犷一

,

甲 _ 、 。
,

, 了 ,
.

f 「1
, .

⋯月
犷气’一 叮 ’‘口仁 a 扩 十 {

犷

L
一

2
一

L 梦 “
卞

“ 节

占u
·

[ (F
·

叮 )
·

7 + f户
。

」d 厂

,

。u
·

(F
·

“
·

N 一T N )d 且+ 如
·

(F
·

小洲一亏)d A
r..、..
‘自...‘.. .J... ...、J

十

+

」 .

‘卜
。 ,

·

划
“

卜{}
。

l
‘一 “

谱门
:

‘“犷

+
。〔(6 u , )

’

(u 一 n ), 〕
·

T d 犷 + 〔E一 (V n + (甘n )
·

(u甘)

(v u )
·

(“v ) )」
:

“T d y + }
:

。”
·

〔(F
‘

下)
·

’+ ‘p
。

」“犷

(。一“)
·

占(F
·

T )
·

Nd A +

}
占:

·

(’N一 F
·

T
·

N )d “

(。一‘)
·

。(:
·

T )
·

N。月 {

1
.��今�

‘

l卜f飞卜
十

+

考虑到 ( 1
.

18 、中的加
,

6 三
,

6 T
, 、

沁
,

托
,

占n
,

戈 都是做为独立变量的变分
,

两组对应的条件
:

( 1
.

18 )

故得下列

上’~
”

”
’

麟
’

。e-’
’ J ‘

一川

犷”
L

”
” ’“ L ”

}”
’ 卜 ’旧 ’

一 亲
”

. ‘ L

”一

藻
J

‘

一 ‘ ’

莎
一

’ ‘ ’

llL
’

~ ””
. ‘

_ d 乏
‘

( T )
d T

二T

T ~
d 万

户

( E )

( u
一n )叮~ 0

E一

合
仁, u + u , + ‘, “ , ( “, , ”

( F
·

a )
·

夕+ f户。二 0

U二Q

「
· q ·

N一于N

毛二F
·

口
·

N

(在犷 内 )

(在厂内 )

(在 V 内)

(在厂内 )

(在 刁 上)

(在A 上)

(在A 。

上)

E ~

F
·

T
·

N

·

甘+ fP o “ 0

, n + n 分+
一

( V n )
·

(。甲) 一 ( V u )
·

~ t N

〔在F 内 )

(在厂 内)

(在犷内)

( u勺) 〕(在犷 内 )

(在A 上 )

(在A
。

上 )

(在A ,

上 )

、
J‘月‘一‘今T

n二 认

‘二n

( 1
.

19 a ) ( 1
.

19 b )

由此可以确定所有拉格朗 日乘子的物理意义
,

即
: 。 ~ T

,

七二 F
·

T
·

N
,

n = u ,

乙一 u
.

于是两

组条件 ( 1
.

1 9a )和 ( 1
.

1 9b )表示完全对应的条件
,

这些条件正是非线性弹性理论的全部基本关

系式和边界条件 ( 1
.

8) 一 ( 1
.

12 )
.

把已经确定的拉格朗日乘子代回广义 全 能 量 泛 函 的 变 分

釜

d少
。,

则有



论非线性弹性理论的各种变分原理 589
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_
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二
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·
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·
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·
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}
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}
刀

“
。
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·

6‘F
·
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·
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}
。

[
T一些韶笙)」

: 乙E“犷

。 1
,

,
.

⋯
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二
_ 、

〔 一 下 L y U . 卜 U y ~
l
we 气y U )

乙

·
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〕

:
“T d F +

{
。
“。〔(F

·
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·

Nres比

r.... ..Jf.t..皿Jr..J... .

一++

+ fP
。

〕d 犷 +
“二“
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·

T
·

N , d “ +

{
, .
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·

“(F
·

T )
·

N d ,

}
釜 荟

二占中名+ j必名

实际上
,

由于

(1
.

2 0 )

一
。
_
一

。
甲 d刃

”

〔E )
。

,

. : 口匕
一

卜七 : O 口= 一丁杯一三 : O 匕 十
“二

d 刃
‘

(T )

d T
dT (1

.

2 1 )

确实
务 关 关

占中言+ 乃少言= 占中
。
= 0 (1

.

2 2 )

显然
,

它包括

d少君二 O (1
.

2 3 a )

占中石= 0 (1
.

2 3 b )

它俩分别是非线性弹性理论的完全的广义位能和广义余能驻值变分原理
.

把已经确定的拉格朗日乘子代回广义全能量泛函 (1
.

13 )
,

则有

苗: 一}
, 〔E : T 一“

·

(T ): d 厂一

}
。。

·

, p o
d

卜{
月 ,
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+
犷

【告
(, 叶

。。+ ‘v u ,
·

‘u , , , 一 E

」
:
T d V

月

(。一 u )
·

F
·

T
·

N d 月 (1
.

2 4 a )

..�.....曰护.砚... .卫

少
,

‘
。

, , 二
。 ,
尸

、 , , T 二 .

f l
甲云一 }

; L ” 匕 一 乙
一

、‘’」u “ 十 }
。
厄〔(

叮u )
·

( u V ) 1
:
T d V

“
·

F
·

T
·

N d “+

{
。。

·

〔‘F
·

T ,
·

v + , 。。

〕d V

u
.

(于N 一 「
·

T
.

N )J月 ( 1
.

2 4 b )

一+

这是从形式上所能推出的非线性弹性理论的完全的广义位能和广义余能变分 原 理 的 泛

函
.

实际上
,

( l
.

24 a) 归化为下列形式
:

女
。

f 0
.

,
,

、 _
, r ,

(
. 二 _ _

1T ,

【
_ _

子
‘ . , 月 .

【「 1
。 ,

. _

甲石R ~ 一 l
。‘ 、” “ 犷 一 l

。u ’
‘尸。“ 犷 一 }

· “” N a 月个 l
。

L厄
一

L丫“

+ 。, + ( , “,
·

(。, )“: Td厂+

}
, .

‘“一 。)
·

F
·

T
·

Nd “
( 1

.

2 5 )
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这便是鹜津久一郎
‘” ’

给出的广义变分原理的泛函
;

在线性弹性理论中
_

_

巨式便是 尺e is s n C r
原来

提出的形式
.

由此可见
,

从形式上似乎是可以从 (1
.

24 a) 找到〔l 」中表 6
.

1的第 11 类变分原理
,

但实际

上并没有能够达到原来的目的
.

同时也可以说明
,

直到目前为止
,

(1
.

2 4 1,) 是 弹性理论中真

正完全的广义变分原理的泛函
,

亦即所有其它的变分泛函都不能像 (1
.

2 4b )那样能够完整地

反映物理问题的全部客观规律
.

线性弹性理论的变分泛函形式 (1
.

24 b) 早已被胡海昌和鸳津久一郎先后提出
,

后来大家

常把这类变分原理称为胡海昌
一

鹜津久一郎广义变分原理川 , 钱伟长“ ’于 1 9 7 8 年首先给出了

非线性弹性理论的这类完全的广义变分泛函
,

即(l
.

24 b )
.

二
、

非线性弹性理论的各种不完全的互补的广义位能

和广义余能变分泛函

不完全的广义位能和广义余能变分泛函之一 (事先分别满足互补的本构关系的情

况 )

在(1
.

1 3 )中取

E
:
T 一茗

一

(T )= 万
”

(E ) (2
.

l a )

E
:
T 一 万

户

(E )= 万 (T ) (2
.

lb )

则得下列一对互补
书的变分泛函

:

矛, 一

{
;
二

,

(E )d 厂一

{
。

二 fp
o
d 犷一

}
,

二’Nd “ +
(甘u + u V + (V u )

·

(u甘) )
1

J

Zr..L

犷

一 E (口一 u )
·

七d月 (2
.

Z a )

梦 「
_

中 ; 一 }
。

万

]
: ·“‘一{

通
.

“’“犷 +

!
。

;
一

「‘, “ ,
·

‘“v , 〕
:
T d 犷 -

口
.

F
.

T
.

Nd 月

。
·

[ (「
·

T )
·

, + f。
。

〕J厂 + }
,

‘
·

(于N一 F
.

下
.

N )J月
(2

.

Zb )+

对独立变量进行变分
,

扇
一

{
。

【

一 E

+

{
注

d 万
‘’

(E )

d E

则得

一 。

〕
:
dE d 厂 +

, r

阵, 。+ 。, + (, 。)
.

(。, ))
r

“
山

〕
:
“a d V 一

{
。

〔(F
·

o ,
·

, + ‘。
。

,
·

““d犷 +
(O一 u )

·

6互d 月

。u
·

(。
·

。
·

N一于N)d 月 + l 。。
·

(F
·

。
·

N 一七)‘月
(2

.

3 a )

补

占少亨-
d 万 (T )

一Jf
三 一 (, 刀+ (, n )

,

⋯
、

1
, .

_ _ 、 , ~ 、 、 , 。
,

, , ,

’

L “ 下少一 丁廿
“ ,

’

‘“y ) ) J ’o ’a 厂

lr
,L

r

r..直扭..J

本文中
“
互补的泛函

”

一词意指这一对泛函在互补条件下反映相同的物理问题的客观规律
.
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叫

一
, - 一

~

一一

一一
_ —

Jn
·

「(F
·

T )
·

V + fp
。

〕d 厂 +

。

‘”一 “,
·

j tF
·

T ,
·

Nd “ +

{

d乙
·

(TN 一 F
·

T
·

N)d A

(月一乙)
·

J(F
·

T )
·

N d A (2
.

3 b )

�.. ... .J.‘. ...砚J

于是驻使条件给出下列两组对应的条件
:

位 能 形 式

d 艺 p (E、

d E

(F
·

a ) V + f p o 二 0

E一

合
「, · + “, + ( , u ,

·

‘“v , ,

。二Q

F
.

。
.

N~ 今N

(在 V 内)

(在犷 内)

(在犷内 )

七二 F
·

口
·

民

(在 A
“

上 )

(在A 上 )

(在A 上 )

{一
一一

一

色一一
~ ~

里1 - 二竺- - 二-
- 一

一
’

l d 艺
.
( T )

_ , 一 r ,
一

、

I

—
=

‘ l 才十 f l产闷 夕

}
“

:

一
“

、

一
, _

⋯
} ‘~ 令L(甘刀+ 1 1甘+ 2 ( 甘劝)

·

( u p ) 一 ( V u )
·

( u 7 ) J 戈在犷 内 )

1

}
作

’

‘, ” + , p 。一。 ‘在犷内 ,

} 卜 T一N = 卞“ (在 A
,

上 )

}
”= 。 (在A

‘

上 )

1 ‘一”
_ _ _

吵今上王一

( 2
.

4 a ) (2
.

4 b )

由 ( 2
.

4 a )和 ( 2
.

4 b )可见
,

这里必须利用事先假定的互补的本构关系
, 即 亘梨旦

“‘

(E )
= T 和

一

“
气车勺一

E
,

才能确定所有的拉格朗日乘子的物理意义
.

于是得 。一。
,
。一 :

,

; 二「
·

:
·

N
,

d T 一
,
门 目。

圳心 l/ ’ 门 曰 J “

二 ‘’“ 竹 J 卜 , / 卜 J 曰 J .勺一
,

助 护、
’ J ‘

~ ”J -

一
’

n ~ u
,

乙= u
.

把已经确定的拉格朗日乘子代回 ( 2
.

2a) 和 ( 2
.

2b )
,

则得下列一对互补的广义位能和广义

余能变分泛函
:

兮
_

f _ 一
、 , , ,

「
, , , ,

【 备
, , .

「「 1
,

二
_

_

, . ,

⋯
、 , 二。 、 、

甲丁= 、 之 L匕 ) 以犷 一 .
_

u
.

r P oa 犷 一 、
J u . I N a 月十 、

r

一不L v u 卞 u v 宁 气v u )
.

、U , ) ,

J「 J
护 J

‘. 已 J 犷

“
一 :

〕
:

Td 犷 +

}
, ‘

(卜
u ,

·

「
·

T
·

““ ( 2
.

sa )

易: 一

}
,

,
·

( T ) d 犷 +

}
。

合
〔( , · ,

·

‘·, ) :
:
T d

卜 }
, .

“
·

F
』

T
·

N “A

+

}
,

二 : ( F
·

T ,
·

, + , 。
。

: d犷 +

l
月 ,
。

·

‘’N一 F
·

‘
·

N , d “
(2

.

sb )

此时易证下列互补关系成立
:

* *

少全+ 巾了= 0

事实上
,

在 ( 2
.

5a) 中的独立变量是
u 和 T

。

阅【2 〕)
,

故本文把这种情况称为拟完全的
,

的其它 各种不完全的情况
.

( 2
.

6 )

尽管E也在泛函中出现
,

但它不是独立的 (参

以示有别于前述完全的情况以及下面就要提到

2
.

不完全的广义位能和广义余能变分泛函之二 (事先分别满足应变位移关系和平衡方

程的情况 )

此时可直接由( 1
.

2 4a )和 ( 1
.

2 4 b) 写出下列一对互补的变分泛函
:
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~ ~ ~ 一一一

一
一

一一一
_

~ _
一

_ _ _
.

~

一
一

一
- ~ 一~ - -一- 一

~

一

一
~ 一- ~ ~ ~ ~ ~ .

- 一
~ ~ 一~ ~ ~ ~

羲一}
;

+

}

〔E
:
T 一 万

·

(T )〕d F 一

}
F

一 , p od犷 一

l
, ,
。

·

’Nd A

Q一 u )
·

F
·

T
·

N d A (2
.

7 a )

里
。

f
。
甲 尸 。

卢 ,
,

、 , , T ,
,

【 1
。 , ,

. _ 、 ,

⋯
、 , .

, J T,

甲
2
= 卜 L . : 二 一 乙 气‘ ) J a 厂 十 、 万 L又y u )

.

又u y ) J
: I “ 犷

J犷 J犷 ‘

一

{
, 、

“
·

F
·

T
·

N d A +

}
, ‘

二‘于N一 F
·

T
·

N , d A
(2

.

7 b )

易证下列互补关系成立
:

* *

少蜜+ 少呈= O (2
,

8 )

本文以此为例说明这对变分泛函(2
.

7a) 和(2
.

7 b) 的互补性
,

其它情况不再赘述
.

对 (2
.

7 a )和 (2
.

7 b)进行变分并考虑到
’忍’

}
,
T

:
“E d犷一

}
。

‘F
·

T
·

“·)
·

, d厂一

}
尸“U

·

(F
·

T )
·

, d厂

:

〔, 。
·

(占·, )〕
:
T d 犷一

}
犷
占(F

·

T )
: 。, d 犷 一

l
,

〔, ·+ (, u )
·

(。, )〕:“T d犷

(2
.

9 )

(2
.

1 0 )

贝」
一

可写 出下列两式
:

d中雪一 l } E 一
d刃 (下)

d T 〕
:
。: 、。一

}
。

〔(F
·

T )
·

, + ‘。
。

〕
·

““d 犷

+

}
(卜

。)
.

。(F
.

: )
.

N 、月 + l (「
.

丁
.

N 一于
N)

.

。。 J月 == o
(2

。

1 z a )

。

柔
‘

f 「 , d 刃
户

(E ) 1
.

, 二 ,
,

f 「。 l
, .

.

⋯
, . , , 二 、 , _

,
、 、

1
_

。 , J T,

四
/ 2
一 、 1 1

一—
j 一

~

一一
.

1
‘。‘“ 犷

一 、 l ‘一 认
一 、y U

.

宁 U 丫 个 叹y U 少伙
U 丫 ) ) l ; U l “犷

JF L “二 J J犷 七 乙 J

+

}
月 ,

“小 ‘tN一 F
·

T
·

N , d A +
(u 一 O)

·

占(F
·

T )
·

N d A = 0 (2
.

1 lb)

补

由此可见
,

在事先满足应变位移关系的条件下
,

巾弋所反映的物理客观规律 是 余 应变能

形式的本构方程
、

平衡方程和两个边界条件
;

而在事先满足平衡方程的条件下
,

的物理客观规律是应变能形式的本构方程
、

应变位移关系和两个边界条件
.

补

中吞所 反 映

3
.

不完全的广义位能和广义余能变分泛 函之三 (事先分别满足位移边界条件和力边界

条件的情况)

此时可直接由(1
.

2 4a) 和 (1
.

2 4 b) 写出下列一对互补的变分泛函
:

多卜}
。

[
:

:
T 一二

·

(T )
]
d 犷一

}
,

二 , p
o
d犷 一

}
月,

二于N d A

+ } f
一

粤
、, 。+ u , + (; 。)

.

(u , ) )一E l
:
: 、二

J r L ‘ J
(2

.

12 a )
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威一

{
,

〔下
:
E 一万

护

‘E , 〕‘犷 +
[ (甘u )

·

(u 甘)」
:
T d F

,19白

F

一

}
月 。

。
·

F
·

T
·

N d “ +

}
犷

二 「‘F
·

‘,
·

, + ‘p
。

」d 厂
(2

.

12 b)

在这种情况下
,

实际上
,

(2
.

12 a) 归化为下列形式
:

苗“
一I

F
“

r

‘T )d V 一

}
, 二 ‘p

o
d犷一

!
, , 。

·

fNd“

.

〔 1 「一
_ _ . _ _

二
, .

_ _ 、 , . 、 ,
,

,

~

十 、 下
~

1 y u 十 u y 十 L V U )
.

气U V ) J , l口 f

J v ‘ L
(2

.

13 )

于是
,

本文原来企图用(2
.

1 2 a) 给出〔1 〕中表 6
.

1的第 6 类变分原理的目的也没有达到
.

4
.

不完全的广义位能和广义余能变分泛 函之四 (事先分别满足应变位移关系和位移

边界条件及平衡方程和力边界条件的情况 )

此时可直接由(1
.

2 4a) 和 (1
.

2 4 b) 写出下列一对互补的变分泛函
:

。

【
E

:
T一二

·

(T ): 、。 -

〔T
:
E 一刃

户

‘E )〕d F 一

u. fP
o
d厂一 u

·

T Nd A (1
.

7 a )

�...... ,..r..l.吸」

少

中 告
〔‘, “ ,

·

‘“, , 〕
:
T d厂

一一一一

一

!
‘

“
·

「
·

’
·

”d “
( 1

.

7 b )

易证下列互补关系成立
:

斧 补

中穿十巾 ; 口 O ( 2
.

14 )

5
.

不完全的广义位能和广义余能变分泛函之五 (事先分别满足余应变能形式的本构

关系和位移边界条件及应变能形式的本构关系和力边界条件的情况 )

此时可直接由 (2
.

5a) 和 ( 2
.

5b) 写出下列一对互补的变分泛函
:

类
。

f 。
。 ,

,
、

1T
,

f
_

_

, ,

二 【
_ _

奋
_

, 月 .

〔「1
, .

_ _

甲石== 、 二 气C ) 0 犷 一 、 U ’ 百尸 ou f 一 龟 U
.

1 入“月宁 l
_

! 下
一

L y U

JF J F J通 J F

“
+ u甘+ ( V u )

·

( u甘) )一 E ] : T d V ( 2
.

1 5a )

多: 一 l二 ( : )J : + l 三「( , u 》
.

( u , )〕
:
: dv 一 l

_

。
.

F
.

:
.

Nd A

J‘ JF 乙
.

J
月 ‘

+

{
。。

·

〔‘F
·

T ,
·

, + , 。。

, d犷 ( 2
.

15 b )

易证下列互补关系成立
:

关 朴

少雪十 少当二 O ( 2
.

1 6 )

6
.

不完全的广义位能和广义余能变分泛 函之六 (事先分别满足余应变能形式的本构关

系和应变位移关系及应变能形式的本构关系和平衡方程的情况 )

此时可直接由 ( 2
.

5a) 和 ( 2
.

5b )写出下列一对互补的变分泛函
:

多卜{
。万

户

(E )d V 一

}
, 。

·

, 。
。
“犷一

}
, ,

二于“d A
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+

} (口一 u )
·

F
·

T
·

Nd A (2
.

17 a )

苗: 一 }
。 ,

·

(T )d 犷 +

{
。

l
。 , .

_ _ 、 , .

, 、 , _

, J 二

丁 L、丫“ )
.

‘“ , ’J
‘ ’“ ’

一

!
‘

.

“
·

F
·

T
·

Nd A +

!
, 。

·

‘于N 一F
·

T
·

N , d“ (2
.

1 7 b )

易证下列互补关系成立
:

份 倪

中君+ 少言= O (2
。

18 )

7
.

不完全的位能和余能变分泛函之七 (最小位能和最小余能变分泛函 )

此时可直接由(2
.

5a )和 (2
.

5b )写出下列一对互补的变分泛函
:

, , 一

}
r

,
·

(E )d F 一

}
,

二 ‘。
。
d 犷一

{
月

二全NdA (2
.

1 g a )

二
。

「 。
。 ,

,
、
。 , .

f l
。 ,

⋯
、 , _

~
、 1 _

,
_

。/

‘
二 。 , ‘ . J ,

耳 , ,

= 、 ‘ 、 . )tI 犷 十 、 下 l 气丫 u )
“

、u y ) J 益 . “ y
一 、 u . 「 . 1 二、“月 以

。

1 , U )
Jr J 于

’

‘ J
J ·

易证下列互补关系成立
:

币军十 中等二 O (2
.

2 0 )

三
、

结 语

木文从全能量原理出发堆导出古典弹性理论中各种可能的主要的变分泛函
.

为了能够一

目了然地看清已有的和本文给出的结果
,

我们按照与【l 」中表 6
.

1类似的格式编制一个附表
,

其中符号
“

O
”

和
“

V
”

分别表示事先满足的关系和所反映的物理客观规律
.

请注意
,

本文

附表中所空缺的两类情况正是对应于〔l 」中表6
.

1所示迄今尚未见到过的第 11 类和第 6 类变

分原理的情况
.

还可以写出其它的变分泛函
,

但不是基本的
,

故未列出
.

本文曾企图从全能量原理出发找出〔l 〕中表 6
.

1的第11 类和第 6 类空缺 至 今 的 变 分原

理
,

但没有能够达到原来的 目的
.

通过本文的推导过程看来
,

这两类空缺的变分原理似乎是

不存在的
,

然而本文的论述并不够严格
,

所以作者愿把这个观点作为一个猜想提出来
.

这个

猜想的意义牵涉到至今我们是否已在〔l」
、

汇4 〕
、

【5 」变分原理含义下找全了古典弹性理论

中所有可能的变分原理的问题
.
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附表 各种可能的变分泛函所反映的物理客观规律

平 衡 条 件 {
连 续 条 色一 本 构 方 程

编 号

平衡方程
应变位移

关 系

位移边界 {应 变 能
力边界条例

线 性 理 论 非 鱿 性 理 论

V

V

、 .、J户

a
J

b
附‘一�l

一
恤
.

队阮比尸恤
l

匡
.

⋯
、

}
一

全
{ 0

⋯二

⋯
一

{

条 召

余应变能

形 式 胡 [ 1 〕粉 毛艾[ 4 〕 钱[ 4 〕

⋯⋯⋯⋯
��

V

( 2
.

了a )

( 2
‘

7b )

�
>一O

��
二
�

1 2b )

〔2
.

15 a )

15 b )

( 2
.

1一O一

( 2
.

1了b )

( 2
.

1ga )

( 2
.

19 b )

WW>一O一>
�

>一>
一
O>O>

口爪口巨口�比

朴
〔1 」中还有特例

,

因无编号
,

未均列入
.
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