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摘 要

在讨论藕合热弹性问题的变分原理的一些著作中
,

以弹性应变自 f和温度变化值 口为状态参数

的自由能功(自 j
,

0) 为

几
. _ _ 。 c 少

p Le f了, 口少二 一 石
~

一 e 肖A e l矛+ 召e 壳z e 由I 一 丫e 杏去口一下
.

P 下石 es
、

乙 ‘ J O
(0

.
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自由能的这一表达式只适用于

}61 《T 。

(绝对参考温度)

的情况
.

在热冲击弹性问题中
,

温度变化值 口很大
,

甚至可以大过 犷。
.

同时
,

材料常数(之
,

召
,

护
, c 等)

随 口而发生变化
,

不再保持为常数
.

就这种情况
,

本文导出自由能的表达式
.

(0
.

1) 式则为其特殊

情况
.

将自由能的这一表达式引入变分原理
,

其欧拉方程将成为非线性
.

为了线性化
,

将热冲 击 作

用的时间过程划分为若干足够小的时间元 △勺(△t * = 才。一 t、一 : ,

k = 1
,

2
,

⋯
,

心
.

在 △才。 中
,

温度变

化0 *很小
,

材料常数由 t。. ,
瞬时的温度场 T * ‘1 = T (x : , x : , x 3 ,

八
一 : )确定

,

自由能 价‘可近似地采

用(0
.

1) 式的形式
,

从而得到变分原理的分段近似表达
.

一
、

自 由 能 中的 表 达 式

H el m ho h z
自由能 功为

功= I一 T 刀

式中
,

I 为内能
,

T 为绝对温度
, 珍为嫡密度

.

以 价 , 及 0 (0 = T 一T
。

)为状态参数时
,

全微分 d诱为
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式中口
‘,

(
e ‘, ,

0) 和刀(e
,

, ,

0) 可按以下步骤导出
:

对于各向同性体
,

弹性模量 E
、

剪切弹性模量 G
、

体热胀系数 a 随 0 的变化可取为
‘. ,
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E = E
。
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.
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将这些量代入 各向同性体的物理方程中
,

得 a
‘,

(e
‘, ,

0) 的表达式

口 ; ,

(e , , ,
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‘,
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一丫8 6
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是状态参数 0 的三次式
;

嫡密度 刀的全微分 d 刀为
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由(2
.

2 )式得
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将 (1
.

7) 式代入(1
.
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,

得
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.

由
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,

(
一

黔
“一 +

器
““

)一
p ““

得

口刀
-

丽
~ 一

=

由 (2
.

1 0 )式及

日2 叮

刁召
, , 口夕

p
‘犷 矛石

、

I
(1

.

1 1 )

a
Z刀

O口a e ‘,



弋于热冲击弹性问题的自由能及变分原理

得

毅
一 (2 : : + 。: :口)

卜
积分后得出 c ;

(e ‘, ,

0) 的表达式

(1
.

1 1 )
广

e

TPc : (e ‘, , 夕)一 c : 。
+ f (口)+ (2下犷+ G夕曹0 )

取f(0 )一
。; ,

, 代入上式
,

并将上式代入 (,
.

1 1 )式得
一

蟹
一

为
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于犷争
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此(1
.

12 )式和 (2
.

2 0 )式代入 (1
.

5 )式
,

积分后得刀
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此式和 (1
.

7) 式代入 (1
.

2 )式
,

积分后得必(
e , ,

0) 的表达式如下
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此表达式中
,

对0值未加限制
,

并考虑了材料常数随口的变化
,

因而可 以 用 于 热 冲 击 问 题

中
.

如果材料常数取为定值
,

即对
、

产卜
· ·

⋯等取零 随
,

则上式化为
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此式与竹 内洋一郎导出的自由能表达式相同
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.
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二
、

变分原理的分段近似表达

将热冲击作用的时间过程以 t0
, t : ,

⋯⋯
,

t
。

划分为
n
个微小的 时 间 元

,

令
: 。二八t。,
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爹、一 t。
一 ;

.

设初始温度场了
’
。
二 7

’

(: : , % 2 , 二 3 ,

t。) 已给定
.

在微小时间元 t。一 :

( t( t*中
,

设初始条件

T 。一 ,
二 了(x

; , 、 : , 、: , t。
一 ,

)
, u

‘
。 一 ,

= u (x , , 、 2 , x 3 , t。
一
;

)

为巳知
,

同时设0
。
= T

‘
一 T 。一 ,

很小
,

即

}0
。

}《T 。一 ,

于是可以近似地认为在九
一 ;

( 才< 权中
,

材料常数久
, 科, 丫及 c ;
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.

由 (1
.
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,

(1
.
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,
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.
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.
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/
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。
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。
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自由能功可采用(0
.

1) 式的形式
,

但材料常数均为位置 x
、

的函数

几
。_ ,

毋白= 一几干
一

召 . 二 仑止遥寸
.

升为一 l口 旧( 曰翻君一 犷自一 l 日。 用

乙

o一 c 厂卜
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T 卜 1

(在 t卜 ,

( t( t、内) (2
.

1 )

式中夕= 犷一 T 。一 ;

以厂表示弹性体体积
,

S表示表面积
,

F
‘

表示体积力分量
.

设表面力户 (在S a 上) 及位

移况 (在S
。

上 ) 为已知
,

则拉格郎日函数L ‘
为“ ’

乙
*
一 } f三
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.

“‘

)、一 } 卿.ds
J i

,
L 乙 / J s

(2
.

2 )

相应的哈密顿作用量附
.
为

附
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.
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整个热冲击作用过程的哈密顿作 用量班为

、 一
创

“ : 、 , 一
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.
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卜 1 J t卜
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1
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考虑到
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,

所以有
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‘

4

d班
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将 (2
.

2 )
,

(2
.

3) 代入(2
.

4) 得到。
组欧拉方程及自然边界条件

。
。J , ,

+ F 二 p a
.

(在 V + S 内
,

在 t‘
一 l

( t( t* 中)

_ a苗
‘

飞二 一 澎 (在 V 十S 内
,

在杯
;

( ‘《“中)

口
、, 。,

= 尹 (在S a 上) } (2
.

5)

另一方而
,

以T ,
表示弹性体周围介质温度

,

它与t无关
.

以 h。
一 :

和风
一 ‘

分别表示在 探
:

成

t《 t‘中的热传导系数和边界放热系数
,

并近似地认为与 t无关
,

即

h。
一 ;

= h
。
+ h岔(T

* 一 ;
一 T

。
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‘一 :

(, 1 , , 2 , 二 3

)

几
一 ,

= 刀
。
+ 刀了(T 。一 :

一 T
刁

)二刀
‘一 :

(* 、 , 二 2 , x 3

)

在 !氏!《T * 一 :

的情况下
,

单位时间内由
.

单位表面积流出的散热量可取为风
一 ;
(T卜

:
一 T 刁

)
.

于是整个热冲击作用过程的热流势作用量U 为“ ’

U == 乙认

「f / 1
, , 。 . 二 , , 、 。r ,

f o , 。 。 、。 J o 1 ) 二

L}八2
一
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: 。 p 卜“

’
卜

,
一“ , ’ ““ J
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八九尸. .... ,�·

乙洲
一一
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.
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由 dU 二 O及
T 。的任意性得
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.
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、....、.f.尹刀=0一=0一司批�抵一批

将 ( 2
.

6 )代入 ( 2
.

7) 得到另一套。组欧拉方程即热传导方程和边界散热方程

h。
一 :
口

, :

= 飞几
一 : (在犷 + S 内

,

f。一 :

( t ( t。中)

h。
一 :
0

, ‘n ‘

= 刀
。一 : ( T 卜

,
一T 月) (在5 0上

,

t‘一 :

( t( t‘中) ) ( 2
.

8 )

这组方程与 ( 2
.

5) 式的方程藕合求解
,

即可解出九时的温度场T
。
= T (二 ; , x : , 二。 , t。) 和位移

场 u
,
。
= u

.

( x
; , x Z , * 3 , t。)

.

综上所述
,

热冲击过程变分原理可表述如下
:

热冲击作用的时间过程划分为
n
个微小时间元

,

时间元的长度
r 。
应尽量小 (但并非无限

小 )
.

给定初始温度场T
。
二T ( x

; , x Z , x , , t 。)
.

在任一时间元
r 。
中有

1
.

在满足边界约束条件
u ‘
= 面

.

(在5
.

上 ) 及初始位移场
“‘。一 : = “ ,

(二
: , : 2 , 二3 , t。

一 ,

)和温度

场T
、一 ,

= T ( x
: , 二 : , 二 : ,

几
一 : ) 的情况下

,

使哈密顿作用量 才
。

为最小的位移场
“.

和温度场 T 必

满足

a ‘, , ,
+ F = p 认

口人
取 ~ 一 露
口

‘, n ;

二扒
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2
.

在满足给定的边 界温度条件T 二犷(S :
)(在 S : 上 )及初始位移场 u ‘

卜 ‘
二 u ‘

(
戈 , , 戈 2 , 戈3 ,

八
_ ,
) 和温度场 丁

‘一 ;
~ T (二

: , 二: , 二 3 , t。一 : )的情况下
,

使热流势作用量 U 。
为最小的温度场必

满足

人。
一 :
夕

, ‘、

= 刀。T 卜 -

h。
一 ;
0

, ‘n ‘

= 八
一 ,

(T 。一 、一 T , )

3
.

由以上两组微分方程藕合解出的位移场和温度场在时间元

x : , x 3 ,

红)和T 。= T 恤
: , 二 : , 劣3 , t。)作为下一个时间元介

十 ,

的初始条件
.

时间元介
+ ;
中的各材料常数

.

: 。终端的值
u ‘ 。二 u ‘

(二
, ,

同时
,

根据T 。
确定下一个

然后
,

对介
* :
重复 1 和 2

.

直到全部时间元中的位移场和温度场解出
.
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