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摘 要

本文得到了圆板大挠度问题钱伟长解的 一般算式及其残数估计
,

然后将结果用于研究解 的 渐

近特性
.

讨论了均布力和集中力作用的两个算例
.

一
、

BlJ 吕

摄动解的渐近特性是指
:

随着摄动次数的增加和摄动参数大小的变化
,

解的近似程度的

变化规律
.

这个问题涉及到高次摄动解的计算及其误差估计
,

具有一定困难
.

因此
,

圆板大

挠度的钱伟长解(1 9 4 7 )
【‘’虽然被许多作者所应用

,

但它的渐近特性
,

迄今仍是不甚明 了 的
.

本文基于问题的积分方程
,

得到了钱伟长解的一般表达式
,

并借用加权残数法 (M o t ho d

of W
e馆ht ed Re

s记 u a ls )的概念
,

给出了解的残数估计
,

然后将结果用于研究解的渐近特性
.

对均布力和集中力作用
,

边界固定夹紧的两个算例
,

进行了计算和讨论
.

二
、

问 题 的 积 分 方 程

轴对称圆薄板大挠度问题的积分方程为
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九与边界条件有关

,

对于固定夹紧边界
, v , = co

,
九 = v .

浮
。

(p ) 是小挠度解
,

P是载荷参

数
.

在均布力q作用时

, 一

爵
一

〔, 2(卜一, 〕
3 ·’

J
。
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积分方程组 (2
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1) 可由 K 孟r m an 方程及其边界条件导得
.

本 文未加说 明 的符 号均同

文 [ 3 ]
.

中心挠度
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可以得到
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三
、

钱伟长解的一般表示

取无量纲中心挠度g0 为摄动参数
,

设

夕”云 几 g 。, , 一 ’,
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。
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将 (3
.

1) 代入 (2
.
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,
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,

可得
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4 ) 式给出了钱伟长解的一般表示
,

这些解具有迭代结构
,

便于数值计算
.

四
、

残 数 估 计

在实际计算中
,

我们只能做到有限次摄动
,

设摄动次数为N
.

此时
,

解( 3
.

0 取

夕= 乙叼
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.

当然
,
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1) 只能使方程 (2
.

0 近似满足
.

为 了估

计解 ( 4
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,
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,

残数 △R 。和 △R s
是方程 ( 2

.

1) 被近似满足程度的一种平均度量
.



导j台 陈 山 林

将 (4
.

1) 代入 (4
.

2)
,

并注意到 (3
.

2)一(3
.

4 )式
,

可 以计算得到
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卜
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.

3) 式表明
,

残数与摄动次数 N 和摄动参数 夕。有关
.

研究 △R 。和 △R ,
随 N 和 夕。的变化

,

对于解 (4
.

1) 的渐近特性
,

可以有所了解
.

特别是
,
△R ,

可以从 (2
.

6 )式得到
,

即

‘
n 「

.

1
O式寸= ! 口oP一 下

“
兄

,
+ 1

2 )
二(。)。d p l

一“
。

(4
.
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尹
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将(4
.

1) 式代入后
,

即为 (4
.

3 ) 第一式
.

因此
,

残数 △R 。 的物理意义是明确的
,

即为中心挠

度近似值与真值之差
.

因此
,

△R ,
对于应用上最重要的弹性特征来说

,

给出的误差估计不是

平均意义下的
,

而是准确的
.

定义相对残数为

己R s
(4

.

6 )
一P

,一d
R一口

j乙一
二

户
场厂5
.
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、

解 的 渐 近 特 性

我们研究边缘固定夹紧
,

分别承受均布力和中心集中力的两个具体例子
.

利用 (3
.

2)一

(3
.

4 )式用数值积分和迭代计算
,

并由(4
.

6)式计算相对残数
,

对于 , == 。
.

3 ,

摄动次 数 N ( 5

时
,

计算结果如表 1 和表 2 所示
.

表中只列出了摄动参数 (此地回到了有量纲的中心挠度)

的一个不大的变化区域
,

但已足以说明解的渐近特性了
.
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集 中 力 作 用 时 的 残 数
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表 l 和表 2 中残数变化的共同特点是
:

l) 当 切0/ h 增大时
,

残数值也随之增大
;

2) 存在一个 功。

/ h 的区域 (对表 1
,

约是 功 。

/ h》 2
.

2 ,

对表 2 ,

约是 。。

/ h) 2
.

3 )
.

在此

区域内
,

摄动次数 N 的增加不能改善解的近似程度
,

甚至使近似性更坏
.

此区域可看 做 是

解的发散区
,

或解的不适用区
.

3 ) 存在一个 。。

/h 的区域 (对表 l
,

约是 。 0

/ 人( 1
.

9 ,

对表 2
,

约 是 功 。

/h ( 1
.

5)
.

在

此区域内
,

N 的增加可以显著改善解的近似性
,

使残数减小直到工程误差允 许 范 围 ( 比如

< 0
.

05 ) 此区域可看做是解的收敛区 (平均值意义下的 ) 或解的适用区
.

4) 在二者之间
,

有一个过渡性地段
,

当 N 增加时
,

残数值有较明显的波动
,

或 者 减

小甚慢
.

对于其他边界条件情形
,

计算表明
,

残数变化特点与上述相似
.

因此
,

钱伟长解作为一

种正规摄动解
,

它存在着摄动参数的发散区域
,

收敛区域及二者之间的过渡性区域
.

文〔4 ]

得到均布力固定边情形
,

挠度曲线中心区下凹发生在 、 。

/h 》 2
.

44
,

与表 2 的发散区基 本一致
.

迄今作者们
〔“一 “’

习惯认为
,

钱伟长解仅适用于 。。

/h ( l 的情形
.

上述讨论表明
,

钱伟长 解 可

以在整个收敛区适用
.

(在算例情形
,

、。

/h 成 1
.

8 或 1
.

9)

我们可以仅考虑 d R 。来估计弹性特征的近似程度
,

而月正如前述
,

这个估计是准确的
.
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利用残数在过渡区的波动性
,

我们可以适当选择摄动次数 N
,

使 占尸
J
较小

,

以提高 解 的 适

用范围
.

例如
,

在均布力情形
,

如取 N = 1 或 5
,

弹性特征在 。 。

/h = 2
.

3 ~ 2
.

4 时仍有相 当

好的准确度
,

与文【4 」的结论一致
.

一般来说
,

为了得到有足够精度的应力的结果
,

高次渐近解的计算是必要的
.

本文实际

上提供了钱伟长解高次渐近及其误差估计的一种数值迭代算法
.

因此
,

本文工作或许可看做

是对钱伟长教授的正规摄动方法的某种补充
.
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