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摘 要

一类有理分式复 函 数 G (了。)=
1 + a l 少。 + a Z

(j。 )
2 + ⋯ + a 。

(j。)m

b。+ b , ; 。 + b z

(了。 )
2 + ⋯ + b 。(j。 )

n 常被用来描述系统 的 性

能
.

当其有关的幅值 (模) 和相角 (幅角) 的数据能获取 时
,

可以对 G (j。 )进行综合
.

诸未 知 系

数仇 及 bi (l’~ 0
,

1
,
一

,

m
,
⋯

,

心将通过解一类含幅
、

相等式的非线性代数方程组

IG (j。
‘

) I= 夕*

乙 G (j。‘)= 6 ‘

一 l
,
。

,

⋯
, ,

.

}
求取

.

然而
,

迄今为止
,

解这类方程组被认为是十分困难的
,

只能依赖计算机专用程序软件求数

值解
,

而且事先必须用复杂的方法确定一组充分接近精确解的初值 ‘9 ,
.

本文通过简单的数学处理
,

将这类非线性方程组完全线性化为同维的线性方程组
,

从而得以直接解
.

此法还可以推广到分母含

纯(了。 )因子和
e 一 了。 r 。

因子的系统
.

文章最后通过例子简介了这种方法在控制工程领域的应用
.

一
、

引 言

动态系统数学模型的建模方法
,

在控制理论和工程应用上 占有重要地位
.

在能源
、

生物

工程
、

化工等领域
,

对于一个系统
,

往往可以通过实验或其他手段获得一组系统的频率响应

数据 (频率 。
‘,

幅值 g
‘、

相角 氏
, i= 1 , 2 ,

⋯
, r )

,

即系统的幅相特性
.

如何从这些数据综合

出系统的数学模型

。 , 、

1 + a : s + a : 5 2
+ ⋯ + a o s协

妙 气勺 =
~
工

一
下万丁万了丁

.

二乏几一⋯下
-
百

-

云
~

二不
。0 门 ~ 口1 0 勺一 L, 2 0 , 厂 ”

’

节厂口月o
(1

.

1)

或 G (,’。) =
l+ a ,

(j。) + a Z

(j。)
“
+

b
。
+ b ;

(j。) + b
:

(j。)
“
+

+ a 。

(j。)
,

+ b
。

(j。)
” (2

.

2)

m 簇 n , m + n 十 1 = Zr

苦 杨绪灿推荐
.
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这是建模工作的核心问题之一 以往
,

对这个问题已经进行了大量富有成果的研究
,

提出了

众多的方法
.

但这些方法都大多无法摆脱繁锁的数学运算
,

这不仅仅增加了计算工作量
,

而

且
,

更重要的是
,

复杂的运算往往容易掩盖系统的物理本质
,

给进一步分析造成困难
.

是否

存在一种既有鲜明的物理概念
,

能灵活地在所需的点 (频段 ) 精确拟合
,

而又简明易行的建

模方法呢 ?
’

这正是本文所要探讨的问题
.

如果我们能从系统的幅相特性出发
,

按需要有选择地进行多点拟合
,

就能综合出一个较

为满意的数学模型
.

然而
,

这就必须解一类含复函数(1
.

2)的幅
、

相等式的方程组

}G (j。
‘

)卜夕
‘

(1
.

3a)

艺G (j。
‘

)= 0

“
= z , 2 ,

⋯
, r

(2
.

3 b)

这是一类电子
、

电工理论
,

控制理论中常用的非线性代数方程组
.

近年来所提出的一些

新的系统简化方法
‘吕 , 。, ’“’

中都多要用到它们
.

迄今为止
,

虽然对非线性代数方程组的可解性分析和有效解法的研究方面作了大量有意

义的工作 〔‘, 2 ’,

但从理论和解法的实用性上看
,

仍远不如线性方程组那么成熟和有效
.

以往
,

正如文献「9 」中所指出的
,

解这类方程组是十分困难的
,

只能依赖计算机专用程序软件
『5 ’
求

数值解
.

如各种 N e w to n
迭代法

、

最速下降法
〔’, 2 , 摇’

等
.

较常用的是 N ew to n
法

.

但这种方法

收敛域很小
,

必须事先选取一组充分接近精确解的初值
.

〔9 〕用了大量篇幅来讨论初值的选

取问题
.

可见
,

仅仅是选初值本身
,

就是十分复杂的计算
.

当方程组的维数升高时
,

其困难

程度将成倍地增加
.

因此
,

如果能将这类常用的非线性代数方程组直接求解
,

无论对建模的计算工作还是理

论分析
、

无疑是很有意义的
.

作者正是基于这一点
,

通过简单的数学处理
,

将相位条件(1
.

3 b)引入幅值条件(1
.

3a)
,

进而将这 2r 维非线性代数方程组(1
.

3 )变换为同维线性方程组
,

从而得以直接解
.

文章还推

广了其他一些派生形式
.

最后简介了这种建模方法在控制工程领域的应用
.

二
、

基 本 公 式 推 导

在电子
、

自动控制工程领域
,

动态系统的特性
,

常常用传递函数描述
.

所谓传递函数
,

就是初始条件为零时
,

系统输出量 (响应函数) 的拉普拉斯变换
,

与输入量 (驱动函数 ) 的

拉普拉斯变换之比
.

一般可表为一个含复变数
‘ 的有理分式复函数

G (s) 一子士粤吐乌燕大生大华竺
u 。
个 U 户十 0 2‘一

寸⋯十 氏s’’

_ P (
s
)

一 Q(砂 (2
.

2 )

用纯虚数 j。 来代替式 (2
.

1) 中的 ‘时
,

就是系统的频率特性
.

工程上
, 。 代表角频率

,

系实 数
,

而 j= 斌二 1
.

这时有

月“
_ 、、 _ z + a ,

(j。) + a Z

(j。)
2
+ ⋯ + a 。

(j。 )
“

“ 、J 山夕一 石i干石汉而))干石)石舀j厄干不
~

干瓦石可石
_ 尸(j。)

Q(j。)

m (
n

(2
.

2)

其中
a l , a : ,

⋯
, a 。 ,

b
o ,

b
, ,

⋯
,

b
。

均系实数
,

且 m + n + l = 2 :
.

当 G (习或 (j 。)的诸系数未知
,

而要通过系统在
r
个频率点加

.

)的频率响应数据 (幅值
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g
‘

和相 角 口) 来建立系统的数学模型 (2
.

1) 时
,

这 。十。+ 1二 2r

方程组(1
.

3 )求取
.

即

I召(抽
‘

) != g
‘

g
‘

笋 0

匕G (j。净= 0
,

‘= 1 , 2 ,
·

“二
, : .

式(2
.

3 )可表为

个未知系数可 由非线性代数

(2
.

3 )

(2
.

4 )

,
二

, : _ _ 、 .
_ !P (j。

‘

)} _ Im 〔P (j。
,

) ] /
5 in 匕P (j。

‘

) _ _

一 、‘。i’I 一
一

丁该痴万「一 丁而阅口动万舀五之口而歹一
“

‘

f = 1 , 2 ,

⋯⋯
, r

式中Im 〔P (j。
‘

)〕
,

艺P (j。
‘

)
,

Im CQ(j。
‘

)〕
,

匕Q(j。
‘

) 等分别是 G (j。)分子
、

项式在频率。
、

处的虚部和幅角
.

为简明起见
,

这类符号以下表为 Im 〔尸
‘

〕
、

乙尸
‘

等
.

注意到匕G
‘

= 匕尸
‘

一匕Q
‘

= 0,
,

即

之Q
‘
= 匕尸

。

一庆

以及
e t g匕P 二 R e〔P

,

] / Im [ P
‘

1

将(2
.

6)
、

(2
.

7 )代入 (2
.

5 )
:

(2
.

5)

分母复多

(2
.

6)

(2
.

7 )

,“‘, 。
‘

, ,一粤奈忐盎多丝
Im [P

‘

〕
Im [ Q

‘

」
(
e o ss

‘

一 et g艺P
‘s in o

‘

)

Im 〔P
‘

]

Im 〔Q
.

]
(

e o s o
‘

一
R e「P

‘

1
砚二币百j 落 s i n 夕‘

少= g
,

1 1i i L z 一 ‘J

整理得
e o s o

‘

Im 〔P
‘

〕一 sin 6
‘

(R
e〔P

‘

」一 1)一 g
,

Im 【Q
,

卜
s in 口

.

i二 l , 2 ,

⋯⋯
, r

同理
,

式(2
.

3)又可表为

(2
.

8 )

Im 〔P
‘

」/ 5 in厂P
.

R e 〔Q
‘

] /
c o s
匕Q

: (2
.

9 )
尸一Q

一一G

和式(2
.

6)
,

(2
.

7)联立并整理得
s in s

‘

Im 〔P
‘

] + e o s o
‘

(R
e〔P

‘

〕一 l)一 夕
‘

R 。 〔8
‘

J= 一 e o s o

i二 l , 2
,

⋯⋯
, r

(2
.

10 )

一
这里

,

lm 仁P
‘

〕
,

R e〔P
‘

]
,

Im [Q
‘

]
,

R e [B
‘

]均为未知系数
a , , a Z ,

的线性组台
‘

不妨设m 为奇数
, n
为偶数 (

‘ . ’

m + n + l= Zr)
,

则

⋯⋯
, a 二 ,

b
。 ,

b
; ,

、.,........蔽.1Izn [p
「

卜 乙 (一 1)
一

万 。 ; 。
户

品
R e

叭卜 乙 卜 l)
“ 。 : a

,
+ 1

J一 2

j协 2h 十 1
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砚~ 1

Im [Q
‘

] = 乙 (一 l)一

广孤

R 峨习
;

3= 兄 (一 z )
了, O
j铃Z k + 1

f= 1 , 2 , 二 ‘ ’

二 , r
.

(入 i一)

至此
,

式 (2
.

5)
,

(2
.

1 0) 实际上已经成功地将2r 维非线性方程组 (2
.

3)
,

(2
.

4 ) 完全线性

化
.

将式(2
,

1 1)代入 (2
.

8)
,

(2
.

10 )并展开
,

得
e o so

、

(。
‘a ;
一。 : a

3
+ ⋯⋯ )一

sin o
‘

(一。 : a Z + 。留a ‘+ ⋯ ⋯)

一夕
‘

(。
‘

b
L
一。 : b

3
+ ⋯ ⋯)=

s in o
、

sin s
‘

伽
‘a :
一。牙a

3
+ ⋯⋯ )+

e o ss
;

(一。 {a
Z
+ 。登a

‘
+ ⋯⋯ ) (2

.

2 2)
一夕

‘

(b
。
一。圣b

Z
+ 。寸b

‘
+ ⋯ )= 一

e o s口
‘

坛, 1 , 2 ,

⋯
,

二 , r

表为矩阵形式

山 , e o s o
l

田 Ze o s o
:

口圣5 in s
,

口 ; 5 in 0 2

一。全e o so
,

一。君e o so
:

一。全sin o
:

一。 ; 5 in o
:

。
r

e o s口
r

。季5 in o
,

。 , 5 in 口
,

。 Z s in夕
2

一 田

一口

: e o s口
工

圣e o s0
2

一。了e o so
,

一。 {5 in s
:

一。 ; 5 in 0
2

一 。攀sin o
,

一。 fe o so
,

。盆e o s 0
2

口
r

s in o 一口
e o s口

,

一。二5 in o 。李e o so
,

5 in 0
1

5 in 夕
:

s in s
,

一 e o s s
,

一 e o s0
2

一 e o s口
r

(2
.

23 )

Z旦..,.........

I
J

一一

其分块形式为

(2
.

14 )
,

...JakUres.L1 ..J

,几.二2

砂BB.AA

尸.
.
L

系数矩阵 〕
和常数矩阵

印 均可 由已知条件仙
,

g
‘,

0
‘

直接列出
,

其原素排

列十分整齐而有规律
.

式(2
.

1 2)或 (2
.

13 )的表达形式已经很易于编程序计算
.



一类含幅
、

相等式的非线性方程组的线性化及其应用

最后作几点说明
:

r
.

由式(2
.

23 )易看出
,

一解
:

除。
‘

= O外
,
一般情况下系统矩阵是非奇异的

,

即 (2
.

1 3 ) 有唯

, ..J‘且2CCresee�
,二

一飞..J「
a

l 二 「
L b J L

A
I
B

-

A
:

B
Z

2
.

在上述推导过程中
.

当I m 〔尸
‘

」二O时
,

ct g匕尸
‘

= co
.

但这时
,

则 }尸
‘

.为0
.

(这种情况可作特殊处理
,

在此不作一般性讨论
.

) 因此
,

( 2
.

1 5)

R e [ P
‘

] 必不为 0 ,

否

这时可用

G (‘。
‘

,
卜

R e [ P
‘

〕/
e o s / P

‘

I m [Q
‘

〕/
s in 匕Q

‘

‘ (j。
‘

)
R e 〔P

‘

〕/
e o s
匕P

‘

R e [Q
‘

] /
e o s
匕Q

.

乙q = 艺尸
‘
一民

t g匕P
,

= Im 〔P
‘

〕/ R e [P
‘

]

进行推导
.

其结果与 (2
.

1 2 )
,

( 2
.

1 3) 完全相同
.

( 2
.

1 6)

3
.

对于非最小相位系统
,

}G (]’。) !与匕G (j 。) 之间存在着一一对应的关系
.

‘(;’。) 在

任意频率助下的相角可以由下式决定
〔’“’:

艺‘(jo
‘

卜粤!厂
~

粤之{
些乏、

其中 a (。) = 一 I n }G ( j。) !

式 ( 2
.

17 ) 积分收敛的条件为帕利
一

维纳 ( Pal e y 一

W ie ne O 条件成立
,

即

( 2
.

2 7)

( 2
.

1 8 )

f “ 1I
n
!G (j。 )日

J
_ _

/ _
龟

- 一

一一厂兀一下 咬
-
一~ “毋戈、~

j 一 . 1 宁田
-

因此
,

在最小相位条件下
,

如果我们只知道 !G (j 。)j (或匕G (j 。) )
,

( 2
.

17 ) 导出乙G (j 。) (或 }G (,’。) ! )
,

进而通过式 ( 2
.

13 ) 综合出G (,’司来
.

( 2
.

2 9)

就 可 以 通 过 式

三
、

其 他 派 生 形 式

如果系统传递函数分母中含有纯
:
因子

,

如

G 令) =
+ a , s + a : 5 2 + ⋯⋯ + a o s.

s ,
( b

。+ b , s + b
: ; 2

+ ⋯⋯ + b
o s”

)

_ 尸 (s )
一刃(云)

(3
.

1)

即控制理论中的l型系统
.

这时式( 2
.

1 2) 和 ( 2
.

13 )的形式并不改变
,

仅由于 Im 〔O
‘

〕
,

R e 〔Q
,

〕

变化而变动系数子矩阵B
; ,

B
:
元素的排列及其。

‘

的幂次而已
.

2
.

在化工
、

能源和生物工程领域
,

常常遇到有较大滞后的系统
,

其传递函数里
,

含有

纯延迟因子 e 一‘下。 :

G ‘

(s) 一

架去去宁瓮去若书纂
生 。一 : 下。

这时
,

= G (
;
)

·

e 一 “下“

le 一 j““
。

!== 1

乙
e 一j。

‘’ 。 = 一 o, ‘: 。

( 3
.

2 )
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. ’ .

】G
,

(j。
‘

) != }石
‘

(j。
‘

) !
·

{
e 一
了。

‘r o

】= }G (j。
‘

) 1一 g

匕G
‘

(j。
‘

) = 匕G (j。
;

) + 匕
e 一 ’。“ o = 0

‘

一。
‘二。= 0 ;

0
、

= 仓 + 。
‘

介

也就是说
,

G
/

(]’。 )与 ‘(]’。)有相同的幅值
,

G
/

(j’。为 非线性方程组

IG
,

(jo,
‘

) != 夕
‘

匕G ,
(j。

‘

) = 0犷 ‘= l

的完全线性化解就是式 (2
.

1 2)和 (3
.

4)
/ ,

即

e o s夕
‘

(。 a ,
一。尹a

。
+ ⋯ )一 s in o

‘

而相角增 加 一。
、二。

.

因此
,

(3
.

:l)

(3
.

4)

(3
.

4 )
产

对于式 (3
.

2)的

, 2 ,

⋯
, r

}

(一 。于
a :

+ 。少a
4
+

一口
‘

(。
‘

b
:
一。尹b

: 一

卜⋯

5 in o
‘

(。
‘a ;
一。于a

。
+ ⋯ ) + e o ss

‘

(一。于
a :

+ 。于a
‘
+ ⋯)

(3
.

5 )

一 g
‘

( b
。
一。子b

:
+ 。食b

‘
+ ⋯) = 一 e o ss

‘

0
‘

= 0t’ + 口
、

几

2
,

⋯
, r

其中
二。可由系统特性得到

四
、

应 用 举 例

这一类含幅
、

相等式的非线性方程组的直接解
,

完全摆脱了烦杂的非线性数值计算
,

不

仅使一些原有的过于复杂而难以工程化的系统建模方法得到新的生命力
,

而且
,

由于对线性

方程组的分析方法远比非线性方程组简单和完善
,

就使我们得以从理论上对系统各参数间的

相互关系及其对系统性能的影响进行更深入的分析
,

可能会导至一些新方法的出现
.

例如在

控制系统工程方面
,

如果所研究的对象是实际系统或其物理模型
,

从实验测出数据后建模
,

这属于测辨问题
; 如果给定的是系统的高阶模型

,

要用低阶模型去逼近它
,

则属 于 简 化 问

题
;

如果给出了设计的频域指标 (或可化为频域指标的时域指标)
,

需要建立所谓
“

目标模

型
” ,

则属于设计问题
.

本方法在上述各领域都有应用
,

我们将专文另述
.

在此
,

仅以一个

简单的系统简化例子作说明
.

例
:

已知系统

G (s )‘
- 2 8 5 3

+ 4 9 6 5 2
+ 18 0 0 5 + 2 4 0 0

2‘4
+ 3 6 ‘3

+ 2 0 4 5 2
+ 3 6 05 + 2 4 0 (4

.

1)

求其二阶简化模型
.

这是系统简化领域里一个有 名的算例
.

H u tt o n (29 7 5)
,

Sha m a sh (29 7肠)
,
A p p ia h(1 9 7 7 )

,

及文献仁8 」(1 9 8 0) 等在论文中都用到它
.

设其二阶简化模型为

R (1 , : )

(
: ) =

k (z +
a 1 5

)
1

一

卜b
15 + b

os么 (4
.

2 )
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取 尸 ( , , 2 , 与原模型有相同的稳态增益和等效时滞
‘

川
,

即

k = 厅= 1 0

D 二 b
l
一 a l

= 0
.

7 5
(4

.

3)

使 R ‘, , : )

(s) 与原系统 G (s) 在某频率点拟合
,

则得R 。: , : )

的非线性拟合方程组

}R
(, , 2 )

}二夕

匕R (, , : ) = 0 (4
.

4)

由公式(2
.

13 )
,

将 (4
.

4) 线性化
,

且令

了二早
,

得
邢

sin 夕

一 e o s s
_

户‘
胜

IL

一一

、.........舒」11一012
Q�
‘

台
.

口
,O

口....,.........

, ...一0

。 2 9 ,

0�了
一一

。 e o s夕

口 5 i n 口

一口g ,

O

这里 b
。
= 1

{
。 c

{
s

{{
“‘

丁
。

贫
‘

扮
一 s , n 夕

, 。

)
气口 s l n 口少0 1

十口
“

g
‘

0 2
= 一 g

‘

一 CO S以

( 4
.

5 )

与( 4
.

3 ) 联立
,

就得出一组形如式( 4
.

2 ) 的低阶模型参数的递推解析公式
:

k = K

口1
二
寿s i n o + D o g

口k e o s口一。g

b ; 二 a , + D

。
,
二

牛
一

华
( e o s。+ 。s ; n 。

.

。 ,

)

臼
一

田
一
g

( 4
.

6 )

显然
,

这是一组极其简单
、

方便易行的建模公式
.

如果为了适于闭环设计
,

使 R ( ; , 2 ) 与原系统具有相同的相对稳定性
,

在增益 交 界 频 率

。
。

= 14
.

8 7 r a d /
s
处与原系统拟合

.

即 夕
‘

二 一
,

8
‘

= 一 8 3
.

7 3 5
。 ,

由 (4
.

6 ) 得

R 是
: , 2 ,

(
“
) =

10 ( z + 0
.

8 9 3 25 )
1 + 1

.

6 4 3 2忿+ 0
.

5 9 6 7 5 2 (4
r

7 )

若在带宽 。。= 1
.

25 ra’d /s 处拟合
, g 。= 7

.

0 6 1 2 3
,

0。= 一 4 7
.

5 1 85 7
。 ,

由 ( 4
.

6 )得

R飞
: , : ,

(
s
) =

20 ( z + 2
.

9 6 3 05 )
l + 2

.

7 1 3 0 5 + 1
.

6 6 8 05 2 ( 4
.

8 )

H u tt o n
等应用 P a de

产

逼近法或连分式法化简本例
,

得到相同的结果

R 认
, : ,

(S )
3 0 5 + 4 0

二二二 -

—

——一3 5 2
+ 65 + 4 ( 4

.

9 )

现将原系统和各种方法简化的结果 R 飞
: , : ,

(习及 R 认
, : ,

(s) 的 N y q u ““t 曲线表于图

作者衷心感谢导师周其鉴教授的关怀和鼓励
.

整个研究工作始终在周先生指导下进行
,

最后
,

他又仔细审阅并多次批改了全文
.
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45
一

1 2 3

~ 3

一 5

. 6

原系统

图 1 原系统及各种简化模型的比较

李祖枢老师也给予了支持
,

提出了很好的意见
.

陈今润
、

张大枢复核了全部 推 导 和 公

式
.

在此
,

作者向他们一并表示感谢
.

最后
,

作者对重庆大学副校长杨绪灿教授在百忙中抽时间仔细审阅并推荐本文表示由衷

的感谢
.
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