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摘 要

把应力函数引入平面问题的M is e s屈状条件后那个二阶非线性偏微分方程分解为两个二阶线性

偏微分方程
,

用柯西积分公式求出这两个方程右端的已知函数
,

然后解这个方程
,

由此定出 弹 塑

性区域的分界线和求出塑性区内的各应力分量
,

给出一个例题说明本文方法的应用
.

一
、

一 般 原 理

平面应变理想塑性体的 M ises 屈伏条件是
‘” :

直角坐标
: (1
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极坐标
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在此 几
、

a , 、
。

r 、
a 。

为相应坐标方向的正应力
.

几
, 、

认。为相应坐标系的剪应力
.

寿是单剪时

的屈服强度
.

令 功(x
,

功或势(r
,

0) 为应力函数
,

其定义为
:
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产

以下以直角坐标系的公式进行推演
,

/ 口忿劝 口之沪

\a , 忍 日戈“

引入新变数 占及 刀
,

其定义是
:

占“刚2k ‘

则 (1
.

3) 式成为
:

必要时再引入极坐标系公式
.

代 (1
.

2) 入 (1
.

1) 得
:
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.
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口2

必一馨丫
十 4

(默)
’
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5 )

把 (1
.

5) 式分解为下面两个线性方程
:

口2

沪
口冲2
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Z
势

口刀2

念
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(念
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偿
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念
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在 (1
.

5)
尸

式中右端 a 嗜
,

的 为某一不取零值的复变函数
.

后面我们要证明
: 如果物体上作用的

外力是定常围压
,

则 a (占
, 刀) 是满足柯西

一

黎曼条件的解析函数
.

由于 (1
.

5)
’

式左端上下两式是互为共扼的复变函数
,

故其右端亦必如此
.

l
a (占

, 刀)
== J (雪

, 刀) (1
.

6 )

即反 (氛帕是 a “
,

帕 的共扼复变函数
,

因此必有一 实函数 必“
,

帕存在
,

使得
:

a (省
, 刀)二

e 一 ‘诱“
, ” ,

= e o s功(省
, 刀) 一 1 5 1。功(盆

, 叮)

则 (1
.

5 )
产

化为实函数形式的方程组
:

(1
.

7 )

a Z
沪 口忍p

而
牙一万畜‘一

c os , 姑
,

1lj
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.

8)
z一2

一一

a Z

势
a占a叮

s in
功(雪

, 冲)

(l
.

5) 式是两个最简单的线性双曲线型偏微分方程
,

它完全等价于非线 性 的 屈 伏 条 件

(1
.

3)式
.

一旦 si n
功及co s

功已知
,

则 (1
.

5) 式易于求解
.

令
: = 占+ ‘冲为复变数

,

以 才 表
二 在边界之值

.

如果 a “
,

帕二 a (习 是 解 析 函数
,

则可

以应用柯西积分公式
:

:

黑
~
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‘
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十

即内域) (1
.
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)
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以上两式中 L 表示边界线围道
.
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,

一仃, 一 乙, 七刀 ‘ ( 1
.

1 0)
户

如果已知边界线上作用的外力 几
、

几
、

几
,

或 a.
、

a0
、

毛。之值
,

则
a
(才 ) 已知

,

由( 1
.

分

或 ( 1
.

9 )
产

可求得域中之 a ( z)
,

从而 ( 1
.

8 )式右端函数为已知
.

假走 “
(习为解析函数

,

则其实部与虚部必须满足柯西
一

黎曼条件
,

即要求
:
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化简为
:
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( 1
.

1 3)

( 1
,
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等价于
:

V
Z
势= M (常数 ) ( 1

.

1 5 )

但是
:

1 / _ . _ 、

1
1 . _ 、

1
~ 一
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,

十。刃一丽
一、氏十 仃刀 = 一

厄而
.
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·

1刃

.
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.

一
。

广�、一冲�d一a
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梦一忆么一
‘
自日一口

一一
话丫

目山

V

易知 几 + 几
, 。 + 丙

,

肠ax + 肠
i 。 都 是平面问题中的第一应力不变量

,

只要物体边界上

作用的外力为定常围压
,

则 ( 1
.

1 5 )或 ( 1
.

1 5 )
‘

的条件即满 足
.

此时不但 a (习 是解析函数
,

而

且弹性区域与塑性区域的应力函数协调条件也满足了
,

因为在弹性区域内应力函数 势是重调

和函数
, “’,

即
:

V
Z
V

Z

矽== 0 ( 2
.

26 )

因此凡是满足塑性区域内应力函数条件 ( 1
.

1习的
,

必然满足 ( 1
.

16 ) 式
.

文献〔月虽然在其2 05

页说到
: “

容易证明 势
,

也是一个重调和函数
.
”

但 是 那 里并没有真正给出塑性区域内的应

力函数 劝是重调和函数的证明
,

而本文则证明了这个命题
,

并由此可决定弹塑性 区 域 的 分

界线
。

二
、

一 个 算 例

此例题取自文献〔1 〕第 7 章 荟30
,

我们的 目的是以此说明本文的方法
,

又可以和已知的

成果进行比较
.

工

y

牡一一二一At份

|二

图 1 所示为一正方形柱体的某一截面
,

其

中有一半径为 p 的圆孔
.

此 柱 体 相对的两侧

面上承受随时间 t 增长的均匀分布拉力作用
,

其拉力比值为常数比 A : B
,

初始状态为 t二 0
.

圆孔表面不受外力作用
.

此柱体是平面应变状

态
.

在圆孔周围的应力分量是
:

口
r

!
r 一 。
二 0

, : r ,
l

r 一 。
= 0

,

oe l
, 一 。

二 Zk ( 规 定 拉应

力为正 ) 自某一时刻以后
,

塑性区域即 自圆孔

周围向外发展
.

文献【1 」2 04 页已提到
: “

我

们讨论在某一固定瞬时的应力分布时认为圆孔

卜一一
~

一“一

一
{
-

—
“

, ‘

} }
- 一一!

}
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周围被一塑性圆环围绕
. ”

这 里 已明确指出塑性区是以圆孔的同心圆形式向外扩展
,

故
‘ 位

于圆孔的外域中
.

应用柯西积分公式(1
.

9)
‘
并考虑圆孔边的应力分量之值得到

:

1 f l 〔 2存
, _ 1

1
_

花漆
一
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~

丽i }
:

、

王厄万
“君

‘

了~ 一
‘个“ 、~ 少 (2 一 )

在无穷远处应力分量为零
,

故必须 a (co )= 0
.

c o s
功(君

, 冲) = 一 1
, s in 功(占

, 叮) = 0

现在把 (1
.

8 )式写成极坐标形式
:
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(2
.

2)

、.
...、

l
�

几人O乙

一一

才

势一阻)2一门仃(�d一一d一一

l a劝 1 aZ

劝
r Z 口s r 口r口0

由 ( 2
.

2) 第二式得到
:

叻(
r ,

0) = F ,

( r
) + r F :

(0 )

在 ( 2
.

3 )式中 F :
(r ) 和 F Z

( 0) 都是其相应自变量的待定函数
.

( 2
.

3 )

代 ( 2
.

3 ) 入 ( 2
.

2) 第一式而得
:

d , F ;

(
r
) _ 1 「d F ,

(
r
)

.

。 , 。、 1
_

1
一一, 了丁丁—一 二 l

一
j 二一一 门~ 名 2 、U , !一二

“ 了 T L “ 了 J 了

d
Z
F

Z

d e黔
一 2。

分离变量后
,

得到与上式相当的两个常微分方程式
:

l
、
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,

又一
r

少F Z

d 0
缈

+ F
Z

(0 ) 一“

( 2
.

4 )
d 么F (

r
)

d r Z 上立 :井左十Zk =
a r

d F ,

(
r
)

在 ( 2
.

4 ) 式中 之为待定常数
.

由 (2
.

4) 第一式得出其解为
:

F
Z

(0 ) = C
l e o s o+ C

: s i n o + 几 (因 F :

( 0)为周期函数
,

必有 凡= 0 )

( 2
.

5 )式中的 C ,

及 C
:

为待定积分常数
.

改写 (2
.

4) 式第二式为
:

( 2
.

5 )

d F l d F
I

( r ) 1 _ , ‘

。 , 、 , , z ,

1 \
.

C
, , .

,
r
石丁 L下 一 百于一」=

乙R, 一 r ,

因 一 “尸气1nr 一飞习卞万 寸
“

十灿
‘

体
”,

代( 2
.

5 )及 (2
.

6 )入 ( 2
.

3) 而得
:
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/
,

1 \
.

C
, , .

。
, ,

。 。 .

0
.

。 、

甲气r , 口少 = “r 一

1 i n r 一
.

而 一 ) 十下而 了
一

十七
一
十 r 气七 一c o s a 十七么s ln 口少

、 ‘ / ‘

( 2
.

7 )

把 ( 2
.

7) 式代入圆孔周围的已知应力条件有
:

r , ,
{

, 一 ,
= 0 : 0 = 0

a
,

.
,
. ,
一。:

l夸生 + 二
2

(。卜丝兰杂黔〕
, . ,

一 。
,

C
3

一
2“‘·。

口。!
, . 。= Zk

: d ZF ,

(
r
)

d r Z = 2寿
,

C
3
= 一 Zkln p

我们知道
: r F

:

(0 ) = C
lr e o ss + C

: r s i n o = C
飞x + C

Z , ,

故 r F
:

( 0) 构成直角坐标中的线性应力

函数
.

由( 1
.

2) 式可知 ; 尸
2

(0) 构成的应力函数在物体上每一点产生的 。
二 ,

几
,

‘
,

均为零
.

根

据坐标变换的应力分量表达式可知
,

在极坐标系中
r F :

(刃产生的应力分量 a , ,

ae
, r. 。

也 均



定常围压作用时平面应变理想塑性体M ise s屈伏条件的精确解

为零
.

故可略去这一部份应力函数而置 C
,
~ C

:
= 0

.
。 二二、

, , .

, _ 、 . _ _ f , , 、

~ 口沪
耳不)目 多已刁、 W 、r 夕 l

, . p
一 J 、‘少刁们 - 石二

U 了

。
, , 、 .

k
七 4

= J Lt , 十万P
‘

‘

一

r一户
n

、(
; )一 , (, ) + “

(
; 2 r 艺 .

p Z

\
艺

一

个丁2 (2
.

8 )

需要指出
,

(2
.

8 )式中的f (O 是以时间参数 t 为自变量的函数
,

在文献 〔l ] 及本文中只

涉及坐标变数 二 , 夕或
r ,

e
,

故f(t ) 当做积分常数对待
.

本文 (2
.

5) 式与文献【1 〕的(30
.

5) 式完全一样
,

但本文是系统地解出(1
.

3 )式的极坐标形

式这个非线性偏微分方程
,

而文献【1 〕只简单提到
: “

应力 分 量 认
,

丙
,

。 , 与 0 无 关
,

因

为边界条件与 0 无关
.

故得出应力函数为 (30
.

8) 式
.
”

下面求此问题的弹塑性区域的分界线
.

图 l所示的有孔正方形体
,

在弹性区域内的应力

分量为
〔2 , ‘”, :

、......飞丫.......少

川产

可创 -

口尹=

q 一
+ q :

2
1一卞

2

q ,
+ q Z

2
l +

)
十夕丝

音鱼
C os Z“

(卜
4

厂
一十 3

一

厂、

卜鱼产
·。5 2“

(
1 + 3 一

异
一

) (2
.

9 )

司夕一
鱼二%

n Zo f
l + 2

草
一 3

军
一

、
乙 \ r 一 r 一

/

在 (2
.

的式中 q ,

及 q :

分别表示 二 及 , 方向作用的均匀分布拉力
.

我们考虑某一固定时刻 才= C

时的情况
,

这时 q ,
= A 。 ,

q Z
= B 。

.

当 t= c 时由(2
.

8) 式求得塑性区域内的应力分量为
:

a ,‘ 一 2“‘n

合
, a“

·’
一 2“

(
‘n

合
+ 1

)
,

二
留 = O (2

.

1 0)

各应力分量在弹塑性区域分界线上之值应连续
,

即 (2
.

9) 与 (2
.

1 0) 式相同应力分量之值

在分界线上应相等
.

此外分界线还是塑性区域
,

就应该满足本文的 (1
.

工5) 式
,

故由(2
.

1 0) 式

得出分界线方程为
:

(。
r

+ ae)
厂
= 2 1n刃

尸

+ 1 = M
r = P e l , 2 (M 一 1 )

(2
.

1 1 )
1一劝

在 (2
.

1 1)式中
,

M > 1 为某个待定常数
.

把在弹塑性区域分界线厂上手= e 一 ’‘2 ‘M 一 ‘、 代入 (2
.

9 )

第三式
,

当 口,
笋 q :

时有
5 10 2口= 0

,

为一 l 而不合题意
,

故有
:

故 ”一

等
(
”一 。

, ‘, 2 , 3
,

⋯ ,
,

但 “一
晋

3
万

一

汀 ,

⋯ 目丁 c o s 艺口

‘

0 = n 二 (
n = 0

, 1 , 2 ,

⋯ )

co 5 2n 二 = l ,

以此代入 (2
.

的式
,

则在分界线 厂 上有
:

(2
.

1 2 )

(A + B )c

2

_ r l _ , 、。

(B 一A )
c 。

. J _ ‘

卜 , 、 . 。 _ , ‘卜。、 ,

_
: , , ,

L l 一 匕
’

一
’

」一
-

一 艺
- -

-

一
L 互一移

’

一 丫 “‘
’

一 」一叭
J曰 一 月 (2

.

1 3)
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(A +

2

B )
c

〔1 + e ‘’一M , ]一
(B 一月)

e

〔1 + 3 e ““ 一 M , ]二 k(M + 1 ) (2
.

14)

由(2
.

13 )及 (2
.

1 4 )两式求出常数 M及
。 ,

则(2
.

1 1) 式定出弹塑性区域分 界 线 厂 来
,

而

厂是在圆孔以外的一个同心圆
,

就符合文献仁1 〕2 04 页 所说过的情况
.

但是文献〔1 」第七章

31 节提到用保角变换的方法处理了本文图 1 的例题
,

在那里忽略了圆孔的作用而把正方板当

作无限大板
,

那里得到的弹塑性区域的分界线是一个椭圆
:

、ha
十砚长平

二

。 _ 。

仁
,

望碧
竺 一

扫
, : - c

(B 一A )
2益

(2
.

1 5)

但是
:

a = 1 +
「玉丝里三
L 4舟

1 1
.

l r (A + B ) e 1 1
2 , .

l r (过 + B ) e 1 1二
厅 I

‘ 1~
~

下丁一 l
~

一
一

不 〔
—

- -

一 下
~

! 十
. ‘ .

州气万 I
~

—
一万了 一一

~

一下
.

1 十⋯‘ J 乙 ! L 任污 ‘ J 升 1 L 4 付 ‘ J

a > 下

故(2
.

1 5 )式代表的椭圆与圆接近
,

特别当 B = A 时是圆
.

(2
.

15 )式是忽略了圆孔的存在
,

只

考虑 B 子月 即 二 与 夕方向作用的拉力不等而产生的作用才会出现椭圆分界线
.

如果考虑圆孔

存在
,

围绕圆孔周围塑性区域的应力分布是极坐标中轴对称形式
,

则弹塑性区域分界线就应

当是圆
,

如本文的结果那样
.

三
、

结 束 语

塑性力学本身是非线性的
,

本文就围压是定常的情况把问题线性化而易于求解应力及弹

塑性区域分界线
,

算是一个新探索
,

进一步非定常围压情况
,

可以定常围压为初始解进行摄

动法逼近
,

以后再谈
.

作者感谢钱伟长教授的鼓励和支持
.
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