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摘 要

根据马丢 (M a thieu ) 方程解的稳定性和迁移矩阵方法
,

近似地分析了粒 子穿越。 :

二
一

王共振
‘

线的动力学行为
,

并导出了动力学允许的最大场梯度振幅
.

磁体张角为 “2
’

的四度对称径向扇回旋力口速器
,

当粒子能量大于。
·

2 , 时
,

将穿过
。

一晋
这 条 (参数 ) 共振线

,

导致轴向自由振荡振幅迅速增长
,

以致使粒子打在真空室的壁上而损失

掉
,

这是应当尽量避免的
.

本文从实际出发
,

试图根据马丢方程解的稳定性和迁移矩阵方法
,

对粒子穿越这条共振线的行为作一近似分析
,

并导出动力学允许的最大场梯度振幅
.

一
、

运动方程及其解的稳定性

在线性近似下
,

无量纲的粒子轴向运动方程为
:

乞
:
+ 夕侧)

z ,
= : f (

二 , ,

功) (1
.

1 )

其中
,

字母上方的圆点
“

·
”

表示对变数 功的微商
, g (句 是 功的 周 期 函 数

, e 是小参数
,

。f (:
, ,

功)是场梯度扰动产生的线性恢复力
,

一般说来
,

它也是功的周期函数
,

不过同 g (句相

比
,

只满足较弱的周期条件
, 2 ;

是粒子的轴向偏离 (以平衡轨道半径r0 为单位)
.

根据弗洛格 (Fl
o
qu et )定理

,

无扰动方程(1
.

1) 有如下形式的解
之 t

(诱) =
a
(功)

e x p 〔落v
.

口(功)〕 (1
.

2)

其中
a 和0满足方程

a Z
口= z ,

a + g (功)
a 二 v 圣a

一s

(r
.

3 )
作变换

: 1

份) = a
师)

: 2

(夕) (2
.

4 )

将上式代入方程 (1
.

1 )
,

并注意到式(1
.

3 )
,

可得

乞
2
+ v 里z

:
二 a 3 o

f(
z : ,

0) (2
.

5 )

餐 钱伟长推荐
.
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精确到一阶小量
, a和0又可表示为

a == z + 省(诱)
,

口= 功[ l + 亡(功)〕

注意
,

式 (1
.

5 )中字母上方的圆点
“ · ”

表示对新变数 0 的微商
.

(1
.

6)

(1
.

7)
之一
.

0

�r一一Z

并考虑如下形式的场梯度扰动
e
f (

2 2 ,

0 ) = 一占二
Z e o sPO

则方程 ( 1
.

1) 可足够精确地表示为

乞+ ( v 毖+ 乙e o sPO) 才== 0

其中

( 1
.

8 )

( 1
.

9 )

r 。

口b
,

O 二二

袱
一 勺一二二一

.

=
Zj d Z B

匕一
饥 ( 1

.

20 )

b ,

是P次谐波梯度振幅
.

方程 ( 1
.

9) 是熟知的马丢方程
,

它的性质早就被人们详尽地研究过了
.

解的稳定性与参

v 三 _
占 二

‘ . ,
_

, _ 、 , ,

v 子 占 _ _
, , .

_ _ 一 _
.

~ ~ _ _ 一 ~ ~
, _

_
.

~
数共争和一长

一的分布有关
,

在
、

是呈
一

~
~

长
一平面上

,

出现了一系列稳定和不稳定区
,

如图 1 所
~

“

P
乙 ’‘

’

P
‘ 一

“
‘

’
‘一 ’ ‘ ’ 一

‘

一 P
‘

P
‘ ’

一一
’

一
‘ - - 一 ‘ ’

“
‘

一
‘

一 ”

”
’

一
’

一一“
一
’

一
一

『
’

示
,

图中阴影部分表示稳定区域
.

一般说来
,

这种稳定和不稳定区域可以有无限多个
.

从图 1

可 以 看 出
,

当 }引。。时
,

如果 此 > o ,

系统是稳定的
,

但对于 此 < O
,

系统则总是不稳定

的 ;
随着】司的增加

,

即使时< O
,

系统也可能表现出稳定性
; 此外

,

由于方程 ( 1
.

9) 存在振

荡部分d co sP O
,

使得此 > 。的半平面内也出现一系列不稳定区域
,

当 l司、O 时
,

这些不稳定

区退化为一点
,

且全都落在占= O的横轴上
,

这些点由公式

k == 1 , 2 , 3 , ‘”
( 1

.

1 1 )
?

J
4

一一
。

�
Pz

给出
,

人们通常把对应于不同 存值的区域
,

分别称为一阶
、

二阶和三阶等不稳定区
.

」_ v 呈 乙 _ _
.

_
,

_

‘

一 _ _ _ ~
,

~ 一
, _

_ ~ ~ _ _ _
‘ _ _ . , , _

_
、 , _

~
_ _

住万
厄

~

~ 一不百一半回上
,

级然仔仕尤限乡乍稳足相小稳正区
,

头际上 ( 比如压四旋那迷器
尸 尸

中) ,

人们都只涉及其中的一个或几个区域
.

本文就只关心 k = 1 的情形
.

由〔1 〕可知
,

当 6 比较小时
,

一阶不稳定区的两条边界曲线可分别表示为

1
占

2
一

1一4
一一

t) 2

2 l

P
2

d l 了 6 \
么

.

1 / 6 \3
.

工 反一一石 l一工可
一

了 十下弓下一 l一一肠尸 J 十
‘ ’ .

尹
一 O 、 尸

一 / O ‘ 、 夕
一 /

( 2
.

2 2 )

v

二
, _

1
.

1 占 1 / 占 \“ 1 / 6 \a .

~

一二 石- 一
~

一
了十下

~一石广一 石
.

1
~

顶
es J 一 一石下

~

l 一二 歹一 l 十
. ’ .

夕
一 4 ‘ 尸

一 O 、 夕
一 / O ‘ \ P

一
/

( 1
.

x3 )

不稳定区域的宽度 八由公式
v 二

,

v 二
.

己
凸 =

、

- ~

二 止匕-
一

‘

一共 一 = —
一
‘

P
‘

P
‘

P
‘

v
二

:
、

l r一车、
,

1 6 \ P
‘

/

给出

其中

.

对于这个不稳定区
,

上式又可相当精确地表示为

l /
。

d
3

\
公口 ,

=

—
吸O 一

~

二 丁一
艺v ,

\ 1 6P’ /
( 1

.

24 )
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一合
(二

:
+ 二

,

)
,

△·
二

一
:

一
:

(1
.

1 5)

而△
。 ,

则可视为 共振线的禁带宽度
.

式(l
.

14 )给出了一阶不稳定区的禁带宽度与场梯
夕一2

一一
V

度扰动之间的关系
.

笋
图 1 马丢方程的稳定区和不稳定区

我们知道
,

在稳定区域内
,

方程 (1
.

2) 中的
v ,

为 实 数
,

在不稳定区域内为虚数
.

从式

(1
.

2)可以看出
,

两条边界曲线上的轴向自由振荡可分别表示为
二 ; : = a

(功)
e x p 〔i”

二 ,
0 (功)〕 飞

“ , :
= a (功)

e X P仁‘(
v z ,

一 iA 。 二

) 0(必)〕J

设粒子穿越这条共振线的振幅增长为G
,

则G 可表示为

(x一 6)

G 二
~

三丝 二 e x p仁Av ,

口1
才几毛

(1
.

2 7)

由上式可得禁带宽度 △v ,

为

△口
二 In G

0
(1

.

x7 )

其中 “是粒子穿越
“

一含禁带所需
要转过的角度

·

假设粒子每圈能量增益为
: ,

的能量范围为△E
,

则要求粒子旋转

与 △v ,

相应

△E
S 二二二

—己口
(2

.

1 8 )

圈
,

才能穿过这 条禁带
.

于是
,

可将式(1
.

1 7) 产中的 0 表示为

0= 2 兀‘

而式 (1
.

1 7)
了
则化为

(1
.

19 )

=
.

-

今丝昼
-

2汀△万
(1

.

2 0 )

根据李雅普诺夫 (L ia p u n o v) 的稳定性判据
,

假如当
“

时间
”

趋于 无穷时
,

粒子与平衡

轨道的偏离不趋于无穷
,

则认为这条轨道是稳定的
,

试图将这一判据 用 于 实 际
,

则显得太

宽
; 相反

,

当
“

时间
”

趋于无穷时
,

要求粒子始终保持在平衡轨道附近才认为是稳定的话
,

实际上又显得太严
;
在工程上

,

运动是否稳定常常要受到其它因素的影响
,

比如
,

在回旋加
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速器中
,

粒子的轴向运动就要受到真空室大小的限制
,

即使当
“

时间
”

趋于无穷时
,

粒子不

会跑到无穷远
,

也会打在真空室的壁上而损失掉
,

这种情况一旦出现
,

工程上就认为粒子运

动是不稳定的
.

自然
,

实际上可以允许振幅增长多少
,

要具体问题具体分析
.

二
、

无扰动方程的自由振荡

现在
,

我们试图通过无扰动方程 自由振荡的分析
,

意到式 (1
.

6)
,

可把无扰动方程 (1
.

1) 写为

乞
、

+ 夕(0)
: ‘

= O

其中g (0) 满足强周期性条件

导出式(1
.

2 0) 中的能量 间 隔 △E
.

注

(2
.

1)

/ 。
.

2兀 、
9 1 口十 一下万

叫

}二 g 气口j
\ J V /

二
系统的对称度

·

方程 (2
·

, )在一个周期后的解
(鳅)

可用矩阵表示为

(弓
“

卜、 (弓
“

卜
、 z 几I / 、 z 互‘ /

M
, ,

M
1 2

M
: 一

M
: :

(2
.

2)
、、产垦Z

J‘口舀,几.1Z之J了
I、飞、、飞.,/

其中(
“ ’‘

)是粒子的初值
.

要求解。
.

幻是稳定的充分和必要条件是矩阵M 的特征方程
\ 2 1 1 /

Mf
“ ’

、
一 ; i

“‘

)
\之 l / \之 l /

(2
.

3)

有非零解
,

其中本征值 之是行列式方程

!M 一 几川 = O

的两个根
,

I 是 2 x 2 阶单位矩阵
;

注意到 de t M 二 1 ,

方程 (2
.

4 )可写为

矛一(M
, 1
+ M

Z : )几+ 1“ 0

由此可得

(2
.

4)

(2
.

4 )

,

巡咭
卫立士了严俨匀气 (2

.

5 )

令

e 0 s 拌
:

=
M

z ,
+ M

2 2

2
(2

.

6 )

则式 (2
.

5)化为

只二 e o s 那
二

士f s in 拌
,

= e 士i;
·

(2
.

5 )
,

当
,

而且仅当 拼
,

为实数时
,

式 (2
.

2) 的解才是稳定的
,

由此可见 co s 召
,

必须满足条件

e o s “
:

戈 1 (2
.

7)

其中 拼
二

是一个周期内轴向自由振荡的相移
,

相应的 自由振荡频率

N 召
二

口
. 二二二

—
2 汀

(2
.

8)

可以看出
,

只要能设法求得迁移矩阵对
,

就可由式 (2
.

2 )
,

的解和它的 自由振荡频率
.

但是
,

由于周期系数 g (为的复杂性
,

(2
.

6 )和 (2
.

8)求得方程(2
.

2)

要解析地求出迁移矩阵M
,
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一般是不可能的
,

通常需要对它进行数值分析
.

不过
,

我们不打算这样作
,

本 文 仅 对 方程

(2
.

1) 作一近似分析
.

在径向扇回旋加速器中
,

方程 (2
.

1) 中的 g (0) 可表示为

0( 0< a , 2占一 a < 8( 2占

0 = a ,
0 二 2占一a

a < 0 < Zd 一 a

(2
.

9 )
、J
�

a一

6
O

、.少子‘、门口n
n(tao!

、.叮..、

一一
、.产n门�了‘、

g

注意到式 ( 1
.

6 )
,

上式中的 n( 0)

n
(0 )

给出
,

其 中

又可近似地由公式

ZE + E “

= 一 1干万乙6歹歹 ( 2
.

10 )

b = s in (占一 a ) /
s in a ,

己=
~

漂
- , a = f占

Z V
( 2

.

1 1)

Za 是磁体张角
, E 是粒子能量 (以粒子静止质量为单位 )

,

f 是磁体系数
.

从式 ( 2
.

9) 可以看出
, g (0) 是相当复杂的

,

为此
,

我们对 g (0) 作如下近似

g ‘“, 一

{:;
0 ( 0< a

(区域 I )
, Zd一 a < 口( 2占(区域 皿)

a 簇0簇2占一 a
(区域 I )

( 2
.

1 2)

其中
。 :
一

尝 !:
‘“ ·
‘“, “夕

!
(
一l

了.....几

ZN ( ZE + E
Z

)

一而了了I
~

二石t)l 万
a r C t a n

卜
·。S

宁)(卜
“)

, + 一命)‘
1 + “)

(2
.

1 3)

N
竹 2

= ~ 一丫7 丁一一二不产一

兀、i 一 J 少

: a 。

「票 ( , 一f ) 1
L i 甲 J

”:
和 n :

是夕(即在相应区域内的平均值
,

上式表明 g (分 为分段常数
.

在这种情况下
,

我们可

以求得它的解析结果
.

在一个周期内的迁移矩阵M可表示为

M 二M
3

M
:

M
,

( 2
.

1 4 )

万
:
和 M

3

分别是区域 I
,

I 和 I 的迁移矩阵
,

且

厂
e h 刀

M
,
= M

。
= !

_ _
_

*

\( 一式 : )
“ sh 刀

( 一凡 ,
一 ’
sh ”

}
e h 厅 尸

( 2
.

xs)

e o s 劝
1

一K
: Z s i n p

。
一

告
_ : _ .

‘

l 、 2 。 二u 甲

( 2
.

1 6)
e o s 势

厂l
ee、、

一一M

兀 , = 竺 K
Z
=

一

瞥 、
r ‘ }
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一

奈
。:

‘(, + 。
)(卜 , )

一

资
(一 n :

)告(, + 。
), } (2

.

1 7)

a = (b
sin 句/ 占

把式 (2
.

25)
,

(2
.

2 6)代入式 (2
.

1 4 )
,

然后
,

再将式 (2
.

26 )对能量E 进行微分
,

可得

一 △E 「「
凸拼

二

= 二 犷丁万丁一嘴! C O S 梦 s n 艺刀一
万I U 尸

二
t L

n ,
+ n z

(一
n ; n :

)
’/ “

, ‘n ‘·h Z ,

]斋
打1
一 粉2

工
_

4 称: z

(一 ” ;

)
“ / z

d称
.

1
s ln 梦 S n 艺勺尸了下万 r

“ 上二 J
(2

.

18)

其中

命
(一 )

一

‘(, + ·
)了
斋一一一

灯一一扫�d一d.

1一 CO S ( l一 b)

( 1 + b)

( 2
.

10 )2
.

了
口且

�1......夕
、、‘一产、、.口/
了

N一汀

l + e o s

矛

/‘、、一
户

‘了.、、
产.......气

na
几LCra

4N ( z + E )
“f ( 1一 b

“

)
’l “

由式 (2
.

8 )
,

少
1
一 _

d 百

可得

N
△ V ,

=
一
二一 凸拼

,

乙汀
( 2

.

2 0 )

三
、

结 果 和 讨 论

从实际出发
,

我们考虑 , 一“一 , 的情形
·

轴向自由振荡频率
v ,

一

合
的禁带与这个一阶不

稳定区直接有关
,

其禁带宽度为

1 /
。

占
3

\
。认一 百灭沪一正夕 (3

.

1)

(见式 ( 1
.

14 ) )
.

当粒子穿越这条禁带时
,

振幅要迅速增长
;
从实际出发

,

假如真空室的轴

向空间只允许振幅增长 2 倍的话
,

式 ( 1
.

2 0) 就可化为

△口
:

=
￡。 I n 2

2兀△E (3
.

2)

其中 △E 由式 (2
.

1 5) 给出
.

从式 ( 1
.

1 0) 和 ( 3
.

1) 可以看出
,

一旦知 了禁带宽度
,

就可求出一

次谐波梯度振幅

2B
b

,

= 止土立v
,

么v
.

f。 , 、

犷。 、 ~
一

工

其中略去了式 (3
.

1) 中的 护 项
,

而

c ( ZE + E Z

)
’/ 2

一忑石不王了一 (3
.

4 )
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。= 9
.

。4。x l。。
一

卫鼻
直

(3
.

5 )

(磁场强度B的单位是千高斯
,

频率。的单位是赫兹) B 是半径
r 。

处的磁场强度
,

口/ A是粒子

的荷质比
, c
是光速

.

线性分析表明
,

对于扇角为 52
.

的四度对称径向扇回旋加速器
,

粒子将在能量 E = 0
.

21

。 , , 、 , ~
、 二

1
, ,

~
, 、

一 、 _ _ , 、 , _ _ _ 。

~
, J _ _ _

_

_ 。 _

一
_

~ ~
, ,

一 一 ,

附近穿过
v :

二告共振线
.

我们对N = 4 , a 二 2 6
. ,

Q/ A = 1 ,
勺二。

.

00 1和B = 16 千高斯的情形
,

“ J

~ 刁 一
一 ‘

2
产 、 刀卜~

’ 一
刊

” J ‘ 、 J 一 ’

~ 一 “ ” ’
”

了

一
‘ 护

一
“ . “ ’

“
”一

‘ “ ’ ‘
川

‘ 丫 ,

~
’门 / 丫 ’

由式 (2
.

1 8 )
,

(2
.

2 0)
,

(3
.

1)
,

(3
.

2 )和 (3
.

3 )
,

可求得一次谐波梯度振幅 b
,
= 2

.

5 8高斯 / 厘米
.

在径向扇回旋加速器中
,

扰动场梯度的径向分量一般是很弱的
,

且主要集中在磁体的边

缘部分
.

本文分析表明
,

、, ,

~ , ~ 。 l。 ~
‘h , 二

曰权了牙巡
v 二

= 万
~

效派玫盯‘

,

只要主平面内的一次谐波梯度振幅不

超过 1
.

58 高斯/厘米
,

则粒子的轴向运动就是稳定的
.
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