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摘 要

本文汇报作者在科研中所发现的应是一条新型曲线
,

因为迄今在作者所触及到的数学资 料 里

尚未遇到它
,

虽然一个人确实不可能接触全部资料
.

文中论辩了新曲线的一些主要性态
.

在 触 及

的资料中也发现两处出现了这种曲线
,

但那里并未按数学要求作过应有的分析
.

一
、

新曲线的公式及其形成

设想有两条曲线
,

其结构 由下列方程代表
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其中 b 是个参数
,

p ,

和 p :

是向量半径
; 在 (1

.

1) 式里 0 是向量角
.

用 ( 1
.

1) 式去除 (l
.

2 ) 式
,

再乘以 b> o
,

就得到所谓的新曲线的方程
.
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其中p是向量半径
.

氮
二
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p ,
、

p : 和 p 的 图 解

如图 1 所示
,

(1
.

D 式的图解是个圆
,

在图中也绘上了狄卡儿 坐 标 (二
,

的
.

该 圆是以

夕轴作为切线
,

其直径之一是落在 二 轴上
.

(1
.

2 ) 式的图解是个三叶玫瑰花曲线
,

在一般解析几何
〔‘’和初级微积分 学

t“’
中 都 有 收

集
.

图 1 显 示
,

一 叶落在负 二 轴上
,

一叶落在 60
.

的正向量半径上
,

一叶则落 在 1 20
.

的 负

向量半径上
.

(1
.

3 ) 式的图解有两个小叶和两个大叶
,

因此我们不妨参照 户= a co s 2 0 四 吁玫瑰花曲

线而命 名 (1
.

3 ) 式 为奇形四叶玫瑰花曲线 (a d e g e n e r a te d fo u r 一

le a v e d r o s e c u r v e)
.

对于 (1
.

3 ) 式
,

我们可利用
e o s 3口= 4 e o s昌 口一 3 e o s o 把它化成

户 = b (3 一 4 e o s 2
8) (o簇口簇 2 二 ) (2

.
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图 T 圆
、

三叶玫瑰花
、

奇形四叶玫瑰花曲线
.

O成0( 2二
,

可算出数表 1
,

从而得到图 1 里的应有 {!白线
.
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因为 ( 2
.

1 ) 式里有 co s “ 口
,

所以 (2
.

1) 式的图解曲线既对称于 , 轴
,

而又对称于 夕 轴
.

三
、

把三个向量式化成狄卡儿坐标式

有时我们需要知道在狄卡儿坐标系中的各曲线的结构
;
为此

,

可用代换式 户2
二 x ,

弓
一

少
,
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用上列三式也可绘制图 1 里的曲线
,

对称性和非对称性均易于从 二 和 g 的指数的
’

{青况来

判断
.

文中可称
“

大小花瓣
”

或称
“

大小叶片
” .

四
、

在坐标原点处
,

大小叶片
一

尖端的夹角

奇形曲线的四个叶片以其尖端会聚在坐标原点
; 夹角系指在每个叶片尖端处其两切线所

夹之角
.

在以后的分析 中
,

我们需要这两小夹角
,

因此先在这节中预先 推 导
.

自 (3
.
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可推得
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由于 (犷)
: 一 。

= 0 / o
,

所以须把 (4
.

1) 式先进行改造
;

用 自(3
.

3 )式得 出的3犷一扩 = (扩十犷)
“‘2

/b
y 一 D

把(4
.

1) 式改写成

y ,
=

艺b + 3 V 劣 2
+ !, 2
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按曲线的结构
,

应当理解
,

在(o
,

0) 处
,

两相邻切线的情况有两个解
,

其一解只对小叶

有效
,

另一解则只对大叶有效
; 两相邻夹角之和等于 二

,

因为有两对叶片
,

从而四个相邻夹

角之和是 2二
.

再用关系
s in o= 士夕/ 斌 x Z

+ 夕
2 , e o s 6 ~ 士x /斌

x Z
+ 刀
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,
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可把 (4
.
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意即
,

(犷)
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。

与 (丫)
、 、。

= 土 15 0
。 ,

换言之
,

在原点处得到两个夹角

O
。
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其中下指标
: 和 l各表示

“

小
”

与
“

大
” ,

即对小叶与大叶而言
.

另外
,

何必这样迂曲地自找麻烦而不逗用 尸= 。
,

从而 自 户二 b (3 一 4 co 5 2

即 更简便 地 导 得
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co s 口= 士夕拼
;

致使得出两条切线与 二 轴所成之角
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.

这两条切线在(0
,

0) 点上密合
,

也就得出跟上边相同的结果
.

(4
.
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五
、

大
、

小 花 瓣 的 边 长

利用p = b (3一 4 e o s ,
口)和梦 (8) = 斌 9 + 4 0 c o s 厉飞荞二返8

c o s‘断
,

可成立核算弧长的积式

s 一

}〔
, 2

+

(贵)
“

〕
‘ d“一“

{
少 (“, d“
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和大花瓣边长的积式
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以及两花瓣边长的比例
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象一般计算弧长一样
,

寻求其闭合解是有困难的
.

但把 梦 (的 绘成图解
,

并利用平面积

分仪
,

曾获得下列数值以作个数量级性质的参考
.
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这里曾只列出小数点后两位的精度
,

虽然计算曾更精细
。
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更由于
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理
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所以推得

(6
.

6 )

官口白

一一

‘.工一q一月一月

奇形四叶玫瑰花的总面积是

j
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这是一个相当整齐的关系
.

七
、

大
、

小花瓣面积对主轴的重心距

关于花瓣面积的重心距
,

小花瓣只有对 夕轴有其重心距

灭
‘
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。
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上列诸式中士号自然是对两对大
、

小花瓣而言
.
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八
、

曲线上横
、

竖切线切点的位置

对于寻找曲线的曲率半径
,

我们有时需要先知道横
、

竖切线切点的位置
.

首先在 (3
.

3 )

式中依次使 x ~ 0 和 夕~ 0
,

叩得出 , 二士3b 和 二 = 士b
.

这就规定了大
、

小两叶片的顶点 坐 标
.

此外
,

条件 丫= o 使 (4
.

D 式给出大叶顶点坐标 x = 0 和小叶最高和最低点 的 条 件 式
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2
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.

1) 式代进 (3
.

3 ) 式
.
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+

异
“
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再把上式代进 (3
.

3) 式
,

则得小叶横切线切点的竖坐标

夕= 士
b

3材 3
幻 + 0

.

19 2 2 b (8
.

3 )

再把上式代进 (8
.

2) 式
,

则得小叶横切线切点的横坐标
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一
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.
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.
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.

5 )

条件 尸 二 0 给出小叶顶点所在地 点的条件

夕= O和大叶竖切线切点所在地点的条件
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+ 夕

2

)
“
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2
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.
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图 2 小叶片上横切线切点的位置
.

图 3 曲线竖切线切点的位置
.

护 + 少二 4少一 8夕 (8
.

7)

使 (8
.

7 ) 式与 (3
.

3 ) 式联合
,

则给出大叶切线切点的坐标

夕一 士斌 3 b
, 二二 士b (8

.

8)

口{“ ta n 一 ‘

斌 3 二 二 / 3 (5
.

9 )

在下向的分析中
,

当推求曲线的渐屈线时
,

我们需要这些横
、

竖切线切点的准确位置
.
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九
、

曲线的主要曲率半径

关于分析一个曲线的性质
,

曲率半径和渐屈线 (evo lut e) 是两个重要 元 素
.

为 此
,

极

坐标曲率半径的一般公式是

(户
2
+ 户

‘“

)
“/ 2

户2
+ Z p 尹2

一 PP I, (9
.

1 )

对于本课题
,

则用

户= b(3 一 4 e o s Z
夕)

, p ,
二 sb sin o e o s o )

p l,
= 一 sb(1 一 2 e o s 2 0) J

此外
,

对于本节以后的分析
,

还用到简化关系

户 ,, 二 4 (b一 p )
,

p
尸

= 一 4 p ,

下面我们分三部分进行推演
,

几何关系应逐步参照图 4
.

( i ) 小叶端点处的曲率半径是以 0 = 0
,

而得

(9
.

2 )

(9
.

3 )

1
,

找。一 0
= 万

O (9
.

4 )

(ii ) 大叶顶点处的曲率半径是以 O~ 二/ 2
,

而算得

n g
,

找口一 “ , “
二五

o (9
.

5 )

(11 1) 核算曲率半径的极端值
.

虽然 (9
.

4 ) 和 (9
.

5) 两式也代表了两个曲率半径极端值
,

我们这里要进行 慨 括 的 讨

论
,

因此它们也会包括这项讨论之内
.

?
。

|止了了了了了了了了了了了
百百泰亏一一布布布布布布布布布布布布布布布布

OOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO

LLLLL

图 4 关于确定新曲线的渐屈线
.
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由于有了 R 。一 。和 R 。二 二 , : ,

若能再找到最大的曲率半径及其端点的地点
,

我们 就 已确定

了每条渐屈线的三个点
.

为此
,

可以检证

d R

d 0

户 ,

{2(p
Z
+ p , 2

)(Zb一 p )一 (5 p
2
+ Z p , 2

一 4 b户)(4 b一 3户) }

(p
Z
+ 户‘2 )

巨/ “

以 中 (0) 代表上式的分子
,

则
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.

6 )

其中分母 (川 + 尸
2

)
6 ‘么

> O ;

叻 (夕) = sb S in 口c o s 口{一 1 9 2 c o s 6 夕+ 1 1 2 c o s 4 0 + 2 8 4 c o s 2 0一 1 4 7 } (9
.
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设有微量 6 > O,

则得因果关系能确定的三个极端曲率半径

所以 、‘
_ 。
一 R m in :

)
.

。
,

所以 * 。二。。1一 * m a 、

{
}

互 0 ,

所以 “。
。

一
“m ‘一

}
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.
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为.
‘O干V�一不兀一2

R一Re口R右d一ddddd
于于于由由由

其中om 是相应于 R m ax 的曲线向量角
.

以 d R / d o二 O
,

就可把 (9
.

7) 式拆成下列两式

p l,
一 sb s i n 0 C o s o一 o 飞

(5 P 2
+ 2户 , 2

一 4 b户) ( 4 b一 3户) 一 2 ( P Z
+ p , 2

) ( Zb一 P) == OJ
( 9

.

9 )

上式也可写成
s i n o= 0

,

口== n 二
,

( n = o
,

1
,

2
,

3 ,

⋯ )
e o s o二 o

,

0二 。二/ 2
,

( n 二 1
,

3
,

5
,

⋯ )

1 9 2 e o s 6
0 一 1 1 2 e o s 4

口一 2 8 4 e o s “
6 + 1 4 7 二 0 { ( 9

.

10 )

上式的几何意义是
:

0 ~ O , 二 , 3二
,

⋯ 表示左端 点 (一 b
,

0)
;

你
�

2(b
,

0 )
:

0 =
汀 5汀

2
’

2

⋯表示上端点 (。
,

: b) ;
而 。一琴

‘

o二 2二 ,

遵二
,

⋯ 表 右 端 点

⋯表示下端点( o ,
一 3b )

.

把这些角值代进 (9
.

1) 式
,

就可算出该四端处 曲线的曲率半径
.

于是得

。 1
,

八口一 。
, “ ,

⋯ ~
一

百
一

口 ( 9
.

4 )

刀
_ 。 _

日~ 止
.

止三竺

2 2

竺 b ( 9
.

5 )

现在可自 (9
.

1 0) 式的末式推算跟最大曲率半径 R m a x

相应对的角 om
.

o
n ,

~ 4 4
.

7 7 2
。

幻 4 4
0

4 6 / 1 9 ,,

其核算的精度是

2 4
.

5 7 7 5 9 3 0 8 一 2 8
.

4 4 7 4 5 6 1 3一 1 4 3
.

1 3 0 1 2 3 7 + 1 4 7 注 0
.

0 0 0 0 1 3 2 5

现在用
s i n “

0。 二 0
.

4 9 6 0 2 0 6 9 1 2
, e o s 2

0。二 0
.

5 0 3 9 7 9 3 0 9 2 以及公式

为此
,

可 以验证

( 9
.

1 1 )

( 9
.

12 )

R 二
b仁( 3 一 4 e o s Z

口)
2

+ 6 4 s i n “
0 e o s “ 0〕

”, 2

( 3 一 4 e o s么 J)
“
+ 1艺s s i n 艺

O c o s Z
口一 s ( 3 一 4 e o s 2

0 ) ( c o s “夕一弓)h‘雨
( 9

.

1 3 )

算得

R o a x
澎 2

.

1 2 4 1 14 5 3 7 b

及 p m = b ( 3 一 4 c o s 2
0 ) }

。_ 。
二 o

.

9 8 4 0 8 2 7 6 4 b

以 0
。

二二/ 3
,

就从而自 ( 9
.

13 ) 式算出距离 允
。

二B G
:

( 9
.

1 4 )

( 9
.

1 5 )
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。 ] 6
,

Z r
, ,

=
一

二
~

口

甘
(9

.

16 )

~
, 、 , . , n

l
, 。 1 1 。 , , : , 。

, ‘、 、

~ 。
, 。 。。 * n 。 。

护手1认 5 In 一 口而二丁不
, C 0 5 一 口几= 百不 ,

只lJ刀、 戈H
.

l j 夕 工、异刁号正已产芍八 抢二七乙 :

上‘ 上乙

R 。 1 6

1 1刚 3
b = 0

.

8 3 9 7 8 2 2 0 9 8 b (9
.

1 7 )

于是推出
R ‘一

b

3斌毛

3 7
二- 二- - 丁 吮, 口

3 3丫 3
(9

.

1 8 )

从而获得点E 和点 ‘的坐标即

E = E
(
一
斌 1 1 。

丁 一 t ,

3M 3

3 7

3 3澎 3

。
)

~ ~ / 7
, ,

一
,

(, = t ,

{一下 o ,

材 3 U

\ 沙

(9
.

1 9 )

对于最大曲率半径 刀m ax 的端点 F 的坐标
,

我们需要先推求曲线的切线角

丁。 = 夕
二
+ 劝

。
二 口

。 + t a n 一 ’
3 一 4 e o s 2

6
二

8 s in 0
0 e o s 口

二
(9

.

2 0 )

以 sin o
。
= 0

.

7 0 4 28 7 3 6 4 1 和 e o s 6
。
二 0

.

7 0 9 9 1 5 0 0 r
,

则算出 功
,
= 1 3

.

8 2 1 4 9 9 4 8
’ ,

从而
T tn 、 5 8

.

5 9 :;
’

(9
.

2 1 )

从而得
a ,

= 一 {R
;了, a x s in (口

。
+ 功

。、一户
, e o s 口

。

} (9
.

2 2 )

= 一 1
.

] 0 17 8 9 3 1 9 b

刀
。
= 户。 5 in o

二
+ R m a x e o : (口

二
+ 功

。

) (9
.

2 3 )

= 1
.

7 9 9 9 8 3 :34 2 b

于是点F 的坐标是 F (a
二

.

刀
。

)、 F (一 1
.

lo l7 9 b
,

z
.

7 9 9 9 8b ) (9
.

2 4 )

本节算出的数据均可自图 4 查寻
.

图中绘出了两条渐屈线
,

全曲线应有八条渐屈线
,

其

余六条的位置可根据对称性以镜像映射推定
.

十
、

奇形四 民卜玫瑰花渐屈线的长度

及时参看图 4 ;
自 (9

.

4) 和 (9
.

5) 两式可以推出

n , n 8 1
九‘· ‘, 2

/ 九 “一 。二五

一 。 7 0
,

“ , 一 “‘2 一扰‘一。 = 丽
0 { (1 0

.

1)

另外
,

由于 尸。_ 。

< 凡
_ 二 , 2 ,

所以肯定 s0 _ 。

> 勘
二

。
2

其中
: 。. 。

代表渐屈线 D E F
, s。_ 二 / :

代 表渐屈线 I / G F
.

此外
,

更可推论出

(1 0
.

2 )

。 n l
,

勒
一 。
一 f r m a x

一““一 。= 代 “‘a x
一百

0

= 2
.

1 2 4 b一 0
.

1 1 ] b = 2
.

0 13 b

。。. 二 , 2
一 * m ·x

一 * 口二二
2
一 R m

一畏
“ (10

.

3 )

= 2
,

1 2 4 b一 0
.

8 17 b = 1
.

3 0 7 b

7 0
。 _ 。 ~ 。 。 L

S口一 。一 Se 一 “·2
二丽

U 咫 ”
·

了””U



1理O 龙 志

十一
、

用狄卡儿直角坐标方程求曲率半径中心

利用 (3
.

3) 式也能求出曲率半径中心位置 (a
,

刀)
,

有时确觉方便
.

为此
,

对 于具有

横切线的曲线一段则适宜用

a 二 二
戈—

万,

(1 + 夕
’“

)
夕l, 刀一 夕+

1 + y , 2

夕l’ (1 1
.

r)

对于具有竖切线的一段曲线
,

则适宜于用

_ _ 一 ,

1 + 丫
“ o _ 二 尸 (1 + 丫

2

)
“ 一 ‘ 丫

.

反万一
’
尸 一梦

一
, 飞了一

(1 1
.

2 )

首先可自 f (x
,

妇 = (扩 + 少)
“
一 b

“

(3少一扩)二 o 依次导出

。 , 一
会

一

) 一

口f
1 口劣

亘三“ 一可
心

一

西犷
(1 1

.

3 )

、........tZ尹

n‘、
!

口

矛
‘

X日口
一

/zjt、、

,
久

y
一

= 一一了石 了不 污

(少仁 }
\ 口y /

x ,,
=

干
一

黔纷
2 口2 沂
一 2 一又 二

-

口戈口刀

几

一了亘Z了
\ 口戈 产

旦乙一旦左、旦
2

丈
口x d 夕

’

口夕
z

(1 1
.

4 )

口f
口劣

= 2〔3 (x
Z
+ 夕

2

)
2
+ Zb

“

(3夕
2
一 x Z

) ]戈

= 6〔(x
Z
+ 刀

2

)
“
一 2 b

2

(3夕
2
一 x Z

)〕g
了了�夕a

,

口

口Z

f
口劣口夕

= 2 4 ( x Z
+ 夕2

+ b
Z
) x ,

一

昌丫
一 6 (二

2
+ , 2

)
2
+ 4 “

2
( 3 0 2

一
, + 8戈 2

〔3 ( / ’
+ , ’

卜“
’

〕

雪梦
一 6 ( X Z

+ 。2
,

2
一‘2“

2

( 3 , 2

一
2

, + 2‘“2
〔/

2
+ “2

一““
“

」

(
一

鬓
一

)
“
一 ‘〔3 ( X ‘+ “‘,

2
+ 2“2

(3“2
一““, 〕

3 x 3

(居; )
“
一 2‘6〔(二

2 + ”“,
2 一 2““( 3“’一‘“, ’

““’

此外
,

可以检证
,

在曲线 y = f (x) 上发生最小曲率半径的条件是

3

会(
一

穿)
2
一

令〔
1·

(
一

穿门 !
3
一

毅会)
’
一

念[l+ (斋门 j
( 1 1

.

5 )
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看来
,

要想求出渐屈线的公式有如结构 F (a
,

刀) = 0
,

对于此题是不太 容 易 的
,

因 为

f (二
, 夕) = o 比较复杂

.

十二
、

曲线的切线
、

次切线和次法线

仍以 0 代表极坐标中极向量 户 与 二 轴所成之角
, T 是 曲线切线与x 轴所成之角

:

从而得

T “ 0 + 砂
,

其中功是极向量 p 与切线所成之角
;

又从而得切线梯度

ta n 丁 =
ta n s+ 户 / p

,

1一户ta n s/ 户
, (1 2

.

1)

由于ta n砂= p /尸与b无关
,

所以能推论

f粤竺、二
二 1

、 t a n T Z / 口 L 尹 口 2
(1 2

.

2 )

再以 l
: ,

代表次切线长度
,

则

. ,

一 。2

/
一

劣
b(3 一4 e o s艺夕)

2

ss in 8 e o s 6
(1 2

.

3 )

从而推定

l
: , ,

/ l
: , 2

二 b
l

/ b
Z

以入
。

代表次法线长度
,

则

l
: ,

= d 尸/ (l夕一 sb s in 口e o s s

从而可推定

l
、、 ;

/ l
; 、 :

二 b
:

/ b
Z

其中下指标
s t和sn 各表示次切线和次法线

(1 2
.

4 )

(1 2
.

5 )

(1 2
.

6 )

依同理而得 l
s r ,

+ 1
5 。 1

l
s tZ + l

: 。 2
= b

,

/ b (1 2
.

7 )

十三
、

新曲线坐标方向的变换

根据解析几何
,

既可平移坐标
,

又可转动坐标
;

从而能把有关的方程变换戍较为简便的

结构
.

本课题的公式 已经有其最简单的形式
,

因此勿须再作平移变换
; 更 由于适应应用

,

有

时需要转动坐标
,

例如可使二轴与刀轴互换
,

那就得出方程

了 x 、
z , _ _ ,

!j “

l 夕一若
一

) + 戈
乙

一
’

七
火口 2 /

’

一 4

(x
Z
+ 夕

2

)
“
= b (3夕, 3

一夕
3

)

(x
Z
+ 夕2

)
“
= b

Z

(3 劣
2
一夕

2

)
“ { (1 3

.

1 )

这就相当于使 用 。一要来代裤原式中的。
‘

对于一 般的转动
,

可用口士巾来代替原式中的 口
,

其中 。< 巾 二 。
on

s t
.

< 2二
,

从而 就 得

P ;
= b e o s (0士中) = b [ e o s 巾 e o s o平sin 小 sin o」

户2
= 一 b e o s 3叨士小 )- 一 b [ e o s 3少 e o s 30干 s in 3巾 s in 3口〕

户~ b [ 3 一 4e o s Z

(0士中)习一 b〔3 一 4 (e o s 中 e o s 口干 s in 少 s in 口)
“

」

(1 :二
.

2 )
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其中比较简便的是用 必一二 / 2
.

十四
、

新 曲 线 的 两 例 应 用

作者迄今 已发现了木文所分析的新曲线的两处应用
,

其中一处是属于定性的
; 兹略陈述

于此
.

i)
、

在内燃机中的应用

众所共知
,

平面曲轴在八缸V 型内燃机中有其在制造方面的无比优越之处
,

但在机器的

运行中却引起多阶性的往复惯性力
〔“’〔‘〕〔6 ’‘, ’

.

在建立平衡方案中
,

我们正好遇到(2
.

1) 式
,

其

曲线就是
“

径距士配的端线
” ‘“’,

为此可参看【6] 里的图 10
,

在那里只用到了曲线的一枝
.

依

据内燃机的安装和转动朝向
,

曲线的其余三枝也都可用到
.

这个曲线在应用中应视为与内燃

机固连
,

意即
,

例如在动体中摇动的内燃机
,

其径距端线是随着所属内燃机作同步摇 动 的
.

ii )
、

在量子力学中的应用

在关于氢原子的波函数及其光普的讨论中
,

出现一种很类似这种曲线的一种曲线
〔7 ’〔8 ’〔。’

.

在文献仁7〕里
,

可能有绘制错误
,

应为漏掉了两个小叶
.

作者尚未有机会进行必要的探索
,

但

初步看去
,

起码应有定性的近似
.
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