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摘 要

本文应用幂级数方法求出了在均布载荷作用下夹层圆板大挠度问题的精确解
.

我 们 应用这一

精确解验证了本文第一作者
『‘,
以前用修正迭代法所得的解析解的精确度

.

由验证 可 知
:

解析解的

精确性是十分令人满意的
.

一
、

引 言

夹层板的大挠度问题是一个很有实际意义的问题
,

已经引起许多人专门研究
.

尺e is s
ne

r 〔”

首先建立了具有软夹心和极薄表板的夹层矩形板的大挠度理论
.

但是
,

对于夹层圆板的大挠

度问题说来
,

却只有极少数人研究过
.

近来
,

中国科学院力学研究所板壳组
‘吕’研究了这方面

的一个问题
.

接着
,

刘人怀‘吕,4 ’进一步做了一些工作
.

本文是前文
【‘,
工作的继续

.

应用幂级

数方法
,

我们求解了在均布载荷作用下的具有不同边界条件的夹层圆板的大挠度问题
,

获得

了精确解
.

我们所处理的四种边界条件是
: ( 1 )固定

; ( 2 )滑动固定
; ( 3 )简支

;

( 4 )铰支
.

最后
,

我们还将此精确解与刘人怀川用修正迭代法所得的解析解进行了比较
.

由比较可知
:

以前的解析解的精确性是十分令人满意的
.

二
、

基本方程和边界条件

今考虑一半径为
a ,

承受均布载荷 q的夹层圆板
.

为了简便起见
,

本文使用的主要符号与

文献【4 〕所用的相同
.

应用文献〔4 〕所给的简化方程
,

即得由夹层圆板中面上的挠度 切 和径向

应力 认
。

所 满足的大挠度方程组
:
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其中D 是夹层圆板的抗弯刚度
,

为

D =
E 动孟

2 ( r一 , 2
)

非线性方程组 ( 2
.

1) 将分别在下列四种常用的边界条件下求解
:
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固定
:

当: 二 a时
,

当 : 二 0 时
,

滑动固定 :

当r = a时
,

当r 二 0时
,

简支 :

当r , 。时
,

当r二 O时
,

铰支 :

当 r = a时
,

当 r = O时
,

~ O
,

p 一 0
, u ~ O ;

必= O
,

ar
。

有限
(2

.

3 )

切= 0 ,

吵二 0 , a
r。二找),

价= O, a
r。

有限
. (2

.

4 )

团 = 0 ,

M = 0 ,

认
。
二 O

功二 O, a
,
。
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. (2

.
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切二 0 ,

M ~ O
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沪= O
,

a
.

。

有限
(2

.

6 )

这里
, “是夹层圆板中面上点的径向位移

,

叻是夹层圆板 中面法线在径向平面内的转角
,

M
,

是

夹层圆板的径向弯矩
,
。 , 。

是夹层圆板中而内的环向应力
,
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首先
,

将非线性方程组 (2
.

1 )和边界条件 ‘2
.

3 )一 (2
.

6) 传化为无量纲形式
.

为此
,

我们

引入下列符号
;

P =
r

a ,
才一寸

.
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应用这些符号和式 (2
.

7) 以后
,
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滑动固定
:

当p , 1时
,

牙二 0 ,

(吞S
,
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,
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,

(寿S
,

+ 1”二 O,

sr 有限
.

3
.

简支
:

(2
.

1 1)

d
, , , 。

. _ 、 , , . , ,

,
. _ 、 ,

二
, _

、 一

炸 . U
, ~

万二厂 LL总O
,

十 1 )叻」十 v t左合
,

十 1 )户十总〔l 十 F )厂= 0
,

“ 尸

(k s
,

+ 1”二 0
,

S有限
.

夕
,

二仇 1

1
LZ

’

‘2’

、几
,

-

nQ,l
2.

rr、

11
厂...夕

当P二 1时
,

当P , O时
,

4
.
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得

有了S
r

和诱
,

就能得到所有的应力和位移的计算公式
.

无量纲环向应力 S
。

由式 (2
.

7 d) 求

积分价
,

并注意到p = 1时的边界条件砂 = 0
,

则可得到无量纲挠度平
.

于是
,

有
:
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命
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三
、

用幕级数方法求解

应用幂级数方法
,

我们可求得上述非线性方程组和边界条件的精确解
.

假定 S
r

和功分别

是 P的对称函数和反对称函数
,

在用幂级数表示后
,

为

:
r

一

卖一 }
, 一

卖
吞

2 ‘+ :

/
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!
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.

la ,

b)

其中外
,

久
‘+ :

(f= 0 , 1 , 2 ,

⋯ ) 是待定的常数
.

显然
,

这些级数已满足夹层圆板的两个中

心条件
.

将式(3
.

1)代入式 (2
.

15 )
,

有
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这说明
,

如果知道了常数 气 和 姚
+ :

(, “ o
,

l
,

2 ,

⋯ )
,

则夹层圆板的所有应力和位移都能确定
.

将级数 (3
.

1) 代入方程 (2
.

9)
,

并注意到方程 (2
。

9 )必须对任何 p 值都成立
,

于是我们

得到常数 电
‘

和 姚
‘+ :

之间的关系式
:

l
“ , ‘ 二 二二

-
~ ~ 弋烈犷 丁- 于一尸丈户一

4 . tt + 1 )
E b : 二 + : bZ ‘一 : 卜

: , ‘== 1 , 2 , 3 ,

⋯

二一生
叫

一「一
一

上一
-

寿a 。+ 1 L 4f(f+ 1 ) 艺
a Z。

b
: ‘一 : 二 一 ,

一 k艺
a Z. b

: ‘一 : . , ;

. 一O

二
l

(3
.

3)

l
, , _ , 、 , .

。
,

州

可石汗刃
~
LLa 。一“

a“) “ ,
十厂J

,+l.
.

白
.

白

由此看到
,

只要知道了
a 。和 b

;

的值
,

其它常数便可以依次确定
.

这样一来
,

我 们便可用级

数 (3
.

la ) 和 (3
.

2) 确定板中所有点的 Sr
,

S
,

和 附 的值
.

为了确定常数
a 。和 bl

,

我们需要应用前面每种边界条件中尚未用过的两个 条 件
.

将式

(3
.

1) 代入这两个边界条件
,

便得关于待定常数
a 。和 b : 的非线性方程组

:
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使用牛顿法
,

可求得这些方程组关于
a 。和 b

:

的数值解
.

对于给定的 泊 松 比 , 、

无量纲

特征参数 寿和无量纲横向载荷 尸的值
,

本文采用一种简单的方法来选 取
a 。 和 b

,

的 初 始值
.

我们从很小的载荷
,

如 尸二尸
。

牙始
,

这时可令 a0 和 认的初始值为零
·

求解上面的方程组
,

便得在 尸 = 尸
。

情况下 a 。和 b
:

的数值解
.

然后
,

对于十分接近于 尸
。

值的 另一载荷 值 情况
,

我们便可将刚才所得的解作为此时的初始值
.

于是依此类推
,

按照载荷 尸 的 由 小 到大的顺

序
,

便能毫无困难地依次给出
a 。和 b

,

的其它初始值
.

为了简化以后的 计 算
,

在 确 定
a 。 和

b
;

的初始值时
,

使用插值法是有益的
.

这样
,

上述方程组的牛顿迭代程序能够迅速收敛
.

在 D JS
一 8 机上完成了繁冗的数值计算

,

结果给在表 1 中
.

计算表明
,

级数 (3
.

1) 收敛很慢
.

当 k ( 0
.

01 时
,

我们必须 取级数前面二十五项才能得

到足够精确的结果
.

随着 k 值的增大
,

级数收敛变得更慢
,

因此级数中必须计算的项数越来

越多
.

当 k = 0
.

10 时
,

这些级数至少要取八十项
.

应用式(3
.

2b )
,

可得下列关于无量纲中心挠度附
。

的公式
:
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表la 固定夹层圆板的 a 。和 b l

的值 V = 0
.

3

二竺斗
一

一- 卫一一一一
P } a . l b :

0
.

0 4 7 4 2 9

0
.

1 8 6 9 6

0
.

4 1 0马9

0
.

7 0 8 6 3

1
.

0 6 7 6

1
.

4 7 5 9

1
.

9 2 2 6

2
.

3 9 8 4

2
.

8 9 5 8

3
.

4 0 8 5

3
.

9 3 2 0

4
.

4 6 2 4

4
.

9 9 7 0

5
.

5 3 3 5

6
.

0 7 04

6
.

6 0 6 2

7
.

14 0 1

7
.

6T1 4

8
.

1 9 9 5

8
.

7 2 4 0

一 0
.

6 2 30 2

一 1
.

2 34 5

一 1
.

8 24 5

一 2
.

3 85 6

一 2
.

9 1 3 3

一 3
.

4 05 8

一 3
.

86 3 1

一 4
.

28 6 5

一 4
.

67 8 1

一 5
.

04 0 5

一 5
.

37 6 0

一 5
.

6 8 7 2

一 5 97 6 4

一 6 24 5了

一 6
.

4 9 7 1

一 6
.

73 2 2

一 6
.

95 2 7

一了
.

15 9 8

一 7 35 4 9

一 7
.

53 9 0

0
.

06 10 6 4

0
.

2 3 90 5

0
.

52 0 06

0
.

88 55 5

1
.

3 16 4

1
.

79 5 5

2
.

3 0 8 8

2
.

8 4 5 6

3
,

3 9 7 6

3
.

9 5 9 0

4
.

5 2 5 4

5
.

0 9 3了

5
.

6 6 15

6
.

22 7 4

6 7 9 0 2

7
.

34 9 0

7
.

90 3 5

8
.

4 5 3 2

8
.

99 7 8

9
.

5 3 7 4

一 0 6 7 17 0

一 1
.

3 2 4 5

一 1
.

9 4 3 1

一 2
.

5 1 8 1

一 3
.

0 4 5 6

一 3
.

5 25 9

一 3
.

9 6 16

一 4 3 56 7

一 4
,

7 15 5

一 5
.

0 42 1

一 5
.

34 0 6

一 5
,

6 14 0

一 5
.

8 6 58

一 6
.

0 98 3

一 6
.

3 1 38

一 6
,

5 14 2

一 6
.

7 0 1 3

一 6
.

8 76 5

一 7
.

0 4 1 0

一 了
.

1 9 5 9

0 1 37 5 1

0
.

5 1 38 8

1
.

0 52 6

1
.

6 84 4

2 3 63 1

3
.

0 6 2 1

3
.

7 6 6 5

4
.

4 6 8 2

5
.

16 2 9

5
.

8 4 8 4

6
.

5 2 3 6

7
.

18 8 1

7
,

8 4 2 0

8
.

4 8 5 4

9
.

1 18了

9
.

74 2 3

1 0
.

3 56

1 0 9 62

11 一5 5 9

1 2 14 7

一 0
.

8 5 9 5 3

一 1
.

6 3 8 9

一 2
.

3 0 2 1

一2
.

8 5 2 6

~ 3 3 0 9 5

一 3 6 9 3 0

一 4
.

0 1 9 8

一 4
.

3 0 2 5

一 4
.

舫 0 6

一 4
.

7 7 1 1

一 4
.

9 6 9 4

一 5
.

14 9 4

一 5
.

3 1 4 2

一 5
.

4 6 6 3

一 5
.

6 0 7 5

一 5
.

7 3 9 5

一 5
.

86 33

一 5
.

98 0 1

一 6
.

09 0 7

一6
.

19 5 8

0
,

2 7 4 3 4

0
.

9 3 2 6 2

1
.

7 4 4 1

2
.

6 9 5 3

3
.

4 4 3 9

4
.

2 7 5 4

5
.

0 8 5 3

5
.

8 7 3 0

6
.

6 3 9 3

7
.

3 8 5 6

8
.

1 1 3 3

8
.

8 2 3 8

9
.

5 1 8 4

10
.

1 9 8

ID
,

8 6 4

1 1
.

5 18

1 2
,

16 0

1 2
.

7 9 0

1 3
.

4 10

14
.

0 2 1

一 1
.

0 6 9 5

一 1
.

9 0 88

一 2
.

5 2 1 1

一 2
.

9 80 2

一 3
.

3 4 1 2

一 3
,

6 37 3

一 3
.

8 88 3

一 4
.

1 06 6

一 4
.

3 00 4

一 4
.

4 了5 1

一 4
.

6 34 5

一 4
.

7 8 16

一 4
.

9 1 8 3

一 5
。

0 46 3

一 5
.

1 6 68

一 5
.

2 8 0 9

一 5
. ‘

3 8 9 3

一 5
.

4 9 2 7

一 5
.

5 9 1 6

一 5
.
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表伪 滑动固定夹层圆板的 a 。和 b ,

的值

寿寿~~~ 000 0
.

0 111 0
.

0 555 0
.

1 000

尸尸尸 口000 b 111 口000 b rrr
、、

b iii 口OOO b 111

000000000 0 2 9 3 5 11111 口 000000000

0000000000000000000000000000000000000
.

1 1 8 4 11111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111

55555 0 0 2 4 3 6 777 一 0
.

6 2 4 2 222 0
.

2 6 2 8 222 一 0
.

6了3 7 222 0
.

0 5 7 75 666 一 0
.

8 6 94 999 0
.

1 05 2 666 一 1
.

1 0 5888

111000 0
,

0 9 6 9 1000 一 1
.

2 4 3 888 0
.

4 58 7 333 一 1
.

3 3 9 999 0
.

2 2 5 2 111 一 1
.

7 0 7 666 0
.

3 95 1 333 一 2
.

1 1 1222

111555 0
.

2 1 6 0 111 一 1
.

8 5 4 333 0
.

7 0 0 7 777 一 1
.

9 9 1 666 0
.

4 8 7 1222 一 2
.

4 9 0444 0 8 13 2 333 一 2
.

96 8 888

222000 0
.

3 7 9 1 111 一 2
.

4 5 1 999 0
.

9 8 3 0
’

iii 一 2
.

6 2 3 000 0 8 23 7 333 一 3
.

2 0 4777 1
.

30 6 222 一 3
.

68 1333

222 555 0
.

5 8 2 9666 一 3
.

0 33 222 1
.

2 9 9 777 一 3
.

2 2 9 555 1
.

2 1 5555 一 3
.

8 4 7 222 1
.

8 37 222 一 4
.

2 7 2444

333000 0
.

8 2 3 8 222 一 3
.

5 95 777 1
.

6 4 4 999 一 3
.

8 0 8 111 1
.

6 4 6 777 一 4
.

4 2 0 999 2
.

38 4 222 一 4 7 6 8 444

333555 1
.
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夹层圆板大挠度问题的精确解 l7

表ld 铰支夹层圆板的 a 。和 b ;

的值 v ~ 0
.
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如欲求夹层圆板的中心和边缘应力
,

我们就必须利用级数 ( 3
.

la )和 ( 3
.

2a )
.

其结果为
:

0
点UaaS

,

( 0 )

S a (0 )

= S
r

! p
一 。
“

= S口}p
一 。

==

S
,

( i ) = S
r

}p
一 :
二乙

a Z ,

(3
.

9 )
i-08

S。( 1) = 5 0 lp
一 ,
二乙 ( 2‘+ z )

a 2 .

亩一 0

由边界条件 ( 2
.

1 1) 和 ( 2
.

1 2 )可知
,

在滑动固定和简支两种边界情况下
,

夹层圆板的无量

纲边缘径向应力S
r

(l) 恒等于零
.

最后
,

我们将夹层圆板的挠度和应力的计算结果给在图 1 , 2 , 3
,

4中
.

四
、

讨 论

本文使用幂级数方法求得了夹层圆板大挠度问题的精确解
.

虽然此法的数值计算量相当

大
,

但我们使用电子计算机容易地克服了这一困难
.

应用本文 的 精 确解
,

我们能验证文献

【4 」中所给的解析解的精确度
.

以滑动固定夹层圆板为例
,

我们将这两个解的数值结果及其

相对误差给在表 2 中
.

为简单起见
,

今将文献「4 」中的不同近似的解析解加以区分
.

为此
,

我们分别用下标 2 和 3 表示二次近似解和三次近似解
.

由表可知
:



仆 刘 人 怀 施 去 方

/7//八
/.

/

刊耐门叫翩月州耐
一.

”
.

印邵

厂
呵料叮赫月呵礴伪l赫月

二
/
止一

1 2 续

‘刀l/办石万
了/ /

尸
一

00伟即肠

,山1一�l,占

‘了J
r

了矛产

.1声甲r才产

澎乡
/

.

二

邓动邵刀
·

/

必
·

/
_

二
.

1 2
昌 4

( a 少v一 0
.

3
, k一 0

3 4 『-

一 i 一

— 含
-

一

‘e 夕 ( d )

图 1 不同边界条件下的澎荷与中心挠度的关系曲线
:

(卜) v ~ 0
.

3
.

k ~ 0
.

0 1 : ( e )v = 0
.

3
,

k = 0
.

05 ; ( d ) v ~ 0
.

3
,

—
一

—
固定

一一
.

—
·

—
滑动固定

—
”

—
· ·

—
简支

- - - - - - - - - - - - - - - - -

一 铰支

k = 0
。

10
.

( 1) 三次近似解与精确解几乎重合
,

它们的相对误差小于 0
.

5拓
,

( 2 ) 二次近似解便有令人满意的精确性
.

一般说来
,

它与精确 解 之 相 对 误 差 小 子

10 终
.

这说明
,

对夹层圆板的大挠度问题而言
,

修正迭代法
‘毛’
能给出十分精确的解

,

即使只

做到二次近似
,

就能得到满意的近似解
.

致谢
:
刘怀玉同志参加了本文一部分数值计算工作

,

特此致谢
.
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:

0 ; (b )v 二0
.

3
,

k = 0
.

01 : (c )v = 0
.

3
,

k 二0
.

05 ; (d )v二0
.

3
,

k 二0
.

10

一
固定

—
·

—
·

— 滑动固定

—
· ·

—
· ·

—
简支

一一
“ - ·· ,

一
- ·· - ·

一 校支

蛋(1) S. (1)

/

才
J才夕

了
/

/ /

弓

3 谧
}一之匕
O 孟

(a ) (b )



20 刘 人 怀 施 云 方
.

- 一一一- ~ - ~ - - 润~ 曰 . ‘

S, (1)

,/

/产/
/

,

/

料
一幼n

//}
”

尤

淤共一一

十一卜六乃
甲

。

(c ) fd )

图 3 不同边界条件 下的夹层圆板边缘的径向应力
:

(a )v ~ 0
.

3
,

k ~ 0 (b )v ~ 0
.

3
,

k ~ 0
.

0 1 ; (e )v = 0
.

3
,

k = 0
.

05 ; (d )v 二 0
.

3
,

- -

一一—一 固定

k一 0
.

10

铰支

才从
\

一\

S’(1);耳十
ee
叫破

一奋一拼少

卜、
、

凡‘J.针
.

叭 叭
1 2 3 一 ‘

\扭) 仁b )

S , (1)

�

;班sa(1)

3 截

( 0 )

( a )v 二 0
.

3
,

k ~ 0

( d )

图 4 不同边界条件下的夹层圆板边缘的环向应力
:

; ( b ) v = 0
.

3
,

k ~ 0
.

01 ; ( e ) v = 0
.

3
,

k二0
.

05 ; ( d ) v二 0
.

3二 k = 0
.

10
.

—
一—

固定

—
·

—
·

一一 滑动固定

—
. .

—
. .

—
简支

‘

、

卜 - -

一
‘ - - - - - - - - -

一 铰支



夹层圆板天挠度问题的精确解 沦1

表Z a
文 【4 〕的解析解与本文精确解的比较
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表 Zb 文 〔4 1的解析解与本文精确解的比较
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表Ze 文〔4 1的解析解与本文精确解的比较
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