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摘 要

本文研究不可压缩可导流体沿一均匀磁场中的椭圆管道的流动
.

在 H ar t o an n 数是充分大的

情形下
,

应用多重尺度法
,

作出解的准确到任意量级的渐近近似式
.

本方法可用于研究截面具有

光滑周界的
,

任意形状管道的磁流体动力流
.

一
、

引 言

早在 1 9 6 5年
,

H u nt 和 st ew ar tson “ ’

就研究了不可压缩可导流体
,

沿一横向均匀磁场中

的矩形管道的流动
.

1 9 6 7年
,

R ob er ts ‘2 ’

又研究沿一绝缘圆形管道的流动、 利用匹配方法作

出解的准确到M
一 名量级的渐近近似式

,

其中M表示流动的 H ar tm a n n
数

.

本文研究不可压缩

可导流体沿一绝缘椭圆管道的流动
,

应角作者在文 [ 3 〕中提出的多重尺度法
,

作出解的准确

到M
一 ’
的任意量级的渐近近似式

.

通过这两种方法的比较可以看出
,

本方法比较清 楚 和 简

单
,

并且可以用来研究截面具有光滑周界的
,

任意形状管道的磁流体动力流
,

和带有其他形

式的边界条件
.

本文只是以绝缘的椭圆管道作为一个例子
,

来阐明我们的方法
,

并便于和文
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【2 」中的结果相比较
.

假设一具有椭圆截面的管道是放置在一均匀磁场氏

中
,

并且管道的轴垂直于磁场方向
.

取管道的 中心
,

作

为所引入的笛卡儿坐标系 (x
, y ,

z) 的原点
,

并使x 一轴

平行于流动的方向
, :
一轴平行于磁场方向 (见图 l )

』

以A 表示椭圆的长半径
,

假设与磁场方向平行
;

以 B 表

示其短半径
.

取长半径 A 的长度作为坐标轴的单位长度
,

从 〔11

和【幻知
:

流动的规范速度 城夕
,

习和感应磁场 b (y
,

习

确定于下面的微分方程组
:
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其中M是流 动 的 H ar tm a n n
数

:

M = A B
。

沁 /户)贵; p
, ; 和。分别表示流体的密度

,

运动粘

度和电导率 ; B
。

是管道所在磁场的通量密度
.

假设管道壁是绝缘
,

应给出边界条件
:

”一 b一。
,

在椭圆

等
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.
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其中 p二 - 灭一
·

定义函数 X (夕
,

约
:

X == 。+ b
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,

它确定于下面的边值问题
:

(1
.

4 )

/ 护X
.

沪X \
.

口X
已 ! -

~ 井贾r 一十 , , 二 tl 一
,

】十一; 二 一
== 一e

\ a 梦
一 a 之一 / 口z

(1
.

5 )

X I
_

_ 二

一
= O

、 一 山拟 l 一 y ,, P . (1
.

6)

其中
。二M

一 , 《 1
.

再定义函数 X (y
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因此我们只须求边值问题 (1
.

5) 一(1
.

6) 的解X
.
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外 部 解
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,
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,

可得到关于 姚
,

(i = O
,
1

,

⋯) 的

式的方程组
:

(2
.

1)

递归形

衡 文〔2] 中的(9) 式应更正为
! J
(,

.

·
)一(一。

, 二 )一晋。X (v
, : )+ x (,

,

一 : )J

b‘。
, Z )一“(一 , 二 )一

告〔
X ‘。

, 二
, 一X (,

,

一 ‘
, ,



多重尺度法在椭圆管道磁流体动力流中的应用

鲁
一。

鲁一
, 一△断

鲁一
△? 卜 ;

(;一 2
,

。
,

二

(2
.

2 )

(2
.

3 )

(2
.

4 )

这些方程是关于 断
,

w , ,

⋯的一阶方程
,

根据文【4〕的讨论知道
,

我们应将 戳
,

(f= 。
,
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的边界条件都给在上半椭圆弧上
,

即给在退化方程〔在 (1
.

5) 中令
。= 0 所得的方程〕的特征穿

出区域的那部分边界上
.
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,
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这样继续下去
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可以求得
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6) 一 (2
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9) 式代回 (2
,

l) 式
,

就求得 X ‘. ,
.

如此求得的 X ‘。,

虽然 形式地满足方

程
·

(1
.

5)
,

和在上半椭圆弧满足边界条件 (1
.

6)
,

但在下半圆弧一 般 不 满 足 边 界 条件

(1
.

6 )
,

因此我们称它为边值问题 (l
.

5) 一 (1
.

6) 的
“

外部解
” ,

它描 述 流 动 的 主 流

(m ai n : tr ea m )
.

为了补足 X
‘。,在下半椭圆弧也满足边界条件(1

.

6)
,

在下一节将再沿该弧

段构造边界层校正项
.

三
、

边界层校正项

在下半椭圆弧的邻域引入局部坐标系 (r
,

0)
:
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:
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下面
,

再采用作者在文 [ 3 」中提出的多重尺度法
,

沿下半椭圆弧构造边界层校正项
.

引入具有多重尺度的三变量
:

, = 卫粤且
一 ,

‘一 r, ”一”
(3

.

5 )

将关于
r 和 夕的偏导数

,

代换成关于 f
,

占和 刀的偏导数

a _ ,

—
困日. 己

d r

a
.

a \
g

,

~ 三丁尸 十 8 一石万
-

I
L, J 口g /

晶一
其中g

,

主

餐
,

等等
;

口念

g
·

g ‘万严
~

十 “

口念

g , 泊而了
口,

.

口 \
. 。

口, 1

十 肠万而石
一

十 g. ,
万了

、

夕十
“一死而

一

」

/了.、、r..
..

‘

将
; 和 舀分别替换 以 0 和 冲

, 贝。得到
命

和
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;
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,
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,

省和 刀下
,
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在此情形
,

我们可取 (3
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因此边界层校正项准确到
￡ 量级的近似式为
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特例地
,

对于圆形截面管道
,

有 P = 1,
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于是解的外部展开式是
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它的准确到
“2
量级的近似式

,

曾先后被G o ld “
’,

S h e r e li ff‘
6 ’和 R o b e r t s 〔2 几等从不同的观点导

出
‘

在 (3
.

2 3) 的第二括号中
,

令P == 1
,

则得到边界层校正项的渐近展开式
、

它的准确到 已 量

级的近似式
,

可于 ( 4
.

3 ) 式中令P = 1得出
,

与 R ob er tst
忍’ 依据物理假设导出的近似式是一

致的
.

注 1
.

从 ( 4
.

3) 式可以看出
,

边界层的厚度是随
e和 e而改变

,

当 e 、士一

要
一时

,

它的厚度
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趋向无穷大
.

所以 由上面各式给出的边界层项
,

在尸
;
和 尸

:

点 (见图 1 ) 的邻域无效
,

在这

些点的邻域需重新构造边界层校正项
.

注2
。

从上面讨论的过程中可以看到
,

对于其他形式截面的管道
,

本方法仍然适用
,

只

需在构造边界层校正项时
,

采用其他适当形式的局部坐标以 代替 ( 3
.

1 )
.
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