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摘

Ri ce 定义的 J积分受介质本构关系的根制
.

本文对 J积分的 R ice 定义加议推广
,

提出不受介质

本构关系限制的守恒积分
,

并证明其具有通常J积分的性质
.

在弹性介质情况下
,

这种推广的守恒

积分就是Ri ce 定义的J积分
.

一
、

引 言

Ri ce 定义的 J积分
【”受介质本构关系的限制

.

这个限制要求应力应变关系是
“

弹性的
” ,

即介质存在一个状态函数切
,

它是应变分量的单值函数
,

应力分量a*
.与应变分量

。。, 由它联系

起来
.

(1
.

1 )
艺一召日一口

一一J

这个限制可以放宽到全量型弹塑性介质无卸载的情况
.

但在弹塑性介质的一般情况下
,

未必

存在状态函数 。(气
:)

,

却又同时存在弹性区和塑性区
,

加载区和卸载区
,

因而原则上讲 J 积

分的R ice 定义 已经不适用
.

虽然一些简单情况下的数字计算
〔“, “ ’

说 明
,

似乎Ri
o e 定义的 J 积

分也有守恒性
,

但这种结论缺乏理论基础
.

为了拓广守 恒 积 分 的 适 用 范 围
,

文献〔4 ]对

Pr a n dt l
一
R eu s s材料提出了与围道无关的I积分

.

但这个守恒积分仍受限于介质的本构关系
,

并且未考虑弹塑性介质中应力和应变可能出现的间断性质
.

在弹性区与塑性区
,

塑性加载区

和卸载区之间存在弱间断
;

在某些情况下
,

还会出现强间断
,

即应力应变本身发生跳跃
.

因

而与围道无关的守恒积分在一般情况下应计及这些情况
.

针对以上问题
,

本文把Ri ce 定义推

广
,

提出不受应力应变关系限制
,

只与应力场
、

位移场的最终状态有关的守恒积分
.

分析证

明
,

这样拓广的一种守恒积分具有与一般 J 积分相同的主要性质
.

在弹 性 介 质 的特殊情况

下
,

它与R ice 定义的J积分相同
.

为简明计
,

下面仅以二维形式叙述推广的这个守恒积分的定义及主要性质
.

任

罗祖道推荐
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二
、

弹塑性裂纹体内的应力场和位移场

研究裂纹体在 L a g r a n g e直角坐标系
。 x 夕内的平面二维问题

.

设介质不受体积力和体积力

矩的作用
; 应变是弱小的

; 裂纹面是与 y 轴垂直的平面贯穿区域
.

在外力和其他外加因素的

作用下
,

物体内形成应力场入
: ,

位移场 u。和应变场“。:

、.‘、.
、J

y,戈
a 。, = 口。, (a ;

召‘王

式中
a

—
裂纹参数 (长度)

;

= 。。: (a
;

x
,

y )
, “。= “。(a ;

x , y )
(2

.

1 )

x
,

y

—
物质坐标

.

又设 D 是挖去了裂纹前缘 T 邻域的物体所占区域
,

S 为其边 界
;

S 。(k = 1
,

2
,

3
,

⋯ n)

为域 D 内按段光滑的有向曲线
,

如图 1 中 A B
,

B C 和 D A 等
.

用 刀 : 表示 D 中排除了曲线

S ‘ (左= 1
,

2
,

二。) 的区域
.

一般而言
,

在 D 上 外 . , u *

和‘ :总满足如下条件
:

1. 在 D 上 价
: 是静力允许 的

,

即 在 D s 上 几
:

可

微且满足

a 。; , 。= 0
,

。* . = 。‘。,

(二
,

y )c D 。
(2

.

2 )

在 S 。和 S 上
,

满足毗连介质的平衡条件

T 。= 口伪
·

场
,

图 1 区域 D
.

式中
n ,

—
S 。或 S

侧上的应力矢量
.

(二
, , )C S

,

或 S (2
.

3 )

法线的方向余 弦
: T ‘

—
S 或 S

‘

正

2
.

在 D 上
, “‘一‘ , 是几何相容的

,

即在 D 上 “。 连续
,

在 D : 上有连续的应变场

1
,

‘血互= 气凡
~

气“几
, t十 材王, 自少

‘
(2

.

4 )

线段 国
,

可以相应于弹性区
、

塑性加载区
、

塑性卸载区和卸载后的 加 载 区 等 之 间的界

线
.

按塑性理论的一般原理
【“’,

横越曲线 S , 时
,

应力应变可以是连续的
,

对坐标 的 变化率

可以不连续
,

这就是
“

弱间断
”

的情况
.

对于理想塑性材料
,

有时应力 应 变 本 身也未必连

续
,

这是
“

强间断
”

的情况‘。,
.

下面用 〔A ]s
‘

表示定义在曲线 S
,

邻域的量 A
,

由 S
‘

的 负法

线一侧的取值 A 【S
‘

〕通过 S
‘

到正法线一侧取值为 A 〔一S
‘

] 而产生的跳跃
,

即

[A 〕s
‘

= A [S
‘

]一A仁一S
,

] (2
.

5 )

三
、

J积 分的 一般 定义及 守恒性

1
.

在空间
。二夕 中引入按段光滑的封 闭曲线 厂

,

使厂c 口
.

这里 口为区域 D 与 其 边界

之和集
.

曲线 厂 或者不围绕裂纹前缘 T
,

或者围绕裂纹前缘 T
,

分别称之为第 I 类 和 第 I

类围道
.

用 D 厂 表示 D 在 厂 内的部分区域
.

定义 把位移场
u 。和应力场 几

: 的
、

在封闭曲线 厂 上的如下积分记作人叽
, 口。: ; 厂〕

「口“
,

飞
,

l
~

- 万we , ! a s
L O X J S f

(3
.

1 )T!
匀。

,

_ f/ 。 。 口u
八

,

J L““, 口“, ’ 2 ’云 }、。
n

一
2 ‘ ~

百王
一

/
a s一 乙

s ‘C D r

式中 B = B (a
; 二 ,

刃 满足方程
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口B (a
; x , 夕)
口戈

= 口。: (a ; x , g )
口“。。(a ; x

,

y )
口义 (x

,

, )c D s (3
.

2 )

特别是当 厂 为第 I 类围道时
,

称 J[ 价
,

几
: ;
厂 ] 为位移场

u 。和应力场 入
‘

的 J 积分
.

2
.

首先引入两个辅助命题
.

引理 1 存在函数 B (a ; x
,

y)
,

使满足方程 (3
.

2 )且在域 D 上连续
.

事实上
,

用 , = co ns t
.

和 S
、

总可以把 D 分割成有限个数单连 通 子 域 D
*

(儿= 1
,

2
,

⋯

。 )
,

如图 2 所示
.

方程 (3
.

2 ) 在各 D * 上有连续的解 B
。

(a ; x
,

y) 存在
.

对 任 意 连 续 函数

f
。(夕)

,

函数 B
。
+ f

。也是满足方程 (3
.

2 ) 的连续函数
.

调整 人(妇
,

总可以构成在 D 上连续

的函数 B (
a ; x

,

妇
,

使其在各 D 。上与 B
。
+ f

。

相同
.

引理 2 在空间
。x 夕 中

,

如果封 闭曲线 下 (c D )的

内部不含 S
‘

和前缘 T 的邻域
,

则

J〔u。
,
口。: ; 甘] = 0

证明 由式 (2
.

2 )
、

(2
.

3 ) 和 G r e e n 定理
,

据 定义

(3
.

1)
,

注意 到 其中「票1
_

一 。
,

此引理易于证明
.

‘ U 汤 」 5
.

3
.

J【协
,
。。 ;

厂〕的守恒性
:

图 2 域 O分割成O、
.

, 〔。。
, 。。‘; r 〕一

{ (3
.

3 )
e o ll st

.

厂 为第 I 类围道

厂 为第 I 类围道

证明 对封 闭曲线 厂 所围的区域 D 厂 ,

总可以用 厂
、

S
‘

(泣= 1
,

2
,

⋯ n) 和一些补助线段

将其分割成有限个单连通子区域 D
, . ,

每一个 D
, ,

的内 部都不含曲线 5
.

和裂纹前 缘 T 的邻

域
.

这里 D
, ‘

表示以 v
‘

为边界的区域
.

利用引理 2
,

在 D r
内作和

,

得到

艺 J〔u 。
,
。。, ; 护

‘

] = o

, ‘

C D r

由定义 (3
.

1) 和 B (a
:
二

,

妇 在 D 上的连续性
,

当 厂 为第 I 类围道时 〔图 3a)

a
.

「为第 I 类围首 b
.

「为第亚类围道

图 3 O r 内的子区域 O州
.

艺 J〔。
、,

。。! ; 丫
‘

1 = J [ u 。
,

a 。, ;
厂 ] = 0

丫
。

C D
厂

这就是第一个结论
.

当 厂为第 I 类围道时 (图 3 b)

E J Lu
、,

a “ ;
,

‘

〕= J〔协
,
。。: ; r 〕一 Jtu。,

。。: ; 厂
‘

〕
一

二 o

当 仁D 厂

式 中 厂
’

为与 厂 不同的另一条第 I 类围道
.

由此得到第二个结论
:
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J〔价
,

几 , ; 厂〕二 J〔价
,
口。 ; r 勺

值得着重指出的是
,

这个命题的叙述和证明不涉及介质本构关系的任何具体形式
.

四
、

能量意义及与 R ice 定义的关系

1
.

引入记号 K [它‘
, a * , ; P ]

K 〔“‘
, 。。: ; r 〕二

}
T 。“。d ·+

r

艺
S ,

C D r )
‘

, 。〔“。’s
‘

ds -

价 :
鲡 d x 娜夕

(4
.

1 )

式中

一

公
。。二

备
。。(a : x ,

y ) 斋
一(一 ‘ , “,

(4
.

2 )一蔺
r
J、
.

旬II
.

忍, 、‘,

厂

可以证明

K 〔仓。
, a 。: ;

0 厂 为第 I类围道
c o n st

.

厂 为第 I 类围道

事实上
,

对不含前缘 T 邻域的区域 D 厂 , 泣。可以作为虚位移
,

由虚功原 理
,

根 据 叭
:

的

静力可能性质及 人褚‘。的几何相容性质
,

易于证明第一个结论
.

再用复合围道原 理不难证明

第二个结论
.

2
.

如 R ice ‘” 那样
,

引入裂纹前缘的伴随坐标系
。xl 夕:

(图 4 )

x : = x 一 a , y : 二y (4
.

3 )

!
,...J

的妇

由式 (4
.

2) 得到

。·(
a : x , 。

卜备
“。
(
a ; 二 ! , 。!

卜备
。。
(
a ; 二

,

‘。:(a
; x , 。

卜斋
。。!
(

a ; x : ,

, ;

卜会
‘!(a ; 二 ,

(4
.

4 )

把式 (4
.

4) 代入式 (4
.

1 )
,

因为
篇

娜 (a ; xl
,

y ;

) 作为虚位移是几何相 容 的
,

虚功原理成

立

器
‘

一
, 1

, d · +
、

,

买 I
T 。

[器
(

一
。 ! ,
〕
。‘ d ·

一 , 、- ~ r 百‘

T

护.里..,曰厂

一

i!几
‘

,

书咎 (价
O a

a己。:

x : ,

y : )d x d 夕

再由定义 (3
.

1) 可得

J 的能量意义
:

K [ 云。
, 。。: : I’ ] * J〔。。

, a 。, ; 厂 ]

3
.

当应力场和位移场只有弱间断时
,

(4
.

5 )

「口u , 1

I
,

一不 - -

l = U
L a X J S

、



厂厂
’’

不受本构关系限制的守值积分

这时
,

定义 (3
.

1) 可简化成为

‘〔

一
r , 二

)(
B
一

T 。

器)
“· (4

·

。)

4
.

在弹性条件下
,

介质存在一个应变分盲勤为单值函数

。
,

使式 (1
.

1 ) 成立
,

这时方程(3
.

2) 的解可以取作

B 二 切

由于 几 , 和 气 ,

无间断线
,

因此定义 (3 砚) 和 Ri 瑰 定 义

等价
.

五
、

结 语

图 4 坐标系 o x , y ,

由普遍形式 (3. 1) 定义的积分 J〔吸
,
。川 尸〕是 由 裂 纹

沐中最终应力场 几
,

和 最终位移场
。、确定的守值积分 ;

这种

定义较之 J 积分的 Ri ce 定义更有普遍性
.

在弹塑性裂 纹 体

应力应变关系的任意条件下
,

具有守值性和能量意义
,

因而

不受介质本构关系和加载方式的限制
.

在特殊情况下
,

当介

质材料存在状态函数 二 时
,

这种定义与 Ri ce 定义等价
.

本文得到上海交通大学罗祖道教授的帮助和指导
.

作者在此致谢
.
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