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摘 要

本文讨论圆底扁球壳在非对称载荷下的计算
,

给出了六种偏心集中载荷下的解
,

它们是
,

1
.

法向集中力
,

2
.

经线切向集中力

3
.

纬线切向集中力
,

4
.

切面内集中力偶
.

5
.

经线法面内集中力偶
,

6
.

纬线法面内集中力偶
.

此外
,

由偏心集中载荷的解还导出了按 co s”e 分布的环形线载荷的解
.

一
、

引 言

关于球壳在顶部受集中载荷的问题
,

已有相当完备的解答
.

在顶点受法向集 中 力 的 情

况
,

首先由 R e is s n e r ,

E
.

‘”用扁壳理论得出
;

Flu g g e ,

W
.

‘幻和 K o ite r ,

W
.

T
.

‘“,又用

非扁壳理论讨论过
.

在顶点受切向集中力
、

法面内集中力偶和切面 内 集 中 力 偶 的 情 况
,

L u k a s iew ie z ,

5
.

川用扁壳理论讨论过
; S e id e ,

P
.

‘“’和 L u k a s ie w ie z ,

5
.

‘“’又用非扁 壳

理论讨论过
.

关于球壳受偏心集中载荷的问题
,

讨论得较少
.

K叩eH eB
,

B
.

r
.

在〔7 」中讨论过扁球

壳在偏心载荷下的问题
,

但其解答远未完备
.

r Ha
T H K 二 B ,

B
.

H
.

‘“’补充 了 K oP
e
He

B
解 中

遗漏的项
,

给出了偏心法向集中力和经线法面内集中力偶的解
,

但他将应力函数 卯表成任意

双调和函数与一特解之和
,

未能满足基本平衡微分方程
.

此外
,

将应力函数 沪只表成三角级

数
,

也是不完全的
.

例如它不能包括下面载荷º
、

À
、

¼的情形
,

对于载荷¹
、

½
、

¾的情

形也需补充有关 切向位移的单值条件
,

同时在具体求解时
,

只对挠度 。 转换极点
,

根据叨求

应力函数的特解
,

也造成解答的遗漏
.

因此所得结果是有问题的
.

另外
,

W il k in so n ,

J
.

P
.

和 K al ni ns
,

A
.

‘。’讨论过球壳受偏心法向集中力 的 问 题
,

但未涉及其他五种载荷
,

且所用方法也与本文不同
.

本文在〔7 ]
、

〔8 」的基础上
,

讨论圆底扁球壳在任意点受集中载荷的计算
,

包括所有可

能的六种情形
:

¹ 法向集中力
,
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º 经线切向集中力
,

» 纬线切向集中力
,

¼ 切面内集中力偶
,

½ 经线法面内集中力偶
,

À 纬线法面内集中力偶
.

求解时将解分成齐次解及特解两部分
,

而特解则利用无限壳在顶点受集中载荷的解
,

通过转

换极点的方法和 B es s e l函数的叠加公式求得
.

此外
,

由上述结果还得出了按
c os 动 分 布的环

形线载荷的解
.

其中部分结果在〔1叼中曾用初参数法求得
.

本文例题由张铜生同志计算
.

二
、

扁球壳的基本方程及其齐次解

扁球壳的基本方程为
〔川

:

v ZvZ , +
一

豁
一

v Z田一 。

v “vZ田一赤
v知 一号 { ( 2

.

1 )

这里

_ 。

口2 .

口
V ‘

-
- 石万了 十下石万

一

十
O r 一 r o r

日2

r Z日8 2 ( 2
.

2 )

各内力分量与应力函数 卯 及挠度 。 的关系为
:

、、..eelwe..welwe..wese

⋯
l
we||,了‘、 r

一 1 口切
. 1 口2沪

: v r
一—

~ 二干- - 门~ 一 一
万

~

一 ~

又万了
r a r r 一 口口 -

N , =

N
r 。二

a么甲

口r Z

口甲

r Z口乡

口2甲

r口r口0

M
;

一
D f嘿 +

一

竺一妙 +典
\ O r 一 T a r r 一

日2功

口口
么

。 / 1 口功
.

1
Ivl 、

二 一刀 l一
一

不一 十 ,\ r o r r -

口2切
-
二 , 石孟 叫 ~ V

d 口‘

日2叨

口r Z ( 2
. 3)

、

一 d
l吐 r ‘- 一 Ll一 v ) 刀

一 ~

五 二

口 r

了立一鲤、\r 口口 /

Q
,

一
D 一

晶
一

; 2功

Q ,

一
D
谕

v : tD

犷
,

二Q
,

+
口M

r ,

, a夕

位移分量与内力的关系为
:
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日“

口犷
望
R

N
厂
一 vN ,

E t

口勺

r口口
望
H

N 。一 vN
r

(2
.

4 )

口u
.

d , v \
,

下丁了 十 r
曰

二下一 l一 }=
r o 口 o r \ r /

2 (i + v )N
r ,

E t

转角

月二
-

旦竺
口r

(2
.

5 )

各物理量的意义见图 1
,

图中所示为正方向
.

2 齐次方程的解参照 〔n ] 及 【1 0] 的方法
,

可求得为
:

b e r o f + C
o
be io f + D

。
k e i

。 护 一 I)
。
k e : 。 户

e o s n s

8乙间材豆汀二 沪歹
-

切 = E 产

+

<
月二f

”
+ B沪

A舀+ 0
(2

.

6 )

吼\/

宾(
c
二b

e r 。 , 一C孟b
e i。 ‘ + D孟k

e r 。 f + D孟k
e i。 护

/ 石 于”+ 风
, 一 ’

十火
0

0
+ B舀I

n , >)一
“+

一

概
。 (0 sin s一 In ,

·

c o s o )+ B ;0 (2
.

7 )

这里 A二
,

A二⋯为待定常数
.

式中 < > 内并列的三行中
, 一

七行为
n > 2 ,

中行为
”= 1. 下行为

打二 0 的结果 ; < > 内并列两行时
,

上行为
n ) 1

,

下行 n = 0 的结果
.

以下同此
.
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为了方便
,

这里采用 了无量纲坐标

(2
.

8 )
·

一
l

一一
一r

其中

:一

粼
R

Z tZ

1 2 (1 一 v Z

)
(2

,

9 )

应当指出
,

在 B 二 a e o B ,
B

.

3
.

[ 1 4 ] 和 L u k a siew ie z ,

5
.

[ e〕中
,

齐次方程的解是不完

全的
,

比式 (2
.

6 ) 和 (2
.

7) 少了后面那些项
.

应力函数 甲 中有两项是多值函数
,

但相应的内力和位移仍是单值的
,

其中 , 0 si n o 项是

保证位移
u 、 。

为单值所必需的
.

将式 (2
.

6) 和 (2
.

7) 代入式 (2
.

3 ) 的有关式中可得

一半卜
:

(ber
: 于一丁ber 一卜、

ei;
户 -

价
t ·

-

~

二 一 ,

0 e l 朴 r

r )
.

。
,

了
, . , _ n 念 、 .

_
\

.

。
·

了
、 , _ ”2 、 _

\
十 U

·

又
压 e , · r

一
下一 K e‘· r

/ 十 刀
,

气
长e r · r

一厂
K e r . r

/

(2
.

1 0 )
l
、Jr...

力汀
儿

os

1........J、、//
一B 二n (1 + 刀)(护)

一 ”一 ’

_
.

, _ .
_

B
一B ; 2 (f )

一2
十 二共

1 -

一
‘ 一 、

一

”
1 + v

+ B 舀(f )
一 ’

//
产、、、

+

,

{二 l
N

扫

一‘专
一

{忍l
一 c“(臀

b e ‘
·

f + 户 b e‘·
‘ 一 b e“

·
f

’+ C二
(臀

b e r ·

”一 于b e‘
·
‘一 be r “f )

+ 刀 : (艺
一

k e i。 。 + 。k e r 。 * 一 k e i ; * 卜 刀二(一匕
.

k e r .
, + 。ke i

。
。 + k e r : ,

、
、 r /

’.
、 r

一

/

!
夕J...

�月甘
刀O

l

ee
.

l....J、\
、

//
JB 扁n ( n + 1 ) ( f )

可 2( , )
一么

一

一 B 6 ( 护)
一 ’

一 月一 L

B
,

1 + v ( 2
.

1 1 )

/
了

、\

+

,注一�r
N

一
。
务{鬃

·

t
C二(

b二 ;
护-

令
b二

,
,

)
一 C二(

b·‘;
f -

、、.产万十 ”

小
e ‘二, 一

告
-

k ·‘
·
f

)
+ D 品( k e r

石
护 -

: k e r ,
厂

+ A孟(
。一 z ) ( , )

” 一 ’
一B石(
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一 B
,

1 + 梦 」
s ‘n ”乡 +

一
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)

粤立}
、
一青卖{

、卜
b

一
( 1一,

( b
e r 二f n Z L

-
一万

, 一 U 七r
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.
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)」
+ C二【

b⋯
‘
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1
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-
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叫
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.

一补 匕e r · 犷
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.

1 3 )

1 黑
犷 r 二二二 - 二共 ; 二一 》

允l
‘

ee
日 {

c ;〔
b一 : 尸十件黔(

b二二尹一
告

b

一)]
+ c :卜

be ·二护

飞l.J、、.产/

一r
护一去k e i”.月且

ekl
‘+ 丝于户i(

b二 ; , 一

告
b ·;

· 矛
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+ D二卜

k二 二

+ 。二
〔
一 kei: 。+

一

(里导少
’

(
一 k e ·; 。+

静
e·

一 。;一(· + 1 )(1一 )(, )
一{一

。

二 .

(l一 v )扮
艺

了
个一下「一

·

矛

)」
+ A 。·(一

‘) (‘一’(矛’
” 一‘

(2
.

1 4 )

将 (2
.

6) 一(2
.

12 ) 的有关结果代回 (2
.

4) 积分
,

可求得
:

。

一漂)妥}
。: 。e r ; 。一 。: 、

e *: 、 十。: 、
e : ; 。 十。 : 、e ,二。十、二, 。* )

。 一 :

。 “

l高 t

户O

l
(2

力口
件

B 二n (矛)
” 一 ‘

、-

B 石(于)
一 ’ /

厂 / 一 星
.

呈里兰、、1
1 !

刀 .

别
十 ’

.

/
‘’ ”一 1 \ 1

丽 {
”·

~

砰了十\+2 斌。 」
Cos

、 、+ o / 月

「 (洲。

1 、,
~ ,
了户

, 儿 L
_

= 户
.

刀 L
_ .

二

、 夕
.

1 灿
, 1 芍 U e r 月 I 一 场 . 气三一 U e l月 I

l 理, 吮 、 T
‘.

T

t 几一 i

n
·

n , _

月. 逮少 ~

一
长 e f ”

J. r

* + D 二巴k ei。 于

T

加,-+一介/\l.一E
+�

U

+ A 盖n( 于)
‘一 ’

+
1

1 + ,
刁孟

( 厂)
, + ‘

n + 1

. 。
·

(动
一
“

‘ . 。 , _ _

。
、 一。 一

门
宁 LJ n

万不丙刃不二刃个。
· “、r 少

’

一 J
s i n n 口

一 。
·

hi 于
.

ee 乙 刀 l ee 丁一「 , 一 , Sl n
一

1 十 V

B
。

口 -
一一 - 止~ - ( 2

.

1 6 )
l
,

r
才

一rA+

将 ( 2
.

6) 代入 ( 2
.

5)
,

可求得
:

丫
~

死丈不布巧
~

P = 一一一厄砚汀一一
一

三山

“
乙 (吼ber

。

矛+ 截 bei
。 ‘

矛+ 刀孟ke i万 一风 ke r

冲 + 式
,
种

一 ’

一 B二
。F一 ” 一 ’

) c o s n o ( 2
.

17 )

上面给出了齐次问题的全部解答
,

解答中共包 含 了 注二
,

呱
,

B孟
,

B孟
,

C孟
,

C孟
,

刀孟及 D
。

8n 个常数
,

由壳内外边界每边 4n 个条件
,

共 8n 个条件确定
.
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文献 仁1叼 中以不同的形式给出过当
; 二 O 时的齐次解

.

最后
一

可以指出
,

将前面正弦
、

余

弦互换
,

可以得到另一组齐次解
.

三
、

无限扁球壳在壳顶集中载荷下的解

根据前节的公式
,

下面给出无限壳当壳顶作用有
: ¹ 法向集中力

,

º 切面内集中力矩
,

¿ 经线切向集中力及¼经线法面内力矩四种载荷情况 (图 2 ) 时的解答
.

这时
,

根据无限壳

远端位移及内力为有限值的条件
,

常数 A孟
,

刁孟
, C孟及c孟应为零

.

另外四个常数由顶点条 件

确定
.

¹ 法向集中力 尸
: :

为轴对称问题
,

即相应于 n = O 的解
,

利用条件

。 ( o ) = 有限值

N
, ‘= 0 (或 。 = 0 )

l三m 犷
: 2开r + P : = 0

N
:

(O ) ~ 万 口( o ) 一有限值

上
’

M , 产 亏、
_
二一- 一~ 闷一 凡

后
,

可求得
: \

尸
二R 斌1乏丈i二公恋)

一

= 一 2 几万产 一
k e i 于 (3

.

1)

尸
z R

2汀
( In 尹+ k e r 矛) 咬3

.

2)

上式与文献 〔l 」的结果是一样的
.

º 切面内集中力矩 M
二 :

亦为轴对称问题
,

利用条件

叨 ( O) = 有限值
,

N
,

( o ) = N 。( o ) = 有限值
,

1i m 厂
,

2汀r = 0

N r , 2汀r :
二M

二

后
,

可求得
:

功 = 0 ( 3
.

3)

甲 =

À经线切向集中力

M
, 。

—
口

2汀

尸二 :

( 3
.

4)

为对 0 = 要轴为反对称的问题
,

乙

即相应于
n 二 1 的解

,

利用条件
:

tD ( O ) 二有限值
,

M
r ( 0 ) = 0

r Z 万

、 气J v r e O S口一 I V r 刃 s i n 口J r 以U == 一 厂写

JO
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一

F的计算

“‘

l
一

万
; 。。、。

.

: 一f厂
。
+
4

一

万
,

、
r : 。。5 0 1、。二 。

o L \ 八 / J

后
,

可求得
:

却

一鱼迪摇黔皿
.

(
一

二
一 +

夸
k e i ,

,

“
丝羚

竺

翻[宁
k ei

, 矛一

穿
k er

; * +

击

: +

令
k二

, *

)一
。

(3
.

5 )

,
一

1 o r , : , 、

l
l ll r !CO S 口 一了

~

丁, 口S ln t) 之
J l j , V J

(3
.

6 )

¼经线法面内集中力矩 M 夕:

亦为对 “一

令
轴为反对称的问题

,

利用条件

。 ( 0 ) = 有限值 ,

}:
’

!N一
“一 、

·。 S ; n 。
〕
·、。一。

}:
“

〔M一
“

一 (犷
r + 一

分二
·

)一
。

〕
J。一、,

N r ( o ) = 有限值
,

后
,

可求得
:

M y斌万l
4兀D

( k e i t 户一 k e r ; 厂) e o s o ( 3
.

7 )

_ M y R / 1 .

斌 2 , _ _ _ _

二 .

斌
一

么
_ _ .

= 、
_ _ _ 。

甲 - 一
~

下二了 一、
- 一刃一 个 一几丁一‘ e r l l

宁 一五一
一丘 U l z I J 仁 u ‘口

乙几 ‘ \ 了 乙 ‘ /
(3

.

8 )

当 v = O 时 (3
.

幻一 ( 3
.

8) 的结果与文献 〔l刃 中用不 同方法得到的结果是一样的
.

四
、

扁球壳在偏心集中载荷下的解

扁球壳在偏心集中载荷作用时
,

可将解分成齐次解及特解两部分
.

齐次解第二节中已给

出
,

特解则可利用前节无限壳顶点受集中载荷的解再采用转换极点的方法求得
.

图 3 中 月 为集中载荷作用点
,

任一点B 的特解
,

可采

用前节的公式
,

但需将公式中的 于换成 户
, 0 换成 d ,

由

图 3 知道
:

声 = 双产+ 护一 Za 尸 c os o (4
.

1)

d 二 a r e t g
矛 s i n 口

矛e o s o 一J (4
.

2)

解题时需将特解展成 戮艾l表示的级数
.

下面给出六种偏心集中载荷作用时的特解

方向如图 4所示 ) :

¹ 法向集中力 尸
: :

用 (4
.

1) 与 ( 4
.

2) 中的 户及 占代替 (3
.

(载荷的正

图 3

1) 及 (3
.

2) 中的 尹及 0 ,

将解展 成 三 角 级
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数
,

展开时利用了 B e s s e l函数的下述叠加公式
r‘“’,

。:
1 ) (, “)一

云
: 。 ,

。

(*、“)二二
1 ) ( 。*‘)c。、 。。

,

当 :
、

。 时
,

二;
1 )

(。*‘)一
里

·。 ,
。

(a 、‘)二二
1 ) (*“)

c。、 。。
,

当 r ) 。 时
,

式中
。。= 1

, 。。 = 2 (n ) 1 )
.

最后得到
:

当 r簇 a 时
:

。

一些丝理卫彰奥一扩2
一

笋
: 。(b e r 。*

.

ke ;
。。

乙汀乙 I 一

石二石

+ b ei。矛
·

k e r o a ) e o s ns

切= 一
P

z
R ￡

n

2 汀
乙 (

b e r · 矛
·

k e r · a 一b e‘· 于
·

“e ,
· a

/ _ 一工 / 二、
”、 、

+ 又 2 , \ a / 夕)
c o s ”口

0

当 r > a 时
:

图 4

。。 一 ~

圣左
2汀

义
恶刃

⋯
乙

￡。 (b e r 。 a k ei。 于+ bei。 a
·

k e r 。 于) e o s n o (4
.

5 )

尸
二
R ￡

2 汀

co
/

丝一 戈, 了卜。
, 石

。

乙曰 火
以“ 刀 “

刀 . 0

k e r 。 开一 be i
n a

·

k e i。
~

_

/ 一命(穷
\、

_ _ _ _ 。 ‘ 月 , 、

‘

下\ 一。 。 / 尸
·。

一
、,

一 ,

º 经线切向集中力 尸二
:

用 (4
.

1) 与 (4
.

2) 中的 户及 己代替 (3
.

5) 及 (3
.

6) 中的 于及 0
.

将解展成三角级数
,

展

开时利用了下述叠加公式
:

。 ;! ) ( , “)
。。s 。一

置
。。

、点
1)

,

( 。“) J。 ( *户) 。。、 。。
,

当 : < 。
时

,

。 ;!
) ( , “) 。。 , 。一

置
。。

二二
! ) ( , *‘) , ; ( a“) 。。, 。。

,

当 , > 。 时
.

由 〔1幻 的叠加原理不难导出上述关系式
.

此外
,

当 r > a 时
,

户d si n 占项为多值项
,

可用减去另一多值函数 户0 si n d 变为 户s饭 占( d

一口) ,

它是单值函数可展开成三角级数
.

详细的推导见附录
,

最后得到
:
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当r < a时
:

P x (1 + : )l斌 12 (z 一
, 2

)
a

·

b e r 。 于一 k ei二a
·

b e i。 一
l (尸)

”
1

r
.

1~

—
一下 - 一二 二 二一 李 C O S n 口

2 又叮)
‘,

,
‘

!

8乙n-D
2兀E tZ

又4
.

7 )

丑丝址卜少卫界
2 汀

属
一 k e i二a

·

b e r 。 补一 ke r 二j
·

be i。 于

‘,..才

l
月巴

1

1 + v

1

Z n (n
一

1 )

0

0

(护)
”

(d )
月

(4
.

8 )
八曰甘

儿O

、
、

\/////\、

+

‘ , 了 月 、 月一 1 1

性
,

一 * _ , 。

一 l 。 一 _ 1 \U j 厄 八

嘴K e r n 犷
.

D e r , 口一 长e卫” r
“

0 e l ” 口一
~

又 一厂三万了
一
之C o s n r,

l 乙 气犷 j
‘,

j

co艺�

当 r ) a 时
:

p
二

( 1 + , )l斌 正币二
平了

2汀E t Z

( 4
.

9 )

一 k e i。 尸
·

b e r 二a 一 k e r 。 于
·

b e i ; a
叻乙�P 二( 1 + v ) l

2 兀

!
之‘,.J

门口
n;

几

S
n口一犷

一
e o s 刀口 一

1

1十 v
( 4

.

10 )

、\
、

// /

1 1 ( a )
n + ‘

1 + , Z n (” + 1 ) (矛)
”

!一李(
* l。 。+ 李军

一

、
1十 v 艺 \ 艺 r /

二李一 (一 。 l。 * )
1 月

~ 梦

//
声

\\
.

+

» 环向集中力尸。

用 ( 4
.

1) 中的 户代替

到
:

当 r < a 时
:

矛及按 ( 4
·

2) 用一 (合
一“

)代替
“

,

由 (3
·

5 , 及 ‘3
·

6 ,
可 以 得

。 =
立‘进嘿杂巫互乙

「
_ , , _ , _ , . _ , .

, 、

〔F )川
.

。

叮艺月 L匕 e r n 口
.

o e r “r ee K e l”口
.

D e ln r 少 ee ; 花只二 25 1 11 刀仗

t 气C j“J

L4
.

11)

互妞士妇二
2汀J

二 {
/

念 }
L一 乙”’、‘ e ’”“

’

。 e r ”r
十 K e r ” “

’

。e ’” r ’

1

1 + 妙

1
n 〔n 一 1)

O

0

一刃
豁集入1-

/ I
5 i n n o ( 4

.

12)

一
//了

、
.、、

、

+

当 r> a 时
·
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里匕廿些兰兰亘了
一

不盯歼于吸
_

子
乙百t Z

少兮

i
_

_

, , _ ,
.

_ , _ 、

(a)
”
}

1
“” t K e r 刀r

’

。e ‘吮“ 一 ‘e ‘” r
‘

。e ‘”“ ’一 石万了
5 ‘“ “口

(4
.

1 3

~
_

里丛l士吐( Z n (一 l; 。 i。介
·

b e r , 了‘丁一 k e r , :厂
·

t)e笼
。a )

OO乙�

( J )

、

加J吸,土
.

刀任厂
气!

、
廿

....J

2 汀 d

/ 一
l

1 + v

+ 之 J 了
, ,

l a

、
, 一石

-

一l r ll lr 一 万 二
\

‘一
F 、 乙

5 1n n 口+
a

1 十 v

一

(矛o e o s 口一 a o )

\\//

一
一(
,‘ 一

1
”( 儿 + I )

0

展开时利用了下述关系式
;

。 ,
1 , ( , ,‘) s *n 。一

云
1 1鑫

‘,

毛a “ )
Z n一

—
-

一 J
。

(汀 ) 5 i n 。0
, ”

场 r < a 时
,

。 ,
1 ) ( , *‘) s *n 。一

二
2 ,
。:

1 少

( , 、‘。 z。华“) 5 1。 。。
,

当 r > a 时
.

利用 〔12 〕中的叠加原理可以推出上述公式
.

¼切面内集中力矩 M
二 :

用 ( 4
.

2) 中的 乙代替 (3
.

D 中的 夕
,

展成三角级数 当 r > a 时 占为多值函数
,

‘

可减去

另一多值函数 夕变为 必一 0 )
,

它是单值的
,

可展成三角级数
,

最后得到
;

当 : < a 时 :

、...,己.�

!
口口

nn;
二

S甲=

0

_ 业坠界 上了二、
2 汀 石训

” \ a /

( 4 1 5 )

当 r > a 时 :

M
z 「

卿 = 一万二户l
乙J乙 L

: : (、)
· s ; n , 。+ 。

;
} ( 4

.

1 6 )

¾经线法面内集中力矩 M y:

可通过转换坐标也可利用法向集中力的解直接求出经线法面内集中力矩作用时的解
.

当 r
《

a 时 :

。

一
卫迢抓票弃互乙

“ , ( b e r n 户
·

k e i升
d + b e i n 户

·

k e r

几
。 ) e o s n o ( 4

.

17 )

半霖卜
( b⋯

户
·

k二
。

卜 b一 沂
·

k·‘。。 : + 、

;今片
·

]
。。 S ·“

(4
.

18 、
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当 r> a 时
:

= 一 丝逆卫亘
二

红二型进立
-

2 汀百 tZI
乙

e ,

(b e r

孟
a

·

k e i。 。+ b e i二
a

·

k e r 。 。) e o s 0 0 (4
.

r9 )

//
了

\\

+
M

夕R

2 兀l

黑 f
一 , ·

一夕
.

, ‘”气U e r . “
’

K e r 八 r se D e l . 口
.

K e l” T )

一
口

刀 一u

!

_ 一业扣竺兰
、

(犷)
”

\1
一吉

一

/ }
c o s ”“ (‘

’

2 0 ,

0

从式 (4
.

4)
、

(4
.

6) 及 (4
.

1 8 )
,

(4
.

2 0) 可以看出
,

文献 〔8 ] 的结果中应力函数的特 解 是

有问题的
.

解答 中不包含上述公式中最后一项
,

这是因为集中载荷的解是齐次解
,

而壳顶与

偏心处齐次解并不完全相同
.

文献 〔8 了求解时只对挠度 。 转换极点
.

根据 切 求应力函数的

特解
,

再加上以壳顶为极点的齐次解
,

这样解答中就不可能出现上述的最后一项
.

¾纬线法面内集中力矩 M二

当 r ( a 时
:

M 二R 斌 12 ( z一 v Z )
,

2万IE tZ 兄 一 Z n ( k e i , a
·

b e r砂 + k e r 。“
·

b e i舫 ) s i n n o ( 4
.

2 1)

M
, R 黑
而了子总

r 、 , , _ , _ , . _ : _ . , 、 .

/ 犷、
招

1
.

。

l 一拼又K e f . 口
’

D e r 目 r ee K e l”口
.

U e l”T ) 十 t 竺了 刃 I S lfl 刀口

L \ 口 / J
( 4

.

2 2)

当 r > a 时
:

M 二R 斌 12( 1一 v Z )
2汀 IE tZJ 乙 一 Z n ( b e i o a

·

k e r n , + b e r 。。
·

k e i。 , ) s i n n 夕 (4
.

2 3)

M , R 丝 r

二 一万一了二一 )
.

1一 2儿【匕e r n J
.

k e r砰 一 勺e 里”J
.

k e l月犷 ) +
z 兀 ‘a i言

L

( a ) n

(犷) ”
5 1n n 口 (4

.

24)

在本节的解展成级数时
,

遇到一些比较复杂的积分
,

可查 〔13〕中的积分表
.

五
、

无限扁球壳在环形线载荷下的解

将上节集中载荷沿 口展成三角级数
P

z 巴-

2汀J I

。O S n “等)
,

贝。上节解答的每 -

项就是在
r 二 a 环上作用有按 。os 动 规律变化的环形线载荷的解

.

¹ 法向环形线载荷 P二 co s no

当 r ( a 时 :

切二 一Pz

a R 双 r Z ( 1一 v Z )
E t Z 〔b e r 。 厂

·

k e i。 j + b e i。 户
·

k e r 。 a 〕
e o s ”8 ( 5

.

1 )
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一
。

⋯ }
b二

。 /

一
。

一
。 /

一(
一

六(含)
”

)}一
L \ 0 I J
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.
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当 : > a 时
:

a R 斌
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之

一
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一
1 2 (1一 , 2

)
E t念
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·
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·
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.
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·
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· / - b

一
一

~

工
~

(鱼、
”

2 刀 \ r /

In 矛 ){
一

”“ (5 “’

上式当
v = O 时与 〔1 0] 中的结果是一样的

·

º 经线切向环形线载荷 p , co s 泌
:

当 r < a 时
:

W 一 。
·( : + ·)
子[ k二 ; 。

·

b⋯
, 一 k ·* : 。

·

b·*· * +

参 ( 矛) ”
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.

5 )
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犷
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l
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”
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” 一 ’

0

0
)}一
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.
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当 r > a 时
:

、 a R F
, _ , ‘ _ : _ : . _

1
切一 p r L 工个 “少

一

石下LK e r ” r
’

。 e r · a 一 K e , ” r
’

。e , · “
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”
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.
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·
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·

b··
·
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一
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/
~

面硕石干万下子下
一
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+
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于
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0
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、

1

专
·

;
矛“ s ‘”

。
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À环向线载荷 户
。

co s no :
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:
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。
·
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,
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·
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.
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l
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(矛)
”

n (n 一 1 )(a )
”一 2

0

0

5 I n
n 0 (5

,

10 )

、
\\

户

//z//、、、

+

当 r > a 时
:
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一
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·
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·

b··
·
·- · k

一

(‘)
n

(护)
” ]

5 in n o (5
.

1 1 )

(a )
” 十“

”〔n + 1 )(f )
”

+
1

2 (1 + , )
“犷 ‘。 f

一; ){
5 1

一
e

\
/

as一
一r

//、\
.

0

0

石
一
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一

二

共
二
一 口

艺LI 十 v )

¼切面内环形线力矩 。二 co s 树
:

\人//口口称n

功二 O

/
、

华
一

(功
”

中

一
翔 2 “

火
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,

( 5
.
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/ 乙介 \ T / 当 r > a 时
.
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.
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l
卜

!\\//
月口

n
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½ 经线法面内线力矩 。 。

当 r《 a 时
:

e o s 刀8

功
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一
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月
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当 r ) a 时
:
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一
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上述公式当 ; 一 0 时与 【10 〕中的结果是一样的
.

¾纬线法面内线力矩 、 , co s no :

当 r簇 a 时
:

R 斌 12 ( 1一 vZ )
切 = 阴 ,

一 E 尸一 ( 一 n k e i n a
·
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·
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例 题
习

/ 尸
壳顶有圆孔的球壳

,

距孔中心距离为 a
处作用法向集中力 尸

,

求孔洞附近的内力 (图 5 )
.

求孔洞附近的内力
,

可忽略下边界的影响
,
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无限远
.
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由此得到 4n 个代数方程 式
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可 由

之求得常数 B 二
、

B 二
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D 二 及 D 鑫,

有了上述常数将齐次解与特解叠加即 可 求得孔洞附近的

内力
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下面给出 0= O 截面的 N , 、

N
r 、

M
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及 二
.

计算时取 犷。= 1 , a ~ 3 , v = 。
.

3
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结 果 曲线

如图 6 所示
,

其中实线为本问题的结果
,

虚线为无孔的无限壳的结果
,

孔洞附近引起内力局

部变化
,

计算结果见表 1一表 4
,

级数的收敛很好
,

表中第一行为特解
,

下面依次为
n 二 0一币

时的解
,

最后一行为最后结果
.
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附 录

第四节公式的推导
,

以经线切向集中力º 为例摘录如下
.

将 (3
.

5 ) 及 ( 3
.

6) 的 二 及 职 按下关系合成复应力函数

百 tZ

材了双 i二玉冲)
山 + 忽少 ( 1 )

得
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