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摘 要

本文用有限元法研究了机床基础件的动态特性
.

编制了多单元动静结构分析程序
,

使得能够分

析各种基础件和各种计算模型
.

提取矩阵特征对的方法采用迁移子空间迭代法
,

它具有效率高和精度高的优点
.

本程序也能在
国产 T Q一16 计算机上求解其它类型复杂结构任意所要求的特征对

.

一
、

引 言

机床基础件 (床身
、

立柱
、

工作台
、

拖板
、

横梁等 ) 的动态特性直接关系到产品加工精

度
,

一直是机床设计工作者关心的问题
.

由于基础件是一种较为复杂的空间结构
,

以往很难

进行精确的理论计算
,

因此近十年来应用有限元法研究基础件的动刚度已成为国内外引人注

目的课题
.

文 【1」
,

【2 〕
,

〔3〕
,

〔4〕中报导了近年来国内一些研究进展
,

但这些研究往往仅限于

采用一种简单单元
,

计算一个具体问题
,

或一次只能算出一个基本频率
,

在计算模型的简化

上也不尽相同
.

为了更有效地分析机床基础件的动刚度
,

探索更合理的简化计算模型
,

我们

编制了面向机床等结构的多单元
、

多功能动
、

静态有限元计算程序
,

该程序中已配置了十余

种单元
,

能满足分析各类基础件和整机的需要
,

在解法上采用带有移轴和迁移功能的子空间叠

代法
,

能一次算出若干个基频和相应的振型
.

一年来
,

应用该程序分别计算了各种基础件的动

态特性和静态特性
,

所得结果表明计算精度较高
,

计算速度较快
,

且与工程实测数值相符
.

在分析基础件的动
、

静刚度过程中
,

还探讨了各种简化计算模型和各种单元对计算结果

的影响
,

从而得出
:

只要该基础件属于以承受膜应力为主的空间板系结构
,

则可应用简单膜

元分析其前几阶整体型振动
,

这样便使问题大大简化
,

计算机的内存耗费大为减少
,

在小型

机上也可解算较大型的问题
;
另外

,

对于承受纯弯曲型变形为主的构件
,

采用不协调元往往

可期望得到更好的结果
.

二
、

自由振动方程及解法

机床基础件完全可按其实际结构离散为由膜
、

板
、

壳
、

杆
、

梁等单元组成的有限元计算

模型
.

取各节点处位移为基本未知量
,

则其自由振动有限元方程组为
:

钟万豁推荐
.
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〔M〕〔‘〕+ 〔K 〕[
u 」= O (2

.

1 )

其中 [u J为位移列阵
,

【们 为加速度列阵
,

〔K 」为结构总刚度矩阵
,

〔M 」为结 构 总 质

量矩阵
.

将各节点的位移用振幅 X
,

角频率 。 和初始相位角 甲表示
,

写成矩阵形式
:

[ u」= [ X ] 5 in (。t+ 卿 ) (2
.

2 )

由 (2
.

2 )
,

(2
.

2 ) 可得

[K 」〔X 〕= 。
2

〔M」〔X 」 (2
.

3 )

(2
.

3) 是一个广义特征值问题
.

由于实际结构简化后的节点总数及 自由度总数可 高 达

数百至数千
,

求出其全部特征值及特征向量是困难的
,

然而直接七乡向机床精度的主要是前几

阶基频和振型
,

我们认为
,

对这一 类问题采用子空间叠代法求解较为适宜
.

子空间叠代法实质上是同时对一组初始猜测向量反复地使用李兹法和逆迭代
〔5 ’

.

由机器

按一定规则 自动形成的由 q 个线性无关的
n 维 (自由度总数) 向量 {x , }

,

{x
2

卜一 {, 。

} 组成

一组初始猜测向量
,

构成一个子空间
,

通过逆迭代则使这 q 个向量中低阶振 型 部 分不断 扩

大
,

而应用李兹法则又在逆迭代过程中对该子空间作关于〔M 〕阵的正交化处理
,

这样反复迭

代的结果使逐次修改后的初始猜测向量的子空间逐步地逼近原问题 (n 维) 的 前 q 阶特征向

量构成的子空间
,

从而找到前 q 阶振型和相应的基频
.

为了保证求解的精度
,

一般应取 q 不小于所需求前几阶基频总数 p 的二倍或 p + 8
.

有 了

初始猜测向量 {x 汁后
,

则可按 以下公式循环迭代
.

[K 」「X
。

〕= 〔M 」叮X
。一 l

〕 (2
.

4 )

[K 」劳 = [工
。

] T 〔K 〕[ X
*

〕 (2
.

5 )

[M 」
关 ~ [工。」T [M 〕[ X *〕 (2

.

6 )

[ K 〕釜〔A
。

〕= 〔M」
开仁A 。〕 (2

.

7 )

「尤
*〕= 〔X

。

J〔A
。

」 (2
.

8 )

在实现上述循环迭代过程 中
,

首先对 〔K 〕作 L D L T 三角分解并加以保存
,

已知初 始 猪

测向量 [X
。

〕后
,

从 (2
.

4) 作一次回代即可求得 [尤
,

〕
,

通 过 (2
.

5)
、

(2
.

6) 分别求出 [K ]
、

仁M 〕阵在子空间上的投影矩阵 〔K 」气 〔M」气 从而将原
n 维问题化为 (2

.

7) 表示 q 维 子 空

间 (q 《n) 的广义特征值问题
,

应用修正的 Q L 法 〔“’
可 很快求得该广义特征值问题的全部恃

征值和特征向量
,

再从 (2
.

8) 求得 [X
,

〕为下一步迭代作好准备
,

如 此循环往复直至前后两

次求得的特征值之差满足一定精度为止
,

从而最终求得前 g 阶基频和相应的振型
.

分析上述过程中各步运算次数不难发现
:

如果子空间取得较大则其运算工作量剧增
,

而

其中尤以涉及子空间本身的那一个部分计算耗费极大
,

为了提高子空问迭代法的计算效率
,

不妨采用把 M
一

正交化与子空间迭代法相结合的迁移子空间方法
.

迁移子空间迭代法的具体步骤是
:

设子空间维数为 q
,

初始猜测向显为 P 列
,

若每完成

一次迭代后有前 F
。

列 已满足 。
/ 1 0 精度

,

其相应的振型记为

{x 。卜(j)
,

j二 z
,

2 , 3
,

⋯
,

F
。

(o ( F
。

< P )

在下一轮迭代前
,

先将已满足上述条件的前 F
。

列 退 出迭代过程
,

并从原始猜测向量中

递补进 F
。

列
,

重新组成的猜测向量记为 笼对
‘i) ,

j= 1 , 2 ,

⋯
, q

.

显然
,

在重新组成的猜测 向

量中必须彻底清除掉前 尸
。

阶振型
,

清除后的猜测向量为

悦x }
‘j’ (j= 1 , 2

,

⋯ g )
·
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由于不同的主振型关于质量阵正交的
,

即

{%
。

}(‘, , 仁M ] { x 。

} ‘了) 二 o (i钾j
,

‘
,

j= 1 , 2⋯
,

F
q

) (2
.

9 )

而在扛} ‘” 中已不再 含有前 F
。

阶振型
,

{ x 。

} (‘) r 〔M 〕{x }
‘j)二 0

表

故有

(‘= 1 , 2⋯
,

F
。 ,
了~ 1

,

2
,

⋯口) (2
.

1 0 )

资资牡牡
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F

并且不难构造 {x } ‘, , = {灭}“ , 一乙
a 。, {x

。

} ‘介, (2
.

1 1 )

显然
,

只要定出 入 ]
,

(k 二 1 , 2 ,

一 F
。
) 即可求出已清除前 F

。

阶振型的下一轮猜测向量
.

在等式 (2
.

1 1 ) 两边同时前乘 {x
。

}“ ) r 【M J
:

尸

{二
。

}“’了[对 〕{二 }
‘, , = {二

。

} “ , , [万〕{戈 }
‘, , 一乙

a 。, {二
。

}“ , 犷 [M ] {二
。

} “ ,
(2

.

1 2 )

由 (2
.

9 )
,

(2
.

10 ) 和 (2
.

1 2 ) 我们求得

{x
。

} (‘) , [M 」{, } (了) 一 a 、, {劣
。

}
“ ) r〔M〕{劣

。

} (‘2 = 0

就可得到
:

{戈
。

}“ , , [M 〕{灭}
‘j’

{ x 。

}(‘) r〔M」{ x 。

} (‘) (f= 1 , 2 ,

⋯
,

F
。

) (2
.

1 3 )

将 氏 , 代入 (2
.

1 1) 中即可完全确定参加下一轮迭代的猜测 向量 凌朴
‘j)

.

反复使用上述过

程就实现了
“

迁移
” ,

即可求出所需的全部固有频率和振型
,

在计算实际结构动态特性时
,

往往 由于有限元计算模型考虑欠周
,

会保留某些局部刚体

可动性
,

或者 由于结构本身存在刚度大小相差悬殊的两部分联接
,

或者为了计算无支承下的

结构自由振动都会遇到 〔K 」的奇异和病态
.

为了克服这一困难
,

采用了移轴技木
,

即 将 原

y
.
勺

。口

y
.

月
.
价

{{{{{
l
对

匕
L

丰
苦. 肠

‘

(d )

图 1 不协调元
.
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广义特征值问题 (2
.

3 夕改写为如
’

一

日哆式
:

(〔K 了+ 刀fM」夕〔X 了= (。
2
+ 刀夕〔M」石X 了 (2

,

1 4 )

刀为任意选取的正数 (一般取成与原问题第一阶基频同数量级 ) 而 (2
.

1 4) 又 可 表为
:

〔K 〕〔X J= 几〔M 〕[X 〕 (2
.

1 5 )

这 里 「K 」二〔K 〕十刀〔M 」
,

为正定对称阵
.

不难证明
,

(2
.

1 5) 的特征 向量 与 (2
.

3 ) 的

特侧:
向量相同

,

而从求得的特征值 爪 中减去 刀即为原 问题的 。产之值
.

在计算过程中
,

当对

〔尤子作乙D L T 分解时发现其某阶主子式为零时
,

或在子空间迭代过程中发现 〔K J病态时则

可立即自动进行移轴以保证计算继续进行
.

由于上述解法中
,

对〔K 」已作 L D L T 分解
,

则结构的静刚度问题
:

〔K ]〔“」= [f〕 (2
.

1 6 )

只要形成右端荷载项进行一次回代即可完成
〔”’

.

三
、

单 元 谱

我们根据机床结构的特点
,

在程序中共采用了十种单元
,

详见表 1
.

现对这十种单元分

为四类
,

简单介绍如下
:

第一类单元 (三角形
、

矩形膜和杆 ) 属于协调元
,

其中三角形元为常应变单元
,

而矩形

元则由于采用高一级的位移函数往往有较好的精度和收敛速度
,

空间杆元一般可用来描述筋

或文撑杆
.

总之
,

这类单元可应用于以承受面内膜力为主的空间板系结构
,

例如一般机床的

闭式
,

开式床身
,

立柱等
.

第二类单元 (三角形板和梁)
,

考虑了弯 曲效应
,

可用作更精细的分析
,

但 由于这 类 单

元每一个节点均为六个 自由度
,

往往导致问题的 兽未知数剧增
,

对 计 算 机 容量要有更高要

求
.

第三类单元 (四节点
,

五节点
,

六节点和八节点的等参元) 属于线性协调平面元
,

由于

这类单元沟组成节点数分别有四
、

五
、

六
、

八四种
,

有利于按实际结构形状布置节点
,

而且

对于作局部改型后的计算
,

只要适 当地更换一下单元类型
,

仍可沿用原有数据
,

给计算带来

很大方便
.

众所周知
,

线性等参元亦是属于协调元
,

应用这类单元分析结构纯弯 曲状态是很不适宜

的
.

例如对于纯弯曲变形的梁
,

图 1 (a)
,

表示其实际 变 形 状 态
,

而 (b) 则为四点协调等

参元情况
,

可见实际梁中四角点处剪应变均为零
,

而按协调元计算则不为零
,

即这种协调元

的刚度
“

过硬
” ,

为了克服这种寄生剪切的影响
,

按文 [ 8] 可将协调等参元的位移函数作适 当

修改
,

增加上两项
,

即在四点等参元上加上内部自由度
,

其中
u。 , u。 的几何意义见图 l (c)

,

(d )
.

更改后的位移函数为
:

u 二 乙N
, u :

+ (1 一梦)。
。
+ (1 一。

名

)u 。 (3
.

1 )

v = 乙N
; v ;

+ 以 一占
2

)v 。+ (l一。
2

)“
。

(:弓
.

2 )
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显然
,

这种单元是不协调的
.

采用这种不协调的第四 类单元分析结构纯弯 曲时静态变形有明显的优点
,

文 〔8」中已作

叙述
,

我们应用这类
.

单元分析结构纯弯曲型的振动特性也发现有明显的优点
.

四
、

算 例 及 讨 论

为了考核程序的可靠性及精度
,

探讨各种单元对计算结果的影响
,

分另lJ作了如下一些算

例
.

1) 悬臂梁的 自由振动

图 2 所示悬 臂 梁
,

(a) 为粗 纲 格
,

(b )为 中纲格
,

材料为铸铁
,

所得结果见

表 2
.

其解析解根据文〔1 0] 分别取为
:

, 一

责丫
~

豁
.

周 /秒

其中 几一
一第 n 阶自振频率

;

(横振 )

寿
,

—陀 阶自振频 率 的 系 数 k
:
二 1

.

8 7 5
,

k
Z
= 斗一

-

4
.

69 4 ; L = 梁的长度
; E

—
弹性模量

;

I一一梁的断面惯性矩
; g

—
重 力 加 速

度 ; A

—
梁的断面面积

; 。

—
材料的比重

.

(b)

图 2 悬 臂 梁
.

fi 一
去

一

丫万
周 /秒

(纵振 )

其中 i
一

一第 i阶纵振频率的阶数
;

表 2 悬 臂

f i

一
梁 的

第 艺阶纵振频率值
.

自 由 振 动
. .

~
曰甲. ‘州. . 州. . . 口. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 目. 口 . . . . . . . 周 . . . . . 叫. . . . 口 , . . . .

一
. . . . . 曰 . . .

.

一
!
一

二举
一

,一

犷
⋯
一 ’

犷
)

一宁
“

愕
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}
_

_

_
_

_
_ _ _ _

_

{
_

_
_ _ _

_

_
_ _

_ _
_

_

⋯
’

); ) } ;::
.

了 ‘

::;;
.

2 、

⋯
一

二
一

要
一
二

一

⋯;:弃
_ _

一

⋯一{箕
.

2
一、

一二二
一

从表 2 中结果可见
:

( 1 ) 本程序精度较高
,

按 中纲格计算所得之值已与文红2 〕中细纲

格所得之位相当接近
,

计算次数也较少
.

( 2 )对于这
一

类问题应用不协凋元史为精确
,

因为

不协调元的位移函数更能反映梁的振动型态
.

为了进一步研究其振型及精度
,

还对图 3 所示尺寸的另 一总臂梁作了计 算
,

其 结 呆 与

S A P一 5 计算值比较见表 3 ,

各阶振型完全吻合
.
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三

图3 方形截面悬臂梁
.

L 一 10 0m m B = H = 10 m m

E = 2 x 10 6 kg / e m Z 卜= 0
.

3

P= 7
、

S X 了0
一“kg / e m 3

表 3 与 SA P一 5 计 算 值 比 较

一
狈率 H z

、

万 法 } 解 析

阶 数

8 10

6 06 0

1 2 5 0 0

1 4 15 0

2 7 80 0

{ S
AP 一。 ⋯ { 万一! 不涵泰薪蔽瘾瓜一一

解 { { 矩 形 脱 元 } 不 协 调 元 卜一一
—

-

一一
- -

一
一 {三里圣兰一{

—
卜

—
!一竺全竺一{

、

二竺塑三
}

了g ‘
{

“4 2

1
”‘4

}
“

}
“

·

3

}
4 5 , 6

}
“5 8 9

{
圣8 75

}
。

}
“

·

6

} “ 7 50

}
’2 4 5了

}
‘2 5 8 0

}
‘

·

7 J ”
·

6

】
‘24 吕u

l
‘2 4 3 。

】
’ZB了,

1 “ 1
”

! 2 0 1吕0 1 2 6 16 5 } 2芝4 67 】 2 7 { 15

一一!|
!

|!1
11
.

一 阶 弯 曲

二 阶 弯 曲

一 阶 纵 振

三 阶 弯 曲

FLl 阶 弯 曲

2) 中空立柱的自由振动

为了进 一步考核本程序求解空间结构的精度
,

曾对

图 4 所示立柱作了相应计算
,

材料 为 有 机 玻 璃 (E 二

2 9 4 0 0 k g /
e m 忿 , 拼= 0

.

3 7
,

户“ o
.

o o lls kg /
e m 3

) 表 4 分

另i}列出了模型顶端一侧每边作同方向 lo k g 力 时 的静态

变形及前五阶自振频率值
,

并分别与文【幻
,

文〔3 」所列结

果
、

B
.

B
.

K a M o c K a 。 等的解析解
、

上海市机床研究所

的激光实测值作了比较
.

从表 4 中可见
:

( 1 )程序计算结果可靠
,

完全可用

于各类机床基础件的计算
;

( 2 )使用简单膜元与使用壳

元计算结果前
n
阶固有频率和振型完全一致

,

可见对于

以承受膜力为主的板系结构
,

使用膜元模型分析其整体

型前 n 阶自振频率是完全可行的
,

文〔1 1 」中曾讨论过在

静态计算中两类单元模型的比较
,

同样证明对于这 一类

结构完全可用膜元模型分析其静态变形
.

3 、 键床立柱的自由振动

T 4 1 45 坐标锤床立柱的结构简图如图 5 所示
,

共分

为 9 1个节点
,

1 04 个单元
,

所得各阶固有频率值见表 5
,

1111111
rrrrr !!!

///////

///////

图 4 中空立柱单元划分 (下底

面固定 )
.

土机时问为廿分钟 (T Q一 1 6机 )
,

叠代次数为 5 次
,

计 算 值与实测值基本相符
,

具各阶振
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型也完全一致
.

表 4 中 空 立 柱 计 算 结 果

\\\
、

才
果果 节点号号号号 静 态 变 形 (m m )))))))))))))))))))

‘‘

清 况 \\
、、、

U

{
。

⋯
洲洲UUUUU

膜膜膜 5 111 000 000 000

兀兀兀兀兀兀兀兀兀兀兀兀兀兀兀兀兀兀兀兀兀兀兀兀兀兀兀兀兀

55555 222 一 0
.

0 2 2 1 333 0
.

0 0 5 4 999 0
.

0 1 7 3 777

55555 333 一 0
.

0 5 7 3 222 0
.

0 0 4 6 666 0
.

0 3 1 1777

55555 444

{
一。

·

‘0 52 999 0 0 0 34 777 0
.

0 4 1 9000

55555 555 一 0
.

1 62 3 555 0
.

0 0 23 444 0
.

0 4 96 444

55555 666 一 0
.

2 2 5 2 333 0
.

0 0 1 1 777 0
.

0 5 4 4 111

55555 777 一 0
.

2 97 3 999 一 0
.

0 0 0 1 888 0 0 5 6 7444

壳壳壳 5 111 000 000

兀兀兀兀兀兀兀兀兀兀兀兀兀兀兀兀兀兀兀兀兀兀兀兀兀兀兀兀兀

55555 222 一 0
.

0 2 1 9 777 0
.

D 0 54 666 0 0 1 7 3555

55555 333 一 0
.

0 5 7 1 777 0
.

0 0 46 666 0
.

0 3 1 1444

55555 444 一 0
.

1 0 5 111 0
.

0 0 34 777 0
.

0 4 1 8 999

55555555 一 0
.

1 6 2 0 888 0
.

0 02 3 555 0 0 4 9 6000

55555 666 一 0
.

2 24 888 0
.

0 0 1 1666 0
.

0 5 4 4 222

55555 777 0
.

2 9 8 333 0
.

0 00 0 222 0
.

0 5 6 9666

文文 [ 3 ]]] 5 111 000 000 000

壳壳 元元元元元元元元元元元元元元元元元元元元元元元元元元元元

55555 333 一 0
.

0 4 8 8 111 0
.

0 0 5 0 444 0
.

0 2 5了777

55555 555 一 0
.

1 3 8 8 333 0
.

0 0 17 999

55555 777 一 0
.

2 5 2 5 111 一 0
.

〔0 0 1 222 0
.

04 7 1555

文文 [ 2 ]]] 5 777 一 0
.

2 8 111111111

三三角形膜元元元元元元元元元元元元元元元元元元元元元元元元元元元元元元
(((细纲格))) 3 777 一 0

.

2 8 111111111

解解 f子 解解 5 777 一 0
.

3 1444 {{{{{{{
}}}}}}}}}}}}}}}

;;;;;;;;;;;;;;;

555777 一 0
,

3 0 DDDDDDD

图 5 T 4 14 5 镇床立柱示意图
.
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表 5 T 4 1 45 键床立柱自由振动计算结果

产卜 州 计算值
J 实测介

民d
7
1改nU‘勺no,二月.二刁.‘‘

!l
卜

!
;11弓口八3

J毯�月性

~
‘、 ~

L
~ ,

阶

阶

99
.

1 3了
.

18 3
.

2 9 2
.

4 2 2
.

3

阶阶阶阶阶
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