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摘 要

本文在 C as ti g li a n 。 原理的基础上推广了单位虚载荷法
.

据此
,

用力法直接导 出了梁
、

板和

壳一类结构的挠曲面的一般方程
.

我们导出了具有非齐次位移边界条件的矩形薄板和考虑横向切变形影响的矩形厚板 的挠曲面

方程
.

同时给出了相应直梁的挠曲轴方程
.

推广了互等定理的应用
.

计算了三个简例
.

一
、

引 言

Cas ti g li an
。
原理是变形体力学的一个经典性原理

.

它给出了具有齐次位 移 边界条件的

变形体表面某一点挠度的一般公式
.

在本文
,

我们把力的作用点视为一流动变量
,

同时考虑到位移边界条件的非齐次性
,

从

而导出了具有非齐次位移边界条件的挠曲面方程的一般公式和平板
、

直梁挠曲方程的一般公

式
.

同样地
,

我们应用把力的作用点视为一流动变量的这一基本观点于互等定理
,

从而推广

了互等定理的应用
.

被推广了的互等定理的应用可用以求解梁
、

板和壳一类结构的挠曲面方

程
.

二
、

求解挠曲面方程的基本原理

假设我们所讨论的物体是小变形的
.

u , 。 和 切 表示位移分量
,

的位移边界条件
;

而 a 二 , a y , a ; ,

程和静力边界条件
.

于是我们得到

占厂
1
=

行 y , ; y 二 和 rz 二 表示应力分量
,

C a stig lia n o
变分方程

它们应满足表面 口
1

部分

它们应满足 微 分平衡方

(瓦dX + 石6Y + 面占Z )d口 (2
.

1 )
‘通口

目‘... ..
.

J门.且.. .,l�

这里 瓦
,
云和 汤 是在表面 口

,

部分上给定的位移分量
,

而变形体的余能 厂
;

是 被 余能密度函

数 厂
。

的体积分所确定的
,

于是

朴
钱伟长推荐

.
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二
;
一

{}}
: 厂

o
d 厂

因而方程 (2
.

1) 可以被表示为

占厂 = 0

这里

(2
.

Z j

厂一 厂
,
一

!{
。 ,

(“X + 沙y + 面Z )d “

它通常被称为总余能
.

如果在 日
;

上的位移边界条件是齐次的
,

于是我们有 厂= 厂
, ,

并且式 (2
.

2) 成为

d厂
,
= 0 (2

.

3 )

可以证明
,

在所有满足微分平衡方程
、

静力边界条件的应力状态中
,

以使 厂 或 厂
;

的绝

对值为最小的应力状态代表着真实应力状态
.

下面我们将在式 (2
.

2) 和式 (2
.

3) 的基础上来建立梁
、

板和壳 一类结构挠曲面的一般

方程
.

现在我们假设
,

如果虚载荷 尸是被作用于变形体表面上的一流动坐标点 (君
,

,
,

匀
,

那么根据式 (2
.

1) 我们有

“厂
1
一

}{
。 :

(““尤 + ? d y + 汤d Z )d “十 “(“
,
”,

“)d “
(2

.

凌)

这里

厂
,
一(}}

T ,

厂
。

(x
,

。
, 二 ; ;

,

。
,

。)d。

J J J 犷

我们把上式 (2
.

4) 对 尸取偏导数并使 尸 = O
,

于是方程式 (2
.

4 ) 的变分确定为

△(省
,

这里 △(雪
,

ff「 a 一
, _ _ ,

_

ff
, 1 ,

.
, ,

.

_
, , 、 .

~

叮, “) == }}}
。

一

亦
‘ 。仁工

,

“
, “

“
,
厅

,

“] d “ 一 }l
。 , 仁u 人 ‘

+ , I ‘
+ 出乙 , )“ ‘J

(2
,

5 )

, ‘

_
.

‘ ~
,

_
、 , ‘ . , _ ,

_
_ 、 _ . 、 _

_

_

_ _
, _ , _ _ _

‘ . _ _
,

_ _
、 ,

口刃
叮,

卯 是在虚载何万同上的具买位移万 程
,

曲 人
; , 厂 1 相 乙 l

分 别 衣 不看 了石
.少 更

口y
_

_

口Z
西了犷不日

~

百户
、

这就是在非齐次位移边界条件下梁
、

板和壳类结构挠 曲面的一般位移方程
.

对于齐次位移边界条件
,

方程式 (2
.

5) 成为

ff f d 一
,

以如 ”
,

“)“ l}{
:

一

砂
‘ 。又戈

,

“
, 之 , ‘ ”

,

卯邵 (2
.

6 )

从方程式 (2
.

2)
,

(2
.

3) 和 (2
.

5)
,

(2
.

6) 可以看出
,

前者为以应力 形 式 表 示的协凋方

程
,

而后者为以应力形式表示的挠曲面方程
.

如果材料是均匀的
,

各向同性而且是服从胡克定律的
,

在三维状态下的变形余能成为

厂
,
一

击{}!
: : (

小
。‘+ 。‘, 一 2· (J xa ·+ 勺。 + 。。 , + 2 (, + · ,

·

(代
;
+ 心

二

+ 代
二

)」d x d 双d 之

在非齐次位移边界条件下
,

在单位虚载荷方向上的挠曲面方程成为
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△(:
, 。

,

: )一去!{!
: ‘(a

一
+ a

一
+ J

一
,一〔(a

一
+ a

一
,

+ (a yJ : ,

+ a : a y ,

)+ (a
: a 二 ;

+ J 二 a 二 ,

)」+ 2 (1 + v )(r 二夕 r 二y ;

+ r y : r y 二 :
’

+ ·

一
)}(· ,

,
,

一
, 刁 , ‘)

d X d o d一 !!
。 ,

(。X
l + 。Y ! + 面2

1

)(一 ,
,

一
d ! d ,

(2
.

7 )

在方程式 (2
.

7、 中
, 。二 , 。y , 。二 ,

介 y , r”
,

和rz
二

表示着真实应力
,

而具有脚注
“ l ”

的

诸应力表示着被单位虚载所 引起的虚应力
,

脚注 (二 , y , 二 ; : , 。 , : ) 表示着相应的被积函数项是独立

变量 (二
, y , 二 :

省
, 叮,

0 的函数
.

对于齐次位移边界条件的情况
,

在方程式 (2
.

7) 中的边界积分为零
.

三
、

板的挠曲面方程

一 ) 矩形弹性薄板的挠 曲面方程

根据弯曲弹性薄板的经典理论
,

相应的应力成分可以写成

a 二
= 0 ;

Z��y�3一Q自
了己�
‘

九�
.
工M

x z

口‘= 一矛
-

1 2

J y 二

,工9山

、、210、LJ00

户
.

‘‘一
�
一

价一4
�

hs厂
止1一2

r x y = 了y 劣之
M

二

尸
h
“

1 2

Q夕

r x 之 二二 :

。
二

合(等一 )
ha

1 2

r 夕 之
-

距中性面为
二 的元素上任一点在 x 方向和

口叨
u 二 一

,

万妥
一

毛

y 方向的位移分别为

口切
口二二二

一

—
Z

口万

忽略横向切变形对薄板弯曲的影响
,

同时将前述方程式 (3
.

D 的 诸 应力值代入方程式

(2
.

7) 中的体积分中去
,

我们求得

音
一

}{{
。〔( 。

一
+ a 刃一 ,一( 。

一
+ 口·a 一 ’

+ 2 ( 1 + , ) r 二夕T x 夕 ,

] (二 ,
夕

, : ; : , , , 。) d 劣d 夕d z =
1

D ( 1 一 , 2 ) {}
。 〔五‘

·
“‘一 十 汀 ·汀一

一 , (M
x

M y , + M yM x , ) + 2 ( 1 + v )M
x y
M

x y 、

j
‘二 , y ; ; , , ,

d 劣d 刀 ‘2
.

3 )

这里的M
、 ,

M y ,

M料是真实的弯矩和扭矩
,

而 M
二 , ,

叮
y : ,

M
二y :

是由作用在流动坐标点

“
,

的 的单位虚载荷所引起的相应的虚弯矩和虚扭矩
.

代入式 (3
.

约 到方程式 (2
.

7) ) 中的面积分同时并注意到

X 二口xl + 介夕阴 + 介 zn

y ” T 二
刃 + u 夕切 + 下y zn

Z ” T 二 二 l十 T 二 y m + a 二n
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我们得到沿着示于图 1 A B 边的积分

a切

a工

口切

二

)(
。 x :

, ) + (
’

一粤
二

)(下 y 二
,

: ) + 。(: 二二 1

, ) 1、。
/ ‘ 。夕 / J

/‘口恤、
、

r.IL
‘

臼O

、
一
2

、
一
21

一

!奋
。

}:[(
z , ,

,

了 口切

⋯至丁似
‘ 1

十 、一
-

西石
“

1 2

乖一 (一M
X y l

)

12

+ 汤

:

工了鱼生
.

2 、 4

一

而
-

之

一二2

)
h

3

1 2

(Q一 ,
]
d o d一{:(器M

一留
一

M
· , :

一、
· :

)
d y

一

!:(鲁)M
一 d 。一

{:
汤

(
Q

一
口M

二夕 1

口y

d , 一

{
面M

X , 1

对于沿 O C 边的积分
,

用同法我们有

1
.

.J

月
九.

一

[}:(器)
M 一 d 。一

{:
汤

(
Q二 1

- 口M
二夕 1

口y )dy
一

}汤M
二夕 :

注意到 A 戈

0
,
= 旦卫兰 _

口劣

aM
x 夕

日y

并且求A B 和O C边界积分的和式
,

我们有

比(
一

骼裤
,

、〕:
一

【}:州鲁

鄂
一

冲 ]:
一

[(耐。
:

):」:

}B

三- - 一一~

一州

(3
.

4 )

对于C B
,

O A 两边
,

相应的表达式为

[\:( 会)M
一“〕:

一

[j:
汤

(鄂
一 2旦
笔笋

一

)dx 〕:
一

少
M xy

:

):]:
(3

·

5 。

将式 (3
.

3)
,

(3
.

4)
,

(3
.

5) 代入方程 (2
.

7)
,

最后我们得到

“(:
,

,
卜项止、{:{:

〔M
孤

:

+ M二
, ,

一(M
·

、
,

+ M
·
M 一 ,

+ 2 (‘+ · , M二M一 J(

一
:

,
一 d X d , +

[}:(豁)M
· ,

d ,

]:

+

[I: (器
一

)
M一 dx r

一

阶
“ )(

aM
劣 ,

a戈

一 2
一

嘿犷
一

协 ]:

「f
。 ,

一
、

一L}
。 气‘”’ 黯

一 2
.

黑笋 )
d !

1:
一

[(
2汤

)(M
·夕 ,

):〕
口M 口M

(3
.

6 )

这就是具有非齐次位移边界条件以弯矩
、

扭矩表示的矩形弹性薄板的挠曲面方程
.

对于齐次位移边界条件的情况
,

相应的挠曲面方程为
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1 f
a
fb

。 、 ,

凸 七互 , ”) = 刀丙二公叮 }
。

}
。 L‘段 “ z姓 “ 】

+ ‘姓 y ‘性 y ‘
一 , 又‘姓 “‘Vl y ,

+ zVl y‘讨 x l

)

+ 2 (1 + v )M
二夕
M

x 夕 ,

」(二
, 夕 ; : , , )d 劣d 夕

易于证明
,

对于直梁
,

具有非齐次位移边界条件的挠曲轴方程为

1 ‘
: : 工 。 , 、 J

_

二 「d zD , 工 二。 1
△(占) = 带了、(M

二
M

二 ,

) (二 , : )d 义 + }共匕 M
x ,

一 面Q
二 ,

!一
、 ” 2

一 E J jz
、

““
’

“
‘ 2 ‘蕊 ’互 ,

一
‘

L d牙
‘’

“
‘ 一、“ J

对于齐次位移边界条件
,

挠曲轴方程成为

(3
.

7 )

(3
.

8 )

1 「
, , ,

。L右) = , 云而, ! 仁丈才 x l吐 劣 , ) ‘劣 , 君) 口戈

‘ J JI
(3

.

9 )

对于弹性薄板
,

在挠度和弯矩
、

口2切

一丽砰一二一

扭矩之间具有基本关系

1

D (1一 v Z (M
二一 v

M
y )

a Z切 1
,

几而王一= 一刁之不石
恋万

一 (M 夕一 v
M

二) (3
,

1 0 )

口2切

a x 口g D (1一 v )
M

二夕

下面我们将证明
,

式 (3
.

10) 中的真实挠度。 等于式 (3
.

6) 或式 (3
.

7) 中的挠曲方程

△(省
,

的
.

将式 (3
.

10) 代入式 (3
.

6) 中的面积分
,

我们得到

I f
“
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一
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一

}
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一
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-
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一
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M
, :

a 戈2

_

口Z

M
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以
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(
~

鲁
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、

嘿姜丝
~

)
(功 )、·

]:
(3

.

1 1 )

将式 (3
.

n ) 回代到式 (3
.

6) 中的面积分中去
,

由于 田 是板的 真实位移
,

因此沿板边界

的全部积分为零
,

最后我们得到

“(c, 的
一 !照

口Z
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_
_

口Z

M
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M
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\
,
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0 汤 。汤。y U 甘 /
(3

.
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注意到 M
x ; ,

M 夕; ,

M
二y ,

表示着作用于流动坐标

扭矩
,

并且应用积分中值定理
,

我们得到

△(雪
, t7 )二田(占

, 叮)

对于直梁
,

同样可证明

“
, 冲) 处的单位虚载荷 所产生的弯矩和

(3
.

13 )
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A (占) = 脚(雪) (3
.

1 4 )

二 ) 矩形厚板的挠曲面方程

对于厚板
,

必须考虑横向切变形对板的弯曲的影响
.

采用了具有三个广义位移的板的弯

曲理论
.

对于板的弯曲变形曾假设
,

变形前垂直于中面的直线段在变形后仍保持为直线段
.

这个

假设导致三个位移分量被三个广 义位移来表示
,

即

u( % ,

万 ,

约 = 一二功、(x
,

夕)

v (x
, y

, z )= 一 z 功y (x , 夕)

切 (%
,

,
, 之 )= 功(% ,

夕)

诸应力分量与相应的弯矩
、

扭矩和切力之间的关系与式 (3
.

1) 相同
.

对于均匀
、

各向同性且等厚度的厚板
,

内矩
、

切力和三个广义位移之间的关系为

、
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下面我们将不加证明而直接给出具有非齐次位移边界条件拓形厚板的挠 曲面方程和转角

方程
.

浇曲面方程为
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易于写出沁 方程
,

故省略
.

对于具有非齐次位移边界条件考虑横向切变形影响的直梁
,

其挠 曲轴方程为
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转角方程为
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如果位移边界条件是齐次的
,

那么在诸方程 沼
.

15) 一(3
.

1 8) 中的边界积分应该为零
.

作为前述理论的初步应用
,

让我们求解一直梁的挠 曲轴方程
,

这直梁一端简支
,

另一端

为弹性支持
,

距离简支端为
a 的距离作用一集中力 尸 (图 2 、

.

解
:

首先
,

我们求 O 月 段的挠曲轴方程
.

实际载荷的作用示于图 2 (a )
,

相应 的 弯矩分

别为
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a ( % ( l}
作用于 O刀 段内流动坐标点 言的单位虚载荷示于图 2 (句

,

相应的虚弯矩分别为
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在梁的右端

,

烧度和切力分别为

_
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将式(3
.

1 9 )一 之3
.

2 1) 代入方程 (3
.

8 )
,

我们求得 O 注 段的挠曲轴方程如下
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对式 (3
,

2 2) 积分合并 睿的同次幂
,

我们得到
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(占) [或者 切 2

(豹〕取 舀的导数
,

或者我 们 在 O A 段 (或 过B 段) 的一

流动坐标点 舀外施加一单位虚弯矩均可求得转角方程
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,

我们来计算一如图 3 (a) 所示细长直梁的挠曲轴方程
.

解
:

将此梁的弯矩方程展成三角级数
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如图 3 (b) 所示
,

由作用于流动坐标点 古处的单位虚载荷所引起的弯矩方程为

M
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将式 (3
.

2 5) 和式 (3
.

2 6) 代入式 (3
.

8 )
,

并注意到式 (3
.

8) 中的边界积分 为 零
,

挠 曲轴

的方程为
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对于中点挠度取级数的前二项
,

则得
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这 与材料力学方法所得的结果 ,
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是相同的

.

当简支梁在A点作用有集中载荷尸时
,

其弯矩方程为
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当简支梁在B点作用有集中弯矩M
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时
,

其弯矩方程为
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在这 两种情况下
,

据方程 (3
.

2 6)
,

(3
.

29 )
,

(3
.

3 0) 和 (3
.

8) 就可求出相应的挠曲轴方程
.

应该指明
,

直梁某一点挠度的正负号取决于单位虚载荷的方向
,

正号则表示挠度 的方向

和虚载荷的方向彼此相同
,

负号则表示方向相反
.

四
、

功的互等定理的推广应用

下面我们将推广功的互等定理的应用于求解平板和直梁的挠曲方程
.

我们假设
,

于中面流动坐标点 (占
,

的处作用有单位虚载荷的简支矩形板为第一系统
,

具有

四边固定的受真实载荷作用的同一矩形板为第二系统
,

于此两者之间应用互等定理
,

我们得到
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这就是第二系统挠曲面的方程
.

如果我们取在流动坐标点 占处作用有单位虚载荷的简支梁为第一系统
,

而具有实际载荷

作用的两端固定的同一直梁为第二系统
,

对于第二系统的挠 曲轴方程
,

我们有
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,

举一简例让我们来说明互等定理的应用是如何推广的
.

一长度为 l受集度为 g 的均布载荷作用的悬臂梁示于图 教时 在流动坐标点 占处作用有

单位虚载荷的同一悬臂梁示于图 J(b )
.

图 4

对于示于图 4 (的的系统
,

我们分别有
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于图 4 (a) 和〔b) 之间应用互等定理
,

我们得到
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这就是示于图 4 (“ )的第二系统的真实挠曲轴方程
.
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