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摘 要

本文指出传统的边界层方法 (包括匹配法和 V i戮k一L yus ter ni k 方法 ) 的不足
:

不能作出边

界层项的渐近展开式
.

提出多重尺度构造边界层项的方法
,

得到符合实情的结果
.

又与 L e vi 二。n所

用的方法比较
,

本方法能更简单地导出后一方法给出的边界层项的渐近展开式 又应 用 此方法研

究现有的关于奇异摄动的某些成果
,

指出这些成果的局限性
,

并在一般情况下作出解的渐 近展开

式
.

引 合耳切

先分析一个例子
,

以引出我们的论题
.

考察下面常微分方程的边值问题
:
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g (0 )== a
,

夕(1 )= 刀

其中
。
是正的小参数

,
a和刀是常数

.

通过适当的坐标变换
,

可求得边值问题的真实解为
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(1
.

3) 式右端第二项只在端点 x = o 的近旁有意义
, 丫用来校正第一项 (称为解 的

“

外 部 展 开

式
”

或
“

外部解
”

) 以满足旗端点的边界条件
,

称它为 书边界层校正
”

或
“

边界层项
”

在

(1
.

3) 式中
,

每个括号中的后项系数与前项系数之比
,

当 e , o 时是有限值
,

是真实解 y 的渐

近近似式
·

但是应用传统的边界层方法 (包括四配法和 V i就k
一

L y us ter ni k 方法 ) 只能求得
女
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在 (1
.

4) 式中
,

右端第二括号中后项系数与前项系数之比
,

当 。, o 时是无界
,

而不是边界

层项的渐近近似式
·

正如 M “

ho ny
‘

势和
Fow 州

‘’

所说的那样
,

对于变系数的微分方程的

边值问题 (或初值间题 )
,

它们的边界层项一般不具有形式 (. 二 ) e

早在 1 9 5 0年
,

Lev ills
o n ‘“’ 就研究过变系数的二阶椭圆型方程的 D ir ic hl 改 问题 :

L叫二。△“+ A (劣
,

夕)u 二 + B (x
,

g )“y + C (沈
, 夕).

砚
-

、

·

、
_

子刀妙口)
一

(朴功 〔R
_

(1
.

5)

u
1
5 = p (x

, 夕)
,

(戈
,

夕) 〔S (1
.

6 )

真币诊表示有界区域 R 的边界
.
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:
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边界层函数
” ,
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,

、 一 一

蔚
’

破 +g 乡
一助一助二b

‘

、 (1
.

8)

而 h( 二 ,

川确定于一阶线性微分方程
: 。 :

_ ’

飞
-

(A 一 2夕二

)h x + (B 一 2夕 ,

)h
,

+ (C一 △夕)h = 0 (1
.

9 )

等等
·

所以边界层项否峥触于
一
’l, ‘

’一

变 量 二 和 , 还依赖于肤!凌
量 ‘-

夕(x
, g )

8
是

多重尺度的
.

丫
J

二
一

‘
-

‘
一 、

戈

本文引进具有不同尺度的三变量
,

用以展开微分算子
,

建立新的构造边界层项的 方 法
.

该方法能更简单地求得 L e vi ns on 在〔5 ]中所导出的解的渐近近似式
.

此外
,

我们 又 应 用

此方法研究现有的关于高阶椭圆型方程奇异摄动的某些成果
,

指出这些成果的局限性
,

本文

在一般情况下构造出解的渐近展开式
.

应用本方法
,

可以 简单地求得所给边值问题 (1
.

1) 一(1
.

2 )的解的渐近近似式户与从真实

解导出的渐近近似式(1
.

3) 是一致的
.

为了节省篇幅
,

这里不再涉及其细节
.
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二
、

二阶椭圆型方程的D ir ic hl et 问题

应用本方法研究 Lev in so n
在〔5 〕中曾研究过的二阶椭圆型方程的 D ir ic hlet 问题 (1

.

5)

一(1
.
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.

保留〔5 〕中原有的记号和假设
,

不过在求解的高阶渐近近似式时
,

应要求(1
.

6) 中

的系数
、

边界 S 和边界函数 甲(二
,

功具有更高的光滑性
.
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.
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.
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,

再令沙
,

(n = 0 , 1 ,

一 )的系数等于零
,

得到关 于 U 和U
, ,
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, 2 ,

⋯)的递推方程
:
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其中 S :
表示 S 上被退化方程 (在 (1

.
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:
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.
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:
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.
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求得边界层项矛沙的渐近展开式
.

关于边界层函数g( x ,

妇的存在性
,

Lev ins on 巳在文〔5 〕中予以证明
,

这里不再赘述
.

通过与 Lev ins 。。
的结果比较可以看出岁 本方法比较有规律而且简单

,

能够 比 较 容易

地作出和【5 」中形式一样的解的渐近近似式
.
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1) 中的系数
、
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‘罗+ ·‘岁 + 一谬 )

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

⋯⋯

日4

ax Z口夕2

一 ‘一

(
‘几

:
+ e

嗡
:

+ ⋯ + e’

哟
:

) (3
.

7 )

其中 占罗
,

占罗
,

⋯
,

占罗由 (2
.

9 ) 式定义
,

和

a‘

吕 g 二g J
.

万
.

石
,

. J
-

a 4
. _ _

a ‘
.

/
,

‘Z 小g 贯一1 石而万万一 十 2 9 犷夕夕 一一万了面万二一 十 【g “g 尹+ 4 9 二g , 夕劣y

甘J . 5 甘J , , I 、

yy醒醒

+ g 少夕” 丫
~

夕立
/ a了

3af

8 4

口

孙
“
= g ; - 可

百 + 夕乡 af
Z口雪

口‘

十 4 9 ‘g y
勺

百了厄百不石

+ (2 9 二a y y + 4 g y g 二 , )
a 3

日f名口占
+ (Z g y 夕二二

口3

+ 4 9 “g , y , 一可, 不

口2

十 L乙g ‘g x

yy 十艺gy g “ , 十如
,

gy , 十 g ; y ) 百了畜
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口
4

。茹y

一
2 9 二

J了百豪而了 十 2 9 夕
a 4

口fa省
Z a刀 + g 二 x

J”

刃石i产+ gy
夕

口。

af日省
2

+ 4 9 * 夕
口3

日f口古口,
+ 2 9 劣y y

口
之

口f口雪
十 2 9 二二y

口
之 ‘

a
,

万邢万十 g x x y y万了

占为
2

口占
2口冲2

其中。一器
等等 ;

将 劣 和 占分别替换成 对和 ” 又得 到
a

d夕 券
, “二

带
“
加

”

分别替换成 x 和 雪
,

又得 到
口4

口劣4
在三变量 f

,

占
,

刀下 微分算子在 L
。

在 戈 = a 邻域的展开

式是

其中

月a) = 。一 2

(K 尸 十 “fa) +.
二十 e’K 乏. ) (3

.

8 )

(0)内(J)内(2)内K 盖
a , 三 一 (己男 + 。罗+ 2

K 尸三 一 (乙岁 + 乙岁十 2

,

) + a占罗+ b己罗
2
) + a j岁+ b占岁+ C占;0’

三 一 (乙盆 + 占岁+ “ ) + a己岁 + bd岁+ c d梦
,

一 (d盆 + d岁+ Zd粼
:

)

.( 翻 十 娜 +2 d儿
:

)

(a。(a3(a4KKK

假设边界层项在三变量下的展开式是

岁
‘a ,

~ 。2
(。石

a ,
+ 。v

{
a ,

+ ⋯ + , ‘ v

{
a , + ⋯ ) (3

.

9 )

用 少
‘a) 代换 (3

.

1) 所对应的齐次方程中的 沙 再令
: 的同次幂的系数 相 等 得到 关 于 可

“

(i = 0 , 1 ,

⋯ )的递推方程
:

K 石
a ) v
石
a , 三 一 (夕二+ 夕; )

2
a 4。
份

,

口f
4 + (ag 二+ 勺毛)

口2。 ‘

舒
‘

口f
: 二 O

K 尸 可. = 一 (K 产
, 。

;巴十K 笋
)

可吮+ ⋯ + 式产
’

( :飞
,

了0 )

(3
.

1 1 )a一
U

(宕= 1
,

2
,

⋯ )

从 ( 3
.

10 ) 式可以看出 若取夕(戈
, 夕)为非线性一阶微分方程

:

。: + g乡一丫
a g : + b g乡 (3

.

12 )

满足条件
:

川耘 a = O
,

g > O 在 x = a 的邻域 (3 1 3 )

的解 (抓
, ,

妇 的存在性已 于本文的附录中证明)
,

则方程 (3
.

10 ) 化为
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日4 v
产

, 口2。
尹

、

af
4 日f

Z

(3
.

14 )

方程 (3
.

14 ) 的边界层型的解为

‘。 一 e尸 (:
, 。) , 一 , 一 e尸 (二

, 。) 。一喂止 (3
.

1 5)

其中 C尸是任意函数
.

将 喝. 代入(3
.

1 1 )(取 i= 1)
,

再令其右端为零 得到确定吼a) 的线性一阶微分方程
:

2夕二 (2 9二+ 2夕乡一
a )

a C尹
‘

a舀
+ 2夕, (2 夕1 + 2夕; 一b )

-
日C 尹
日刀

+ [夕二二 (6 0 1 + 2。乡一
a 〕

一 c 夕二jC孟a) = 0

+ 。y , (6夕乡+ 2 9立一b )+ 8 9 戈g , g 二 ,

(3
.

16 )

和关 于 川自的微分方程
:

a 4 。
尸 a Z。

严
ef

4 日f
Z

(3
.

17 )

从 (3
.

1 7) 可以求得边界层型的解为

。
尸 一 C尸 (:

,

。)。
一 , 一 。严 (二

, 。) 。二卫争公 (3
.

1 8 )

其中 C尸是任意函数
.

将 。
产 和 树. 代入 (3

.

1 1) (取 ‘= 2)
,

再令其右端为零
,

又得到确定 c 尸 的线性 一 阶

微分方程
:

2夕二(2 9 二+ 2夕乡一
a )

-
aC尹
a雪

+ 2夕, (2 9立+ 2夕乡一 b)
日C尸
口刀

+ (. ..) 侧. = e, K : 。
尹 (3

.

1 9 )

上式的右端是 C尸的已知函数
.

这样继续下去 可 以求得

。
李
口,

= C李
a , (雪

, ”)e 一了

(i
二

== C户 (二
, 夕) 。

g (名
,

夕)

8
(3

.

20 )

2
,

3 ⋯ )

其中 C尸
,

(‘~ 2
,

3 ⋯ )确定于线性一阶微分方程
:

2夕二 { 29 ; + 2夕;一
a

口C 洽
‘ ’

口舀
+ Z g y 2夕x Z

+ 2夕y Z
一 b

a刀
他g 兰
/ 口”
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+ (..
·

)C尸 二 。 ’(尤尸 可织+.
二 + 州山 弓匀 (3

.

2 1 )

其右端是 C溉
、

C份孟和 C乒巴的已知函数
.

根据梦“应校正巾
‘“ ,

满足边界条件 (3
.

2) 和 (3
.

3) 的要求 可 以得到关于 例和脚两
,

(i = 。
,

i 一) 的边界条件
.

事实上因要求

(
一

异
+ ‘

)(髯一
+ 一

髻一 )}
二 . 。

一(一“,

}
二 . 。

(3一’

里 f
口材

盖

、
E

。, 甲‘+ e ,

E
。: v“,

、{
一 、(二

,

。) !
/ {万 . 口 {劣一 侣

(3
.

2 3 )

由于在 男 = a 的邻域有

口 a

日n 一 a x
= ‘一’(鸳

,
+ 。占梦

, )

aZ 日2

万云互 一顶砰
= , 一2

(占罗+ 。占劣 + 。艺占罗)

所 以若在 (3
.

2 2) 和 (3
.

2 3) 中 令。的同次幂的系数相等则得

/ 口
.

,

、 l

气
-

万万
,

+ “

)
中,

}
二一。 ’“ t x

,

夕)

g 七
日艺。于

“’

。f
,

}
二 一。

了三、 口行
+ k

v
矛
“ )

)
, ‘

!
二_ 。

(
”‘一。, 一

令)1
二 . 。

一 (
。·

畏异
+

餐
至){

二 _ 。

(3
.

2 4 )

(3
.

2 5 )

(3
.

2 6 )

g 兰
一 / a名甲: . 。 _

~ 一 、
~

一石二至一
~

了 乙习二
x 一“ \ 口 , ‘

护。矛筑
口f此

十夕
劣二

a。沂二)1
af

Z
口f

日2 0 仁毛 \l

+ 一一
一

表了
二一 11

o 心
一 / !名 . a

(百= 1 , 2 , ·

” ) (3
.

2 7 )

�日�,几

逐次地得出钾和拼‘
,

( ’=

从关于
。“a , ,

(泣= 0

1
,

一 ) 的边界条件
.

⋯ ) 的边界条件
.

可以求得关于C,. (a’的边界条件
:

c尸 {
二 . 。

c尸 {
二 . 口

_ 1 /
: 口名p 。

\1
一一

叫
一下一 . , ‘

一
一一一 : , 下子一 曰

g
: ‘ \ 口n ‘

/ l劣一a
( 3

.

2 8 )

一 一 i / 护切
‘ 。 _

~ , 丁了
,

龟
一
一万二万厂一 一

‘夕
,

g
, 一 、 I, “

日C J二)1

a省
一 g 二 x C :巴 十

a Z C
:

a睿黔)}
二 _ 。

从关于卿和口“的边界条件和递推方程
,

巾
‘0) 和 梦 ‘. 的渐近展开式

·

类似地
,

我们可以求得边界 x = 戏

到解的渐近展开式
:

(‘= 1 , 2
,

⋯ )

可以逐步地解出中
,

和 c ‘内
,

( 3
.

2 9 )

“ ~ 0
,

1 , “
·

)
,

求得

夕= y和夕= 6 邻域的边界层项的渐近展开式
,

从而得
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一一一-
~

~
~ . , ‘. . . 目. . 州目目. 目~ ~ ~目一~

一

一
~ ~ ~ ~ ~ . 目~ 巨. ~

一

一
~ ~

一-
-

一
一一 -

一
~一~ ~

一
~ ~ ~ , 冲, - . ~~ 叫 -

- 一

一
-

一一
~

,
心

,
, , .

,

, . 州,
一

.
,

, 时一 曰 呀

二
。, 切,

‘一 0

在R 的内部区域
,

少、

, ga 终y 牡 一双B

伙立)

e ;
a ,

(x
,

。)e + C {口
\

(二
,

。)e的乙卿

+ e :
, )

(,
,

。)。

一
、 e :

“ 、X
,

。)。毕令卫 ]
在厂 的除去四个角点的邻域

;

其中g a 、

绑
、

如 和 g 。是非线性一阶微分方程 (3
.

12 ) 的解
.

分别满足以下诸条件
:

夕a
,
二 一a = o

,

g a > 0 在 x = a 的邻域
,

g , {
二 一尹= 0

,

g 刀> 0 在二 = 口的邻域
,

御 }y
一 v = O

,

脚> o 在夕~ ? 的邻域
,

夕。}
y . 刁

= 0
,

g 。> o 在夕= 占的邻域
,

而 C尸
, 、

C户
,

和 侧而确定于类似 c 尸所满足的柯西问题
.

四
、

几种特例情形

从第三节我们着到
1

.

若椭圆型方程 (3
.

D 中的系数
a只是 二的函数

,

b只是夕 的函数
,

我们可以取下面函

数
:

斌硕硒d x
,

斌
一

石〔公) d 夕
、

g 刀-

g 占二

斌
~

五丈呀j d x

(4
.

1 )

, 材 b(夕)

分 gl1 作为边界
,

x = a ,

x 二刀
,

夕二下 , 二 6上的边界层函数
.

西间题将取极简单的形式
,

例如对于口
‘口是

d Zj l

此时确定 C “
“ ,

fl‘‘飞,f..,. .,Jr. ...、,�
�.、、、.J

一一一一aU了gg

⋯的柯) ,

山(a卜

C里

r

子l、、口

Z a 一
旦g卿

一

、
阵

。,

一。

、c尸 一。一、 。 :
一

5; 材、沙
O 劣 \ 乙 /

+ ⋯ 十 K 尹
, 。

;戈

v

;鱿

( 4
.

2 )

c 产
’

}
二 , 。

一

〔
“
。 , 、”一

(
~

鲁
一

一 2 ·士
一

“

分
一

合一
令

a
.

戈

, ..J
、、,奋产口Z

C军
:

口x 忍
( 4

.

3 )

( 泣~ O
,

1
,

⋯ )

(其中d
。 , ,

= 1 当‘= 0
.

占
。 , ,

二
_

0 当i劳 o ) 都只以用解常微分方程的方法解出
.

2
.

若我们只期望求出准确到
。 吸级的渐近近似式

,

计算也可很大地简化
.

在此情形之

下 我们仍可取函数 ( 4
.

1) 分别作为边界 、 = “
,

一
,

夕= d 上的边界层函数
,

因为在 它们的

哪域有 二
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夕夕夕 二
日g

日Zg a

a夕2

a

—
—

、
,

~

万犷丫
“(x

, y ) /
a 劣 = 口 仁“)

= O (e )

等
.

函数g 二
,

⋯
,

g 。

将准确到。量级地满足非线性微分方程(3
.

12 )
.

此时
,

例如在 二 ~ a 的邻

微分算子可以只展开到扩项

�域

乙蕊
a , = 。一 ‘( K 石

a , + 。K l
a , + 。“K

‘

子+ ⋯ ) ( 4
.

4 )

其中算子K沪
、

K 尸和K 尹可以取很简单的形式
:

, , , 。、 . / 日4 口2 \

八若
‘

二一 a ‘
【二丁不

-

一
一

又二石
~

,
\ 口J

’ 口I
‘

/
( 4

.

5 )

,

一 。

要
、 d

‘

洲 、~
一 _

了 .

‘ , 月

_ _
_ _

_
,)

名 人 1

we
U 屯 任 , r l 、 ‘ 乙

\ 口J
“a 心

a 2

af a占

吝 / a 3

一 0 ‘
【 3 0 , 一不丁而

~

\ O J
‘

一 a 戈

K 麦
a ’

一
a

(
6

( 4
.

6 )
口一
产了J

况.一a
.

+。一叮

口
,

日f
Z口占

’

)

百

焉
而了 一

誉)
F _ a 3

.

了
.

3 \ 口2 飞
. ,

口2
.

a

一 口

几”下刃丽万 从
2
’

十万
“ ’

少
.

可
了 1十

“
万了 十 公

万丁 ( 4
.

7 )

(对于K 尸和 K 尸舍去了 O (。 ) 的项

。舌
a ,

=

叫山 二

C舌a
,
( x

,

夕) e

对 于 K 产舍去了 O ( 1 )

一

抓
。

、二又丽 由

C :a )
(二

,

。) 。 一

于夕
。

、不又面
~
d 二

其 中 C后
“ ’

和 C严
‘

分另}{确定于柯西问题 :

、.t
�

少了
八曰

一一
C

一
义a

5一22 Q

口C尹
日X

C石
a ,

和

c “
“’

!
:

2卜旦臀
-

一 人‘X
, !I ,

!
二 . 。

/ 片 、 _
_

_ 工r 月2尸 (a 》

. 了 U ,
_

, 、[ , 〔口 少

-
。 2 百 巴 。 . ~ O

~

r 飞下石~ “劣 —
‘ I粉 1

— u I O u 一一一下万玉厂一一
\ ‘ / L O 工

-

+ ( 6 a x 一 c )
日C俨

’

a劣
/ l _ , ,

一 l
—

a
一

a -

一
\ 4

2 。二二

)
C :·’]

L4
.

9 )

C {a
,

一 (
日z甲-

口浑2

一扩三些巴一一与
一

钻
,

c:a
,

、}
口浑 Z

一 / lx . 口

!
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可以用解常微分方程的方法解出
.

3
,

若要得到解的准确到 砂 量级 (M ) 2) 的渐近近似式
,

又若要成立有关条件
: 在 x =

a 和 % ~ 刀的 。 邻域满足
a 夕~ O (。M 一 ’

)
,

a 二夕夕== O (eM
一’

)
,

在y , ? 和夕二 己的。邻域满足

b二 = O (。材
一 ‘

)
,

b夕二
二
= O (。M

一 ’

)
,

a 夕夕 = O (。M
一 ’

)
,

a
”夕= O (e对

一 3 )
,

a x 夕 = O (: M 一 2

)

勺yy y = O (e M-
“

)

(4
.

1 0 )

b x 二 = O (。M
一 ’

)
,

b二x 二 = O (eM 一‘)

b二夕 = O (。杯
一2 )

b二x 二二 = O (。M 一‘

)
(4

.

1 1 )

则仍可以采用第 1 段和第 2 段中提出的简化方法求解的渐近近似式
,

即仍可取函数 (4
.

1) 作

为边界层函数
.

在此情形
,

例如在 x = a 的邻域
,

展开式 (3
.

8) 中的算子仍取简单的形 式
:

形如 (4
.

5 )一 (4
.

7 )和

州仍 二 一矿 af a占

日4

af a占日刀
2

、
_ 工

2一
“ 3 we 不

~

7 不了了 +
O J 0 9

-
_ 旦竺 、
口f口刀

2
/

_ 孟 / q

一“ “

戈言
a 一 “ “

卜
二

二
+

音
a 二
二

一 a 一

告(一 a 一 , a于 + Z a二二、
_ 型

,

af a占

因为此时在 L
‘a) 梦

‘a) 中 只影响 。M 斗 ’

量级的项
.

这里附带指出
,

方法
,

只在条件 (4
,

10 )和(4
.

1 1) 下才正确
,

丫且
-

/ af

文〔6 ]和文【了〕中所 用 的

a a
3一4

附 录

关于非线性一阶偏微分方程
:

g ‘十 g , 一了
a g 、 + b g ,

( 1 )

满足条件
.

g {
二一a =

的解的存在性
.

方程(1) 的特征方程是

d x

万矛
~ ~

g> O 在x = a 的邻域
,

( 2 )

a P d g
‘诬J - 一7 = = 于于书= 于= 气产

, 一
二奋玉一 二二二

丫 CP
‘

十 O q
‘ “ ‘

Z q 一
乙q

了石万拜而了

= 一只建里土坠立
2丫 aP Z + b q .

卫又~
网

鱼巡上垫里一
d t ZV a P Z + b g Z (3 )

、!l-Ir.卜声

= P月+ q .

P一fg一*d一dd一d

其中p . g
、 ,

q 二g y
.

因为9 . 二。 = o
,

所以 q (a
,

, )= 0
.

代入(l)
,

解得户(a
,

刃 = 斌石了万万了 (舍 去 负根和

零根)
.

所以在边界 x 二a 上

奋
一、又可万 >

命
。

,

鲁
一。

即边界 x = a 不与(l) 的特征相切
.

此外
,

若dt > 0则在 x 二a 的邻域d 二> 0
.

从(3 )的最后一方程知在 x = a 的

邻域g > 0
.

所以方程(l) 的满足条件(幻的解在 x 二a 的邻域是存在的
.
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