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摘 要

弯曲血管中动脉粥状硬化和涡旋区的产生密切相关
�

本文在牛顿粘性不可压缩流体作定

常层流运动的前提下
,

采用动量积分关系式方法和准常曲率的概念
�

对曲率小
,

曲率变化不

太大的弯曲血管
,

得到了确定分离点和再附点位置的方程
�

据此可确定最早分离的地方及对

应的临界雷诺数以及刘不同方位角分离点和再附点依赖于雷诺数 � 。
的 曲线

�

分析所得结果

表明
,

分离首先发生在曲率变化最剧烈的最外侧�或最内侧�
,

随着 � 。
数的增加分离区向主

流的上下游
�

方位角和矢径方向延伸从而形成三维的分离泡
,

分离泡在三个方向上的尺寸随

着 � �
数的增加不断地扩大

�

本文所得的结果还从理论上阐明了实验观察到的下述饶有趣味

的事实
�

对于对称的弯曲血管
,

如果在上游外侧有一分离息 则在下游内侧与其对称的地方

必有另一分离抱存在
�

引 言

患有动脉粥状硬化症的病人的病理解剖表明在主动脉弓的弯曲部位常常发现 有 粥 状 斑

块
�

它的产生是和血液流过此处产生涡旋分离泡密切相关
�

因此对于曲率变化的弯曲血管而

言
,

研究在什么条件下什么部位处会产生分离泡
,

分离泡的大小如何
,

对于判断动脉粥状硬

化的易发部位无疑地是很有帮助的
�

文献〔� 」对水流过有自由面的弯曲明渠时的流动状态进

行了实验观察
,

发现在一定雷诺数下产生了如图所

示的两个相当对称的分离泡
,

一个在上游外侧
,

一

个在与之对称的下游内侧
,

并认为这种流动图案也

会在圆管内呈现
�

弯管内涡旋的产生是和变曲率引

起的二次流强度的变化及逆压梯度紧密相关
�

弯曲

血管中涡旋分离区的理论确定
,

由于问 题 的 复 杂

性
,

就我们所知还没有人研究过
�

本文试图给出初

步的理论分析

考虑血液在弯曲血管内的流动
�

假设
� � � 血液是不可压缩的均质牛顿液体

�

� � 运动

是定常层流
�

� � 弯曲血管每一个横截面都是半径不变的圆
,

且圆心的联接曲线
—

中心线

荟 朱照宣推荐
�

���
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是平面曲线
,

其曲率 � 依赖于弧长
� 的函数关系为 � � � �习

�

� � 中心线的 曲 率 半 径 �

比圆管的半径大得多
�

� � 曲率 � 沿 � 的变化不太大
�

本文的中心任务是研究由于二 次 流

的变化引起的涡旋分离
�

在上述提法下要准确地求出分析解是非常困难的
,

下面我们采用准

常曲率近似和积分关系式方法相结合的近似方法
,

其主要步骤可简述如下
�

先采用积分关系

式方法研究常曲率 � 一
� � �� �的情形

,

得到所须的结果
,

然后将此结果用到变曲率血管中去
,

认为在条件 � �下即曲率变化不太大的情形下
,

对每一横截面都可采用常曲率的结果
�

采用

这样的方法我们得到了形式十分 简单的确定分离泡位置的方程
�

积分关系式方法在边界层理

论中是众所周知的
�

首先把它应用到血流动力学中去的是 � �� �� � �� � 和 � ��  !
,

他们在【� 」

中采用此法研究 了收缩血管的分离区问题
,

得到了定性上和实验趋势一致的结果
�

本文在弯

曲血管中全面地应用了积分关系式方法
,

得到了简单明了的结果
,

并首先从理论上阐明了分

离首先出现在曲率变化最剧烈的地方 以及对称血管中分离泡成对出现的奇妙现象
�

二
、

积 分 关 系 式 方 法

首先考虑常曲率弯管即 � � 常数的情形
�

采用图 � 所示的曲线坐标系
� ,

砂
,

标系中取半径 �,
,

平均速度 � 和 � �
�

为 长度
,

的特征量
,

其中 � 为流体的密度
�

在假设 � �
,

形式的基本方程组为
�

�
�
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其中
。 , , 。, ,

R
‘=

Z a ,
U

V

( 2
.

即 是
, ,

司功方向的速度分量
, 、

。是压力
,

R 是曲率半径
,

现在是常数
,

,

其中
v
是粘性系数

,

a’是圆管半径
.
除此之外

,

还满足
:

是小量
,I工R

r== I 仇== 娜==
口a

== 0

的边界条件
.

我们采用积分关系式方法
.
首先推导主流 0 方向的动量方程

.
由假设 4 )

,

记为
。
(习

,

于是我们有以下量阶估计
:

青
一。

(
。
)

, 。。一。
( 1 )

,
。

一
。
(
。
)

, 。, 一。
(
。
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,
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对 (2
.
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将压力函数写成主流压力 P
。

( 0) 和二次流压力 Pl
产
(r

,

e

,

沟之和
.
不难看出

,

在 假 设 4 )下
,

P

; /

中的 矽可以 si n 叻的形式分离出来
,

于是
:

p;产 (
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,
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,
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(
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,
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5
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现在更进一步假设
,
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,
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,
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:
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这就是 0方向的动量方程
.

仿照 F Orres ter
~Y o u ng 的做法

,

将速度剖面
v ,
选为四次多项式
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0 一 r y , z , -

一
个 一万二一

l
,

一

一一一下汀

一
l宁It ‘ 一t 犷 L 乙

。

乙石j
甘J ‘ 甘『

J 通 L

对 (2
.
23) 式每一项进、: 积分运算

};
…d ·得 :

半备}{
二。

(一 + ·, 1 ,‘一斋{:
·
(一 + ·, ! , dr

+

业子皿
~
}
, . ,

一

半
, (
! ) , ! +

令};
!
一d

·

( 2
.
2 4 )

、 、 、
_
、
一 。

、
~

, ,
_

_
,

~ 一 ~ ~ 一 _‘ _ d 尸
,

这就是 铸
,

十 v p
,

俩足阴动量力住 用米娴足
~
万于

..
.J百

在速度剖面 v
;: + 即

,

选三次多项式
:

vr,
+

v 叻
,

二 A
产

亡+ B
尹

护+ C
,

护+ D,
月

‘ J

分
,

C

‘ ,

D

/

由下列四个条件确定
:

(2
.
25 )
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亡~ O
: v , ;

+ 娜
:
二 0

口, , 、 .

日
, . 、

1 。

‘= ”, 一

厉了 ‘“r ,
+
”吵, , +

一

丽
~
气” r ‘十 “叻‘j = 一乏不

一厂‘

亡== 1: v
r,

+
v 叻,

= 0

a

亡= 1
: 一

公卜(
vr:+ 。砂,

) = o
二 一 口r

、 一
‘ 乙 ’ 一 , 二 了

(
2

.

2 6
)

(
2

.

2 7
)

(
2

.

2 8
)

(
2

.

2 9
)

其中 v =

式得
:

f(1)+ f
‘

(
1
)

f (
1
)

由 (2
.
26 )一(2

.
29) 式确定出 A

, ,

B

, ,

C

, ,

D

, ,

并将其代入 (2
.
25)

口r l
+
口叻,

, 一壶
尸
!
“(‘一‘,

’

(
2

.

3 0 )

为了计算 (2
.
24) 式中的各项

,

我们用泊萧叶剖面 2(l 一
, 2

) 近似地代替
。。

( 根据假设 4 ) 忽

略的是小量)
,

并利用 (2
.
30) 式

,

于是得
:

, 朴 ,
(
刀r l

+
v 叻:)d

r 二
1 1 1 d P x

2 10 0 丫 d s

r
(
刀 r :

+
v , ,

) d
r

~

2 0 0 夕

d
Z
尸
1

d ‘
2

广.....,Jr...性妞,

J

一
山少
一dsz

!一yD一八UJ一J.人
一一

.r

口(
v , l

+
v 叻,

)

口犷

{ ;

一
Zd一
2‘3

将之代入 (2
.
24) 式整理后得

:

dZ尸1

d s
Z
一」工

-
R 。 一

+ (
1 0 0 ? 一 20 )P

:.
4 00

3

R e

, 一左
一

(
2

.

3 1
)

显然此方程有一特解
:

尸
l
~

4护

3V 一0
.
6

(2
.
32 )

尸一仿K山一del
一R

现在根据连续式方程 (2
.
4) 确定常数 ,

.

在方程 (2
,

4) 中忽略 o( 护) 以上项 得:

口v , .
口v

, .

1 日v叻
. v , 。

一二丁一 , .
一又, 一

-卜
— 一又二户 日

.

—
~U0占 口r r o 势 r

v 。 取泊萧叶剖面 (根据假设 4 )忽略的是小量 )
,

并考虑到 娜~ 娜
:
co
sp

, 。 ,

=
v ; ,

s

in 势 有
:

华奥
一
十卫, 二卫业

O犷 r

「互

对此式各项进行积分运算l dr 得
:

二恤二卫鱼
~
一
dr = 。

( 2
.
3 3 )

l品“rt...IJ

和确定 街
,
十即

,

的过程完全一样
,

我们可以定出 价
,
一即

, ,

它是
:

vr
,

一
。:

一; (卜命)
“(l 一 “):
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代入方程 (2
.
33 )

,

得:

n /
d l \

ZJ. 吸 i 一 - 万- )=
\ 艺丫

因 尸
,

一般来说不恒等于零 由此推出
:

工
下二 百 (2

.
34)

三
、

准 常 曲 率 近 似

对于变曲率的弯曲血管
.
我们采用准常曲率近似

,

即在曲率变化不太大的情况下
,

对于

每一小段血管都用常曲率的结果
,

(
2

.

21 )

,

(
2

.

2
2) 和 (2

.
32)

,

于是我们有
:

尸
l
=

4夕

3丫一0
.
6
R eK (

s
) (3

.
1)

主流的速度剖面 妈 为
:

p。= 2 亡(2一亡)一 0
.
2587亡(1一亡) , R e

K
,
(
‘
)
s in 叻

由
~
曾牟} = 。得到确定分离点和再附点的方程为

:

~ 口r !
r一 , 一 ‘ ,

‘
J ’· ” ‘

~

, , ,

~

碑 、、、 ·
-

· 叨 · ·· · 、、 、
-

, , ,

一
/ 、 ·

(
3

.

2
)

4 一0
.
1587R eK

,

(
习
)
s in 功= 0 (3

.
3 )

四
、

结 果 和 分 析 讨 论

在对 (3
.
3) 式进行一般性的分析

.
以图 1所示的对称弯管为例

.
设 := o 是对称面

,

则

K (s ) 尸(s )的示意图在图 3
,

图 4 中表出
.
显见

,

K ( 司
,

K

‘

(
:
) 对纵轴是对称的相反对

称的
.
我们看到

:

/

图 3

1) 分离与否以及分离点的位置依赖于 K
产

( s)

,

而不是 K (s)
,

即依赖于二次 流的变化

而不是依赖二次流本身
,

对于常曲率的弯管 K
,

(s ) = o

,

流动不会分离
.
如果曲率变化不大

,

那么在层流范围内弯管的流动也可能不发生分离
,

由此可以推出
,

R

e

数不大的中小型 血管
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中的流动只要曲率变化不太剧烈一般说来不会发生分离
.
最可能发生分离的是 R

e
很大

,

曲

率变化又很显著的大血管
,

例如主动脉弓
.

2) 主流首先在 K
尹

(劝 取极大值即曲率变化最剧烈的地方 C 分离
,

而不是在 K (习取极

大值的地方 (O 处)
.
在对称面左边分离发生在外侧 (

51砷> 0
,

K

产

(
;
) >

0
,

K

/

(s )

5
1砷> 0)

而决不会在内侧
,

而且首先发生在最外侧 (砂= 二
/
2 )
.

而在对称面右边则分离一定发生 在 内

侧 (
sin功< 0

,

K

/

( 刃< 0
,

K

尹

( 的 sin 砂> 0)
,

而决不会在外侧
,

而且首先发生在最内 侧 (价=

一二/ 2 )
·

3) 由图 4 可见
,

主流在
a
处分离后

,

在到达对称轴之前一定在 b 处再附
,

也就是说分

离泡在对称轴一侧完成分离和再附的全过程
.

4) 随着 R e 数和 K
尹

的增长
,

分离泡在
:
方向和 砂方向的尺度不断 扩大

.
在护方向

,

分离泡的位置最多不会超过 必= o 和 沪= 二
,

即分离泡局限在半圆 O《沪成二 或半圆 二戒砂《2二

内
.

6) 由于 K
产

( s) 和 sin 功的反对称性
,

如果在对称面左边上游外侧处存在一分离泡
,

则

在对称面右边下游内侧与其对称的地方必有另一分离泡存在 (参看图 1 ). 公式 (3
.
3) 所 揭

示的这一理论结果和实验观察到的事实完全符合
,

从而从理论上阐明了对称弯曲血管中这一

奇妙的分 离泡成对出现的现象
.

为了具体地确定不同 K
尹
(习下开始发生分离的临界雷诺数

,

以及分离泡随 R
e
数的发展

情形
,

我们考察圆心联线是椭圆形的弯曲血管
.
设椭圆的方程为 = 1

,

其 中a’
犷
一
?+"一

砂

b 为长短半轴
,

则 K
,
(
s
) == 3 砂b

。

(
a 名一b

Z
)二v (

a 4 v
Z
+ b

4二2犷8
.
图 6 画出了四个椭 圆 1

,

2

,

3

,

4

,

分别对应
口
= 10

,

b = 7

,
6

,
5

,
4 四种情形 (圆管半径取为 1 )

.
表 1 列出了四条椭 圆形弯曲

血管的临界雷诺数
.
R‘ ,

与 b/
a
的关系画在图 5 上

.
图 7

,

8
,

9 分别画出了
;
方向

、

砂方向

表 1

曲 线
{

‘

1

2

1

3

{

‘

R
e 。,

尸e g p

n�nU八Un”�nUnll�心‘nOJ,动‘山

b/

a

图 5
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冬笋
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0
.
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0
.
1

�
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一

一瓜

图 9 图 10

和 r方向分离泡的最大的边界位置
.
通过这三个图可具体地了解到分离泡在

8 ,

叻
,

r 三个方

向上的尺度
.
不难看到

,

随着 K 尹
( s) 最大值的增加

,

随着 R e 数的增加
,

分离泡在三个方向

上的尺度都在不断地扩大
.
图 10 画出了

a= 10
,

b = 5

,

R
e

= 15 00

,

沪= 二/ 2 时
,

分离 泡 所

在处
。, 的速度分布图及零速度联线

.

本文承林同骥教授审阅并提出宝贵意见
,

作者向他表示衷心的感谢
.
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