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摘 要

一
、

与经典解法相
,

本文从不同的思路给出新的求解方程如
x

良 欲
v

二
、

给出构造具有指定旋度函数和散度函数的朱量场的方法
.

P的公式
.

本文从两个方面进行探讨
; 其一是给定矢量场的旋度函数后

,

矢量场的空间分布如何
.

其二是用什么样的方法可以构造出具有指定旋度函数和散度函数的矢量场
.

关于前者实际上

是求解丫
、
若二不

,

v
.

万= 尸型方程组的问题
.

这种方程组在历史 上的经典解法是利 用 亥

姆霍兹的矢量场分解法和诺埃曼问题来求解川
‘” ‘”

,

在这种解法中
,

把解分为三部分
:

有旋

无散场
,

有散无旋场和无旋无散场
.

在求解过程中
,

需要解四个波阿松方程和一个诺埃曼边

值问题六 本文从另一思路出发
,

利用本质完全不同的旋度函数和散度函数的转化
,

找出把给

定旋度函数转换为另一散度函数的规律
,

用这样得到的散度函数修正原来给定的散度
,

从而

建立一个新的有势场
.

利用这一新建的有势场可使求解简化
,

从而适于使用数字计算机进行

离散的数值计算
.

在求解过程中
,

只需解一次泊松方程
.

关于后者
,

在本文的推论中
,

给出了构造具有指定旋度函数的矢量场的方法
,

这对于通

过人工综合产生指定强度的涡旋提供了可能性
.

一
、

由旋度函数和散度函数确定的方程组及其解

方程组
:

V x E 二 矛;口 :
十诊

:口: + 人。。 “ 。

V
·

E 二 尸

方程组的边值条件为

E
, ,
= f (M )

式中
:

乙
,

人
、

萝:

为直角坐标轴的单位矢量
,

M为定义域边界面上的点
,

(1
.

1 )

(1
.

2 )

(1
.

3 )

.
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E 州为边界面 上场的法向分量
,

荡为旋度函数
,

尸为散度函数
,

j( M )为已知函数
,

且适合条件
:

}
:

, (M ) d : 一

)
, p‘ (1

.

4 )

函数荡 适合条件
:

V
·

口 =
日。,

买箫
(1

.

5 )

2
.

方程组的解
:

方程组(1
.

月及(1
.

2)
、

在 (1
.

3) 的边值条件下 有唯一的解
,

其解为
:

若一v ,
·
+ ‘,

}
。。d X ‘+ ‘。

l一
, d X :

+ v ,
(1

。

6 )

式中
:

i= 1或 2或3
,

= ‘+ l (1
.

7 )

k = j + I

少为下式泊松方程的解
:

在 1
,
2

, 3中任取一值

j> 3时 模 3 取值

庵> 3时 模 3 取值 }
俨少一尸一

{(舞
一

瓷)、 (1
.

8 )

功为诺埃曼问题的解
.

二
、

证 明

1
.

求满足 (1
.

1 )及 (1
.

2 )的特解 :

(1
.

1) 及(1
.

2) 式的展开为

口E
。

日E
,

一
-

一
二二二

a x
、

a戈。

口E
: 日E 3

ax 。 口戈-

日E
:

口E
,

ax
「

ax :

(2
.

1 )

= Q, 2

= 口
.

(2
.

2 )

(2
.

3 )

d E
.

d E
, .

a E
,

一

℃产, 十
一

又二乙 十
- 又, , 二I’

o x o 工 2 口劣 吕

寻求一个标量函数 扩(X
, ,

X
: ,

X
:

)使

(2
.

4 )

尸
‘
= 色翌

一
’

口劣 :
(2

.

5 )
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则 (2
.

6 )塑汉

a Z

砂
,

口劣j口x ‘
(2

.

? )

口2

必
,

ax o ax ‘
(2

.

8 )

一一一一一一呱一axtaE,一构aEi一飒

式中 ‘
、

j
、

k按 (1
.

7 )取值

当下标‘在 1
、

2
、

3中取定一值后
,

j及壳的值也相继确定
,

在 (2
.

1)
,

(2
.

2)
,

(2
.

3) 中
,

下

标用文字代替可写成如下形式
:

、才J、z
沙、万产

O甘一n‘1

;
二明且

9曰

:
了、2O
q

了了、、

侧叨叭一一一一一一玛一机aE#一如眠一ax)
a E 儿

日劣j

些ax*咀如

由(2
.

1 1 )式

人

会一
+

会
二 ,一

卜dx
:

+

}会、
将(2

.

5) 式代入
,

得

“ ,一

!
。
沁川蒜“

E ,一

}
。‘

dx
!
十

荟 (2
.

1 2 )

求特解
,

积分常数取零

由(2
.

10 )式

日E ‘

一 口护十 不犷二一
口苏自

f aE i ,

一 口
, 以劣

:

十 、下 , 户d X ‘
J O 劣 为

(2
.

13 )

百t恤.性.,
J户.... ..J

E k
口苗

,

一口i a 为 十 不价一
0 工几

积分常数取零

由(2
.

1 2 )式
,

a f
, .

日2
‘

,

”万万 J。
‘口x ,

+ 而万
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口E
,

「a。
、 , .

口2

功
‘

~

万
乙
二 、下

-

一
a 戈 :

十
一

二
~

了O 戈 尹 J O 劣产 a 劣 犷

会
一

云l
。
*dx

,

《焉
、

会
一

{会山
f十

粼瑞
由(2

.

13 )式

会
一
奇\一)dx

‘+

恙
会一}会dx

,
十J

捻
会

一

云}一)dx
‘+

箫
会一{瓮

一

血
‘+

等

(2
.

1 4 )

(2
.

15 )

(2
.

1 6 )

(2
.

17 )

据 (2
.

1 5 )式和 (2
.

1 6 )式

口E ,

口x 。

「/ a。
, .

日。
‘

\
,

、(一兀一 十下书
~

}以戈‘
J\ 0 劣尹 0 劣白 /

‘月一.尹口以一X沁一a日�‘

将( 1
.

5) 式中的下标用字母代替 可得

会
+

会
+

会
一 0

器一 (会
十

会)
日E

,

f 口。 , ,

~

二一乙 = 飞一丈- a 劣公= O ‘

d 戈‘ J 口劣f
( 2

.

1 8 )
.

左一
。

,尹沁一a口一(

这一等式也就是旋度方程中的 ( 2
.

9) 式
,

可见 由 (2
.

幻 式
,

(2
.

1 2) 式和 ( 2
.

1 3夕式确定的

E
. 、

E z 、

E 。满足旋度方程的展开式 ( 2
.

9 )
,

( 2
.

1 0 )和 ( 2
.

1 1 )
.

将 ( 2
.

6 )
,

( 2
.

2 4 )
,

( 2
.

1 7 )三式边边相加
,

得

aE
十岑

二 少 +
0 X 7

d E 裔 d Z
功

,
.

口2
苗

,
.

日2
适

/
( 日山

‘ ,

f a。 , ,

育
下一 = ℃丁二面 十

~
二二万 十下, 万 十 l二二 , a 戈 f 一 卜二 二

一a X ‘
o 劣吞 0 劣亏 o 劣了 o 环落 ) o 篇 ] J o 荡为兰奴

.

⋯
{ / 日。

‘

d。‘、
,

“ V
‘

少 十 、卜于一 一 气不一 】a 为
J \ 。潇J 。满‘ /

( 2
.

1 9 )
山

左一‘
罕才一戈为一a口一t日E

: .

d E
,

~ 认 十
一二 十

口X
, 口劣

,

为使E ‘
、

E , 、

百。满足散度方程 ( 1
.

2)
,

需

aE
:

, E
,

‘

JE 。 。

℃丁一
~

十
一 沂万二 十 一砚 , = 厂

O 工
, 口劣 了 0 工 么

将 (2
.

19 )式代入 上式 得

v丫 十 }(势
一 ”皿、、

x ,
一尸

」\ 口劣j U 劣奋 /
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即 : 丫二 尸一(‘奥
一

冬)dxi
J \ C, 潇 ) t; 潇白 /

(2
.

2 0 )

由上式可知
.

在 (2
.

5) 式中欲寻求的函数功
’

乃是波阿松方程 (2
.

20 )的解
.

这样 由(2
.

2 0) 式解出斌
.

代入

这三个分量满足 (1
.

1) 及(1
.

2) 方程组

E j,

E 称

令

E
,

~ 乙E ‘+ 百, E , + 氏E h

则

苏 _ 二 日少
. , / a岁

.

乙 一
‘ , 不 一 门一 ‘ 了 l

、

下 丫
叫

卞
0 潇护 \ O X 尹

/ 时
尹

r
_ _

J
_ _ _

、
! 一二尸一 一

ee
I U J ,“ ‘石 t 护

\ 口劣。 J
‘ 一

/

尸..卜.,,..., ... ,

E = V 功
产

+ 武

。‘、x *

)
+ 。。

Q, jd 戈
,

(2
.

2 1 )

(2
.

2 1) 式即为满足给定方程组(1
.

1) 及 (1
.

2) 的特解 称为滤过旋度散度场
.

2
.

求满足给定边值条件的全解 :
· L

(2
.

2 1) 式给出的矢量场E
‘

只是全解E 中的一部分
,

也无散度
,

以E
刀

表示之
,

E
,,
= E 一E

尸

由于E
“

场的无旋无散性
,

必有

E
“
= V 必

从 E 中嘘除掉E
‘

以后
,

将既无旋度
,

V
·

E
I’
= O

V
Z

必== 0

(2
.

2 2 )

(2
.

2 3 )

又因
。

�

角、。‘* 、 。 二
。

。 , 林 。
, 、

二 由 。二*
, , ,

.

a功 二
, 、 ,

、。 芯
,

, 。
。二。 。 , 、、

过 . 〕
~

匕二季口 沪七天达J 卜 U习J
_ 一

L
J
刃 目U fZ萄 l明 刀 月乳 ,

田 灿 川 声七 正刀一5二
一

尽 ! 忆式护卜 尽「‘ PU I曰 用兰州‘, 艺双七闪 4 口U
U 刀

求解诺埃曼问题
.

这里
,

这个问题是恒有解的
,

因为有解的充要条件
:

:

应
.

山一

}
,

Ksn 山 一

l
:

瓦
“一

”

是满足的
.

式中

若
s。

为全解 若茬边界面上的法向分量
,

E 二
:

为滤过旋度散度场在边界面上的法向分量
,

E 瞥
。

为无旋无散场在边界面上的法向分量
,

于是 ( 2
.

2 2) 式恒可通过解诺埃曼问题得到解答E 护,

E = 忍代+ E 扩

‘一 v ,
/

+ 。,

{
。。d / ,

十 ‘。

{一
jd X , 十v‘

( 1
.

6 )

命题得证
.

三
、

推 论

分析‘2
.

21 )式
,

可以看出E
’

包含两部分
:
一部分是有势场V 岁

,

另一部分是与挤 平面平
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行的旋度散度场
,

口,

}
。。

d

一
‘、

}
。, d X !

推论 飞 :

给定旋度石 和散度尸的矢量场
,

可 由一个有势场 v扩和另一个只具二维分量且与 ]’k 平面

平、、的旋度。度场{
。 护

}
。‘d 二‘一 ‘、

}
。 jd 二‘

〕综合而成
,

前者的散度较给定散度尸有 所减少
,

, 、
、 、

_
,

.

, _ ,

‘/ 口口
‘

a。 ‘、
,

, , _ 、 _ , , ,

。
,

一 一
j 、 _ ~ 、 .

, 、
* 。

~ 一
J卜L

.

~
二 .

~ 一
,

二
、 , 、

小 * , , 、

其减少 鼠为l(若岑冬一苍岑之)d 二‘
.

所减少的散度值移于后一部分的旋度散度场中
,

作为该部分
~

’
训 z

’

认 /

门、ax
, a劣。 / 一

”
‘z , 梦

训 z ~ ~ ~ ~ 7
J ‘

” ~ “ 一‘

一~
’
一、

~ ~ ” ” “ 一
’

-

一

场的散度
,

而该部分场的旋度等于给定的旋度畜
.

推论 2
:

给定旋度荡的涡旋场可由一个有势场 V少和另一个只具二维分量且与 ik 平面平行的旋度

散度场

[
; ,

!
。。

“一‘。

}
。 , d。

]综合而成
·

前者。。有势场的散度为一

((鲁
一

会)
d“

而后者的散度为 +

}(箫
一

会)
d X ‘

,

旋度 为“
·

1
.

2
.
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