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摘 要

本文把 A
.

C
.

E ri 雌en 建立的非局部微极连续统的本构理论推广到包括具有隐含的和多重相

互作用的非局部性的微极连续统的情形
.

这里以隐含的和多重相互作用的非局部微极热弹性 固 体

为例说明建立各自本构理论的过程并给出两个相应的有关本构理论的定理
.

一
、

概 述

1 9 7 4 年 D
.

G
.

B
.

E de len
‘” 在他的

“

非局部系统的不可逆热动力学
”

一文中提出的遗

留问题之一就是要求建立具有更加一般的 (较之迄今的显含的和单一相互作用的 非 局 部 效

应) 泛函相关性的理论
.

我们认为具有隐含的和多重相互作用的非局部性的连续统就是属于

更加一般的泛函相关性的这类问题中的二例
.

本文的 目的就是要给出有关这两种情况的本构

理论的两个定理
.

1 9 7 1 年 V
.

P
.

B hat k ar 「“’
提出了隐含的的非局部变分理论

,

他把显含的非局部变分问

题推广到隐含的情形
.

1 9 7 5 年 E de le n t“’
提出了具有多重相互作用的非局部变分理论

,

他 把

单一相互作用的非局部变分问题推广到多重相互作用的情形
.

我们在〔幻和仁3 〕的思路的启发下
,

把 E r in ge n “ ’
建立的非局部微极连续统理论推广到隐

含的和多重相互作用的非局部微极连续统的情形
.

本文以隐含的和多重相互作用的非局部微

极热弹性固体为例说明了建立各自本构理论的过程并给出了两个相应的有关本构 理 论 的 定

理
.

这个方法也可以处理其它有关情况的本构理论的问题
,

本文主要采用 E r in g e n 〔‘’使用的符号
,

有明显差异时将另作说明或定义
.

冠以符号
“

八
”

的量均指非局部剩余量
.

二
、

非局部微极连续介质的平衡定律

由〔4〕(p
.

2 1 4 一 2 1 5
,

物质形式写成

质 量

我们假定 户一卿 = 尸K 一 0) 可把非局部微极连续介质的平衡定律的

P o 一 PJ = 0 (2
.

1)



3理8 戴 夭 民

微惯性 J K L 一j‘,X o K x : 石= 0 (2
.

2 )

动 量 T K ‘: ‘ + p 。(f‘一 心‘) + p扩
, = o (2

.

3 )

动量矩 。“” (M
K L 。 : : 一 S K * )x

。‘ + p 。

(l
‘一斤‘) = o (2

.

4 )

能 量 一 p 。。一 p 。尹
“夕。+ s K 。%K 。+ 丁K 。云全二 + 叮

K L 。戈灸
: : + QK ; ‘ + 户。

(刃+ h) = o (2
.

5 )

嫡不等式 一 P0 功一 P0 犷听
。+ S气%气一 P0 杯 + T 勺君

K + M
兀石 。戈“K : ;

O K 。 . _ , 尹 。 : 、

、 。

十
一

一于一
口 , K 十 尸。、n 一 U ”夕沪

u

三
、

隐含的非局部微极热弹性固体的本构理论

为简便起见
,

我们定义下列局部变量和非局部变量的有序集合

夕 二 { x
,

X 、 ,
沙, x , : ,

X二
, : ,

沙
, : } = {F ; F

, : }

F 三 {x
,

X、
,

口}
,

F
, : 三 {x

, : ,

X : , : ,

沙
, : }

夕
产
二 { x

‘ ,

x
‘、 ,

沙
‘; x

;
: ,
x关

, : ,
沙

, : }= {「
‘; F :

乙 }

F
‘
二 { :

‘ ,

x天
,

沙
‘

}
,

F ;
: 三 { x ;

: ,

x ‘
, : ,
沙

, : }

这里在字母上的撇表示它们的与物体所有点X, 的相关性
.

为推导方便起见
,

叮二 谧一 户
。

犷
尧 ,

s凡 、
,

一 p 。。} 、

(3
.

1 )

(3
.

2 )

还引用符号

(3
.

3 )

夕
K 三 谧T 尺 。 ,

M
‘K 。 , o }

据此式和式 (3
.

1 )
,

嫡不等式 (2
.

6) 可写下列形式
:

_

一
,

, 声
.

, 。丫 声
、 .

0
。 . _ , 护 。 : 、

、 _

一 p 。梦十 L岁
’

r 十丫 “
‘

r , K ) 十
~

.

J 一廿
, K 十 p OLn 一 廿 ”少护 u (3

.

4 )

对于具有隐含非局部性的微极热弹性固体我们采用下列本构假定
:

劝(X ) = 沪(夕(X )
,

X
;

努
,

(X
,

)
,

劝
,

(X
,

)
,

X
,

) (3
.

5 )

即认为
,

例如
,

自由能叻(X )是夕(X )和X的函数与夕
’

(X
,

)
,

叻
‘

(X
‘

)
,

X
,

的泛函
.

假定叻(X )对于萝 (X )是连续可微的并且具有对于夕
‘

(A) 和 训 (A) 的有界 F r忱he t 导数
,

于是可写出

, ‘x , 一澄畏
一、X) +

{
。 _ 二 咨护(X )

占夕
产

(A )

·

穷
产

(A)d 厂 (A ) +
咨护(X )

犷 _ 二 6沪
,

(A )
势

,

(A )d 厂(A)

(3
.

6 )

这里第一项表示当梦
产

和 训固定时的普通导数
,

而第二项和第三项则分别表示当 努与 训固 定

和当断与夕
产

固定时的 F r 亡比et 导数
.

令

f (X ) =
日叻(X)
a夕(X ) 夯(

X ) +
己梦(X ) *

, , . 、 J 。 , . 、

; 一二

砚舜石订
,

林 、, 、j “ ‘ 、一、, 、。
.
‘,

则由积分方程理论的基本定理可知
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-
~

,
目目曰‘ 卜, . . 叫 叭. 目. 山 . .

一势(X )二 f (X )一

这里 M (X
,
A)满足下列积分方程

; _ 二
M (X

,

A )f (A )d厂(A ) (3
.

8 )

M (X
,

,

碟黔品
- 一

{
。 _ 二

M (X
,

; )
、

一

爵器
d厂 (; )

(3
.

9 )

考虑到(3
.

7) 和(3
.

8)
,

则(3
.

6) 可写成下列形式
:

势(X ) ~
日叻(X )
日夕(X )

·

夕(X ) +
d劝(X)

。一二 d夕
/

(A )
夕

尹

(A)d厂(A ) +
j功(X )

j功
/

(A )

·

{斋畏
·

〔
.

粼等

夕
,

(A) +

夕
‘

(刀) +

占功
,

(A )
; 一 二 d夕

,

(刀)

占势
,

(几)
; 一二 占夕

产

(幻

.

,
,

(。)J 。(。)一

}
二 _ 二

·

,
/

(“)d 厂(: )
〕}
d厂(, )

M (A
,

n )

(3
.

1 0 )

.伍. .. .Jr‘t, ,、曰

为了便于阐明上式的力学意义和易于检验非局部性剩余量条件起见
,

形式
:

P0 势(X ) = B
·

F + B乙
·

F
, : + 勿 = 啼

·

穷十 勿

这里

我们把 (3
.

1 0) 写成下列

(3
.

1 1 )

“二 -

曝黯上 十

\
; 一二

(卫锣畏〕一

加
(A)

+

}
。一 二

(器斋
夕
旨蓉畏上)、以A)+ }

: 一 二

(
~

箫瑟
,

·

{
厂一 二

泣锣:{留)、
厂 (。)“厂(A) 一

{
; _ 二

(‘箫品
一

恤
。

.

。)

遨锣器)
”d 犷 (。, “厂(。, 一

l
。 _ 二

(
一

箭备l
; _ 二

、(,
,

。)

·

l
一

糯弩
上)

’J。(; )J。(。)、二(; )

“二
l

; 一二

[馏糯
工

.

“
/

‘, 卜 (二留畏井)
’ ·

, (x )
]

·

‘犷(A)
十

l
, 一二

[器豁
一

{锣器
工

.

“
,

(
A)-- (器豁

,

. 一

锣斋
工)

’ ‘
州x)J 衍A)+ l

; 一 二

【
.

箫备
一

r

·

!
, 一二

今爵韶
一 贫 (

n)-- (斋{备 }
。 _ 二 一

耀器
一

)
’

·

, X) 卜
厂‘n)d

犷(A) 一

}
; 一二

【嗜豁箭}
M(A, 劝

一

锣;黔
·

拟
n , 一又器畏

一

{
。一 二

卿
,

”,

}
; 一 二

斋黯)
’
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·

奋(x ) ]
d 厂(。)d 厂(; )- 占叻(X )

占叻
,

(A )
M (八

,

几)

。 _ :

儡提哥
一

’

夕‘七’+ 占势(X )
乙吵

,

(A ) I
M (。

川
一

湍于)
’

·

, ‘X , ]
·

d厂(云)d厂(n )d 厂 (A) (3
.

1 3 )

B和B乙分别由(3
.

1 2 )用 F和F
, :
代替夕得到

.

由(3
.

13 )显然可见
,

勿具有下列性质
:

( 勿己: (x )三 。 (3
.

1 4 )

本文中置于圆括弧上的星号
“ * ”

表示所示量是从那些不带星号的量通过 X 与A (或互
,

助 的

相互交换而得到的
.

把 (3
.

1 1) 代入嫡不等式(3
.

4 )并对厂 一刃进行积分
,

则可写出
, ,

一 .
、
声

. , , , 。 ; 、
声

.

QK 。 . _ ,
户

。李、

夕_ 二 LL夕 一 。少
’

r 十 气丫 一 O 一 ,
’

r , ‘

一万一 u , K 寸 尸。、IZ 一 “ o ,

一 勿〕d夕
一

(X )> O

考虑到性质(3
.

14) 并应用 G re en
一
G a us s

定理
,

则 由上式可得

(3
.

1 5 )

(叮 一 。一夕允+ B轰)
.

户d : (x ) + 币
_

(夕
: 一B L

)
.

户d A
: (x )

J 万一么

: (, 一 。·)
·

户】、
J

、! 十

}
; _ 二

了塑
\ J

”
, K 一。。

“ )
d 厂(X 、》”

(3
.

16 )

万

口‘‘几恤,J

一

由此可知

叮 一 B 一少气 + B乞= o

(少
“一 B 乙) N : ~ O

〔夕
L 一 B L 」N : 二 0

在犷 一 刃内

在S 一刃上

在万上
} (3

.

17 )

{
; _ 二

}零
”

,

一
p 。”‘
)
“犷(x , 一“

(3
.

1 8 )

于是证明了下列

定理 隐含非局部微极热弹性固体的本构方程和非局部剩余最服从全局嫡不等式
,

当且

仅当它们满足(3
.

17 )并不违背 (3
.

18 )
,

这里叮和少
乙及B和 B乙分别由(3

.

3 )和 (3
.

1 3 )给出
.

关于隐含非局部微极热弹性固体的本构理论的进一步阐述和具体结果可直接按仁4 〕同样

步致进行
,

只需把 [ 4 ]中的 B和 B乙用本文中的(3
.

1 3 )代替即可
.

显然
,

若系统的非局 部性是

显含的
,

则占袱X )/ 占训(A) = O
,

即只需取 (3
.

13 )的头两项即得〔4 ]的相应结果
.

四
、

多重相互作用的非局部微极热弹性固体的本构理论

若在域厂一刃内X 处的状态受 X处的粒 子与 A : ,
八

2 ,

⋯
,

凡处诸粒子间的相互作用的影响
,

则称为P重相互作用
,

而把通常在 X处的粒子只与在 A 处粒子相互作用的情形
,

即 P= 1
,

称

为单一相互作用
.

关于 P重相互作用的非局部微极热弹性固体的本构假定
,

例如
,

对于 自由能双 X )可采用



隐含的和多重相互作用的非局部微极连续统的本构理论 35 1

下列形式的泛函
:

必(X ) = 砂(贾(X )
,
X

;

夕
,

(A :
)

.

入
: ,

⋯
,

梦
,

(Ab
)

,

A,
) (4

.

1 )

这里

断(X )二 {x (X )
,

X : (X )
,

沙(X )
; x

, : (X)
,
X、

, : (X )
,

夕
, : (X )) }二 {F(X ) ;F

, : (X )}

(4
.

2 )

断
,

(八
。

)二哥
x ,

(八
。

)
,

x 二 (入
。

)
,

“(八
。 ); x ;

: (八
。

)
,

x兄
, : (八

。

)
,

沙;
:
(八

。

)子

二 {F
,

(A
q

) ; F
, : (A

q

)圣
,

g = 1
, 2 ,

(4
.

3 )

于是可写出

动(X ) ==
日沪(X )
口夕 (X )

·

夕(x) + 乙
叨. 1

占沪(X )
d断

产

(A
。

)
夯

‘

(A
。

)d 犷(A
a

)

(4
,

4 )

力
‘落

,.茗
.

犷.j舟l、、、、.尸

为今后方便起见
,

我们把它写成下列等价形式
:

、.了

qA
了.
、

犷d
、、.

)
/

、。* (x ) 一

「
。。 口功(X )

日夕(X )
十 乙

q . 1

‘

小谬琴洗
·

夕(X ) + 勿

这里尹是交换算子符号
〔“’:

(4
.

5 )

尹
。

(U (X
,

A
l ,

⋯
,

A
。一 , ,

A
q ,

A
。十 ; ,

⋯
,

A。)) = U (A
。 ,

A
, ,

⋯
,

A
。一 , ,

X
,

,

A
。* : ,

⋯
,

A
,

) (4
.

6 )

而勿具有下列形式
:

勿 三 E
q . 1

【
。。

谬(瑟,
·

,
‘

(A
·

, 一 ‘
·

/
_ 乙功(X ) \
\尸

0

万费灭瓦下尹

.

夯(x ) ]
·

d F (入
。

) (4
.

7 )

显然
,

勿具有下列性质

夕 d 犷(X )二 0

应用符号 (3
.

3) 并按 l 同样步骤
,

则得同样形式 (3
.

17) 和 (3
.

18 )
,

但在这里

形式
:

(4
.

8 )

B 和 B L
具有下列

、.产O心4.
了毛、

、l、..J
,

·

(
。。 占功仁X )

占F
产

(A
;

)
d犷(A

a

)

�、.产

qA
且了、

犷d
、、12
尹

贸
。

(、
。

V 一 刃 、

占叻( X )
6F

产 , : ( A
。

)

山吸飞恤、,J.1、、、,曰

B 二 p 。
a劝( X )
aF (X )

+ 艺
9 . 1

“‘二P0
戳条) 十乙

q . 1

于是证明了下列定理

定理 P 重相互作用的非局部微极热弹性固体的本构方程和非局部剩余量服从全局嫡不

等式
,

当且仅当它们满足 ( 3
.

1 7) 并不违背 (3
.

1 8)
,

这里 叮 和 夕
乙 及 B 和 B L分别由 ( 3

.

3 ) 和

( 4
.

9) 给出
.
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关于P 重相互作用的非局部微极热弹性固体的本构理论的进一步阐述及具体结果可直接

按【4 〕同样步骤进行
,

只需把〔4 」中的 B和B L用本文中的 (4
.

9) 代替即可
.

显然
,

若系统的非

局部性是单一相互作用的
,

取P一 1 ,

即得【4 〕的相应结果
.
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