
应用数学和力学
,

第 2 卷第 4 期 (1981 年 8 月)

A pp lie d M
a the m a t ie s a n d M

e e ha n ie s

应用数学和力学编委会编
四川人民出版社出版

有理分式 的增广图 示 及其

在工程控制论中的应用

汪 家 诛

(杭州浙江大学力学系
,

1 9 80年 3 月 1 日收到)

摘 要

本文研究有理分式的增广图示 分子分母分别为 。 及 m 次多项式的有理分式
,

它的根轨迹 方
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二
程的次数

,

当 “十 fn 是偶 数 时
,

是 少 的二
一

首兰 一’次, 当 ” + m 是奇数时
,

是 (n + m 一‘)/2 次
·

因此
, 。 + fn 《10 的图示数据能用公式计算

有理分式的增广图示能应用于研究反馈系统及特征方程的任一实系数作参数的图线特性
.

用本文理论易证倒分式定理
:

K
: = f

‘n )(了)/ F
‘们 )

(s)
,

与 K
Z
= F ‘价 , (s ) /j

‘”,

(s )

二者在复数平面上的根轨迹完全相同
卜

又由图示知识发现
,

不论 。 和 fn 多大
,

只要有理分式的零点和极点在实轴上相间排列
,

它就

没有复数根轨迹
‘

这样的系统不会发生振荡 本文对这种分式可能存在的稳定区作较全面地分析
.

一
、

有理分式增广图示的基本理论

现在研究下列复变数
‘ 的有理分式

K
f
‘” ,

(
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F
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/ E b , s
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1 )

的增广图示
,

其中 K 限定是实数
.

将 s ~ 二 + 叨 代入 (1
.

1)
,

再应用 〔1 〕一文中 (1
.

3) 的

写法
,

并将少
” ,

(劣
,

犷)
,

功
‘御 (二

,

少)⋯ ⋯简写为训
” , ,

沙
” ,

⋯⋯等
,

则得

K = [沪‘
n , + ‘夕必

‘” ,

] /〔劝
‘d , + i, 必

’d ’

]

将上式分子和分母同乘以 沪
“d , 一勿诱油

,

再依虚和实分解得

夕= o ,

吵
‘d ,

诱
‘路, 一功

‘” ,

必
‘d , 二 o (1

.

2 )

K = [沪
‘n ,

叻‘d
, + 夕2

踌
‘d ,

诱‘
件 ,

] / [ (势
‘d ,

)
2 + 夕2

(必
‘“,

)吕] (1
.

3 )

利用 (1
.

2 )
,

可将 (1
.

3 )进一步简化为

K = p
“” ,

/功
‘d ,

或 K = 功
‘” ,

/功
‘d (1

.

4 )

(1
.

2 ) 和 (1
.

4 )是有理分式增广图示法的基本算式 (1
.

2) 仅含
二 ,

夕二个变数
.

所以(1
.

2 ) 就
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是 (l
.

1) 的根轨迹方程 (1
.

2) 包含 “~ O 所以 二 轴是根轨迹的一部 分 又 功和 砂中 只 含

少
,

所以根轨迹对 二 轴成对称
.

按照 f l 」一文中 (1
.

8 ) 及 (1
.

9)
,

少 的最高幂次项对 以
.

2)

成对配合
,

可知当 。十 n
为偶数时

,

(1
.

2) 是 犷 的 (n + 川一 2 )/ 2 次方程
; 当 m 十 n 是奇数时

,

(1
.

2 ) 是 犷 的 (”十 tn 一 1 )/2 次方程川
,

所以只要 川 + 。簇 1 0
,

(1
.

2 )都可以用代 数 法 求 解
.

当然若 tn + n
) n

,

就要用数字法求解
。

因 夕 是实数
,

所以对设定 二 解出的 丫
,

只 有正根是

可用的
.

对于 (1
.

2) 中 夕, o
,

它使 (1
.

1) 和 (1
.

3) 都变成实曲线
.

这是以往图示 的 内 容
,

当然包括在增广图示中
、

这种曲线在 (K
,

劝 图中用实线表示
,

〔1
.

4) 中有两式
.

后面一式 磷比前面一式 吵次数较低 故使用较简便
.

但 当 广
” ’

(s) 或

F
‘d , (8 ) 有一个是常数时

,

只能用 ( ] 4 ) 的前一式
.

二
、

有理分式根轨迹的倒分式定理

因 (1
.

2 ) 施以轮换 (n
,

d) 方程式不变
,

所以下例二个有理分式

K
:
= f

‘” ,
(
s
)/ F

‘d , (s )
,

K
:
= F

‘d ,

(s )/ f
‘”’

(; )

在复数平面上的根轨迹完全相同
.

当然对 (1
.

4 ) 二者是不同的
,

K
,

的零点是 K
:

的极点
.

K
.

的极点是 K
:

的零点
.

三
、

有 理 分 式 的 渐 近 线

设 。> 。
.

则 (1
.

1) 可写为

口o

b
。

】咔

尹
一 用

一_

互 生十卫丝一牛
十

u o 5 a . ‘ -

口。

1
寸 一

—
一下一

“。 万
‘ -

l+ 一二乙一 泣
一

十 一于‘ 一 兰不 十
0 0 5 口。 ￡‘

b
. 1

b
0 5 ,

,.....J
口 。

b
。

‘”一
门

_ .

Z a 、

b
、

1 十 1

一
一 -

r - 一

\ Q o O 。

1
一~ 十

,
r

iJ
峨、‘J夕/

.1�
6

ff, t
.
.J

当 }川 , oo
,

K
一 )

K 。

~

卫 (址f
6 o L

S +
称一 打之 (会

- b
:

b
。

二 b
。

l「
:

l / a .

八

—
名 钊 劣 十

—
l

—
一

a o tL ” 一阴 、 口。
+ 盆夕

一
二 ,

b
。 _

右八 万公夕 0,
U 口

则上式两边开
。一 m 次方得

l

/ ~ b
。

丫而二篇
~

l
! 八

一
I t

\ 口 。 / \

Zh刀
C O S

—
十 忿

Zh汀

n 一 ,儿

S l n

—
打we l刀

, 义 +
口.

n 一 伏

b
。

一 + 勺

故得 (李
‘

2) 的一组渐近半线为
、

卫三 _ 一互红
/

.

a 。 b
。
\

.

Zh汀

y ~ 火
_

x 卞
~

一万二而
一 一

夕
t g不二不

”
’ 认 L

·

z. “ ”
.

” 一邢 一 1



有理分式的增广图示及其在工程控制论中的应用
‘

_
_

_
_ _ _

_
一

一一
~

一
- 一

一- ‘卜山

38 9

一一
一~ ~~ 曲占一、

当K
一

箭
一

< “
.

可推得另一组渐近半线

a :
b

-

/ a 。

b
。

\
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,
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,

2
· ·

⋯
n 一 优 一 1 (3

.

2 )

(3
.

1 )
、

(3
.

2 ) 两式结合共得
。 一 m 根直线

‘吕,
.

依倒分式定理可知上列渐近线也适用于
n < 。 的情况

.

所以连 二 轴在内
,

共 !月一叫 根渐

一鱼匕一
~

鱼
近线 ,” 一阴 , 等分在中

J

。点 (
-

, ”一 m }

。

)
的平角

·

四
、

根轨迹与X 轴的交点定理

定理
:
有理分式 (1

.

1) 的实曲线的极值点的 二 坐标正好是 (1
.

1) 的根轨迹与 x 轴交点的

x 坐标

证
: K

,

的极值点必须适合

d 二
- r 一 Z、 ,

=
d 戈

d
, , ,

_
、 , 、 ,

。
, J 、 , 、 ,

二不丁- t j
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以 泥

故得 (
~

立名产上)
二

‘一 (·卜 ,
(一 (· ,

去
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(“ )

(· , , 一 0
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.

1)

将 [ 1 ] 中 (1
.

5 ) 和 (2
.

9 ) 两式中的 夕= 0
,

得
\

d
, _

、 , 、 _
、 , ”

、 , 、 , ,
、

‘

d 。 、
、 , 、

石 。讨
、 , 、

功 ” , ’

二 , 了万
-

J
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,, 又戈 )
,

梦
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价
、“ ’

二 石二一r
’ 一 ’

气x 少
,

梦
‘ 一 ’

= I’
、 一 ’

气x ,
“ 汤 “ 人

将上四式代入 (1
.

2 ) 即得 (4
.

2 )
,

故得证

五
、

有理分式增广图示之例

K 一丝土熟琪士孕琪大华乏土些址
占 十 0 ! 万一 十 0 2泞 一 0 3

因 。 一 fn = 1
,

所以本题除
二 轴以外

,

没有其他渐近线
.

于是可猜知根轨迹是封 闭曲 线
.

因
。 十 。 ~ 7

,

所以根轨迹方程是 少 的三次方程
.

又因 。
, , 中之最大数为 4

.

故 (尺
,

劝 曲线与

任一直线 K = C 的交点数为 4
.

按 势
.

必的定义
:

价
‘” ’

= 戈弓 + a lx s + a Zx Z + a 3二 + a ‘一 (6戈
名+ 3a , x + a : )夕

名+ g
‘

必
‘, , = 4 x 3 + 3a , 戈 2 + Z a : % + a 3 一 (4 x + a ;

)夕
2

价‘d
,
二二

“+ b
; x , + b

Z二 + b 。一 (3劣 + b
:

), 要

诱<d ,
= 3二2 + Zb

: 劣 + b
: 一 , .

将以上各式代入 (1
.

2) 和 (1
.

4 )得

封. + (3 x 2 + Zb
; 二 + a ;

b
; 一 a : 一 b

:

)夕
咭 + [ 3 x 4 + 4 b

;戈s + 2 (a
:
b

: + b
Z一 a :

)戈 ,

+ 2 (a : b : 一 a 。一 Zb 。)x + (
a ‘+ a : b : 一 a : b : 一 a ob

;

)〕夕
2 + [劣

e + Zb , 劣b
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+ (3b
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,
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一 3 a .

)戈
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:
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: 一 b
: a 一

)二 + (a
s
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: 一 a 4
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.

1少

。 _ 4二3

士 3a : 二 2 + Za Zx + a : 一 (4 二 + a
过g 乏

‘、 。
一

—
一将 (5

.

1 ) 写成 勿
2
)
“+ 刀

:
(夕

2 )2 + 刀
2夕2 + 刀

。
= 0

(5
.

2夕

(5
.

3 )

然后用

化成

其中

二 :
_ 二 _ 刀

:

夕 一
, ,

一一下r 一
J

牙
3 + 3P班 + Zq 二 0

(5
.

4 )

(5
.

5 )

一

含(
刀

2 一

等)
一

合(
刀
。

禅弃
卡嗜笋)

(5
.

6 )

(5
.

7 )

当 二 值使 P> 0 时
,

(5
.

5 ) 有一个实根

研= 方 一 q 十斌了十刀 ‘ q 一斌了 (5
.

8 )

其中 △二梦+ P .

又当 x 值使 P< O
,

△< 0 时
,

(5
.

5) 有三个实根
:

万
‘~ 2 澎二下

e o s [ (Zh二 + 0)/ 3〕 i = o
,

i
, 2

.

(5
.

1 0)

其中 0 可用下式计算

e o so二 一口/斌= 万习 (5
.

x z )

将上述算法应用于求下式之图示“ J

⋯⋯
_ :
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}}}}}///
{{{{{}}}

⋯⋯⋯}
”

‘‘

/
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.
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图 1 (b )
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例 1
(2 5 + z )(2 : 3 + 3 5 2 + 9 5 + 6 )

5 8 + 3 5 2 + 6 5 + 6

可得三幅图线如图 1
.

从 (二
, i妇 图看出

,

根轨迹由三个封闭曲线组成
,

它们都在 二 < O半平

面
.

从 (g
: ,

劝 图看出决> 一 0
.

5 系统稳定
“

.

六
、

有理分式增广图示的应用

(A) 对于反馈伺服系统中的应用

为了反馈伺服系统的设计
,

W
,

R
.

E v
an

s 于 1 9 4 8年创造了根轨迹法“
,

.

但是他并没有

得到根轨迹方程
,

他只提出在根轨迹上点的幅角条件和几条根轨迹特性的一些法则
,

求作根

轨迹要用逐点检验角度来确定
.

现在有了 【1 〕中 (1
.

5) 和本文 (1
.

2) 的根轨迹 方 程
,

对于

十点 (零点和极点) 以内的有理分式都能求解
.

这样就很容易作出完整的根轨迹
.

不但如此
,

而且可以进行解析地研究
.

又因本法尚有 (K
,

劝 和 (K
, ‘g) 曲线

,

因此可以明显看出绝对和

相对稳定区
,

以及掌握放大和自振频率的关系
.

反馈伺服系统的特征方程为

1 + K H (s )G (s ) = 0

依本文方法改写为

K 二 一 1 / H (s )G (s
) (6

.

1 )

上式右端一般是
‘ 的有理分式

,

可应用增广图示来显示系统特性
.

例 2 H (
s )G (: ) =

K (; + i ) ‘。,

; (‘一 1 )(:
2 + 4 ; + 1 6 )

将上式写成 (6
.

1)

K = 一 s (; 一 1)(
s , + 4 5 + 1 6 )/ (

s + 1)

上式的根轨迹方程经简化后为

夕‘一 2梦2

(x
Z + 二 + 4

.

5 ) 一 (3戈
.

+ 1 0 劣s + 2 1义之+ 2 4 二 一 1 6 ) = 0

绝定区

/绍11卜|计门、乡/T
月

‘、..夕r

\

、、、

、

、、

一 3 一 2 一 1 0

(a ) (b )

。 g :
不限定为实数

,

则 级> 一。
.

5 仅是稳定的必要条件
.
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注 一宝‘
~

鱼
~

一
一

一

一一
-

———K
,

和 K
。

、

可分别表为

K
r

~ 一 (, 4 斗 3 二 3 + 1 2 x 2 一 1 6二 )/ 戈 + 1

K e = 一 (4 二
吕 + 9劣2 + 2 4劣一 1 6 ) + 夕2

(4 劣 + 3 )

应用以上三式可作出 (x
,

i妇 及 (x
,

K ) 曲线如图 2
.

从后者可 看 出 稳定 区 间是 (23
.

31
,

35 68 ) 如果我们只需要考虑稳定问题
,

不必要的图线就可省去不画
,

如 (K
, i刃 及图 2( b)

渐近线左边部分
,

甚至对小数
。

.

(例如 0
.

1) 就 二二 一 ‘,
O

, ‘

计算也行
.

(B ) 特征方程任一系数作参数 的图线

有了有理分式的根轨迹方程 (1
.

2)
,

就能研究一个特征方程的任一系数
a ,

作参 数 的 图

线
.

例如三次特征方程

(艺) 以 。。为参数

a
圭> 3 a aa 。 a 孟二 3 a i a : a

夏< 3a : a s

f
O 公 O X

(15) 以 。 ,

为参数

aaa 宝> 3 2a
oa ;;; 3 2a声 ;> a

{> 2 7 a oa 互互 川 = 2 7a
。。二二 a 孟< 2 7a 0a 互互

仄仄仄
i夕夕

仁仁
勿勿

仄仄
尽ggg

上上入入入入入 、、、 飞飞飞
... 目曰 曰. 如. . 目 . . ‘. . . ...

O XXX O XXXXX
OOO 劣劣劣劣劣

(111) 以
a :

为参数

川 > 27a 声告 a全二 2 7 a 3a
轰

a 全< 2 7 a 3a 孟

妇
一

{
,

/互
尸之

尹 ,
内

...万口.....口....口.........
...‘

,.
.
.

O 劣

、、、一aJ一沁

l盆

. . . . , ~ ~ ~ .
一

‘,

一一一

一
_ t _ _ _

_ _ , _ _ _
_

_
_

母 a
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a o s s + a 一5 2 + a : s + a 3 = 0

顺次以 a0
, a : , 。:

为参数的根轨迹方程经求解 少 后分别可写为

v

一 (
! 么+

瓷
X 一

会)
士
告

一

了
(·卜 4一

:

)X
忍

一
+

手

扩一
“ ’+

贵
士“ “ , + 8a 0a

3‘

/
a ,

”
”

’

二
夕= 工 心 一二丁- - , 二 - 一- 一一劣

-

乙口o x 十 口l

于是经分析后
,

可得根轨迹类型图线如图 3
.

(C ) 特征方程的某些系数是 K 的一次式的图示

因为自特征方程解出 K 后
,

K 就是
‘ 的有理分式

.

例如m

5 8 + : 忍+ (K + 1
.

2 5 )
s + K = o

解得 K = 一 (
5 5 + 5 2 + 1

.

2 5 5
)/ (

: + z )

因此可用有理分式的增广图示来研究这系统
.

七
、

没有复数根轨迹的有理分式及其稳定区的确定

现在先举出一有理分式没有复数根轨迹的必须条件
.

( i) 分子
,

分母都能在实数域内分解成一次式
.

因若分子包含不能分解的二次式
,

则 K ~ 0 就有复数根
.

若分 母包含不能分 解 的 二 次

式
,

则 K = co 就有复数根
.

(ii ) 不存在除 二 轴以外的渐近线
.

因为有了除
x 轴以外的渐近线

,

一定有复根曲线来 趋 近 它
.

应用 (3
.

1) 和 (3
.

2) 两式

可知必须有

}
”一 m l~ 0 或 1 (7

.

1)

(11 1) 将零点和极点在实轴上按大小排列
,

则不能有接连二个零点

因按 R ou le 定理
,

在 K 的二个零点之间
,

一定有一个 x 使 d K / d 二 ~ 0
.

于是 在这二个

零点之间 K
,

曲线至少有一个极值点
,

自极值点出发
,

一定存在着一支复恨曲线 K c
.

(iv ) 不能有接连二个极点
.

如果一个有理分式有接连二个极点
,

那么它的倒分式就有接连二个零点
.

根据 (iii ) 后

一分式当不存在复根根迹时就不允许有两个零点
,
故前者亦不允许有两个极点

.

总合以上四 条必须条件可知
“

一个有理分式要是没有复数根轨迹必须它的零点和极点在

实轴 二 上相间排列
”

.

现在说明上述条件也是充分的
.

将 (1
.

0 写为

兀(s ) ~ 。。

n (。 一二 ‘

)/ 占
。

n (: 一 力, ) (7
.

2 )

则 人
一

(0 ) ~ (一 1 )
” 十 m a 。二 1 2 2

⋯ z 。

/ b
o
P

‘
P

:

⋯P
.

又7
.

3 )
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现在将零点和极点按大小次序排列

z ,

> 孔> 之 3
⋯ > 2 。 ,

P , > 九> ⋯ ) P
,

则零点 和极点相间排列时
, n 和 m 只有下列三种可 能 性

: (i) 打 = m 十 l
,

(ii)
n = 。

,

(111)
n = 。 一 1

这和条件 (7
.

1) 一致
.

现在分别讨论其图线如下

( i ) n 二 m + 1

因零点和极点相间排列
,

又零点比极点多一个
,

所以一定有
z ;

> P
;

.

为了
“

一图多用
” .

现在采用将 K 轴平移来代替零点和极点大小变更而引起的曲线移动
.

先将 (1
.

1) 化成
a 。一坑

_ , ,

~
, 、

_
, , , ,

b
、 , , . 、

_
,

~ , ,
.

_
卜 , ,

_ 、 . _ 、 ,

、
. ,

_
, 、

~ 一
. 、 ,

一 ‘的形式
,

可令K, 一

玄
一

K, 然后将 K, 看 成 凡 以 m 一 3 为 例
,

如 图 4 (a)
·

图 中 以

,’o
”

表示零点
,

以
“ x ”

表示极点
.

曲线的渐近线以虚线 表示
.

任作一直 线 K = C
.

则 C

自一 oo 至 十 oo
,

这直线与实曲线都交于四点
.

一般若 L 是 。 和 。
中的最大的一 个 数

,

那么

因 (7
.

2 ) 可写成

兀 n (卜夕,

)一 fl (: 一二 ‘) = o (7
.

4 )

所以 K = C 与 (K
,

劝 曲线的交点数为 L
.

令 K = C 与 K
,

交于 L
;

点
,

与 K 。 交 于 L c
点

,

则有

K , 1

}}}}}}}
}}}

J{{{
}}}

}}}}}}}}}}}
}}}

lllllllllll }}}

}}}}} I{{{}}} fallllll {{{

{{{消消
L_ ___

.

子子
!!!lll

{{{{{ zzz
lll ]]] l一一一

11111111111生 ///

(b )

K 二 1

}}}}} ⋯!!!!!
{{{

{火火
!!!} {lllllllllllllllllllllllllllll !!!!!!!!! 洲洲

刀刀刀 一洲洲lll
,,,

{{{十一一一

!!!!!!!!!
‘‘‘‘‘

式
。

K
J

’

K
:

图 4
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ZL c 十L
,

~ L (7 5)

现在 (a) 图 L
,

~ L
,

所以 L
。 ~ 0

.

因此不存在复根曲线
.

图 4 中其他图线也有这样的结论
,

所以充分性巳经证明

现在来求零点和极点相间排列情况下的稳定区间
.

(在图 4 中稳定区间用粗线划出)

在图 4 (o)
,

K 轴在 K
。

位置则 Pl > O
,

可看出无稳 区 K 轴在 K
j

位 置 毛 > 。> Pl
,

稳区在 K < O
,

而为 (一 co
,

K (O))
,

K 在 K
Z , 二 ;

< 0 稳区在K > o亦存在
.

亦可写着(一 co
,

K (0 ))
.

(11)( I ) n ~ m
, 二> P

,
.

如图 4 (b)
.

因 大 , oo
,

则 K , 1
.

故有水平渐近线 K ~ 1
.

设通过
z : 的实曲线与 K ~ 1 直线相交于

E
,

x ;
为 E 的横坐标

.

则由图 K 在 K
o

.

二E > 0
,

无稳区
; K 在 K

l ,

则 石> P
;

) o> x 。

稳区为 (l
,

K (0))
; K 在 K

: ,

则 P
:

< 。
,

稳区为二段
,

一段 (一 co
,

K (0 ))
,

另一 段 ( 1.

+ oo )
.

(11)(I ) n 二 m ,

P
:

) 二 , ,

如图 4 (c )
,

K 在 K
。, 二 E > 0 ,

无稳区 ; K 在 K
、 ,

Pl > 0 > 戈E ,

稳区 (K (0)
,

l) ; K 在K
: ,

o> P
、 ,

稳区分为二段
,

(一co
,

l) 及 (K (0)
,

+ co )
〕

(111)
n ~ m 一 1

.

如图 4 (d )
.

K 在 K
。,

Pl > 毛> 。
,

无稳区 、 K 在 K 、,

Pl > 。> 二 : ,

稳区为 (K (0)
, o) , K 在 K 。

Pl < O
,

稳区分为二段
: (一 oo

,

0) 及 (K (0)
, + oo )

.
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