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摘 要

本文研究了在流动方向可以有缓慢变化的任意截面渠道中的孤立波
,

导出了缓变系数 K dV 方

程
,

并求出了此方程的首项近似解丁导出了孤立波的速度的表示式
,

以及孤立波的波 幅 与渠道几

何尺寸的关系
,

并把它们应用于三角形渠道
、

矩形渠道
.

对于变深度
、

变宽度矩形渠 道的情 况
,

本文的结果与Jo h n so n 、

Shut o及M il e等人所得的结果一致
.

一
、

序 言

自 18 3 4 年 R us s el l发现孤立波以后
,

它一直为人们所注意
,

这方面的论 述 也 很多
.

由

于平底的矩形渠道特别简单
,

所以这种渠道中的孤立波讨论了不少
.

但是在很多工程实际问

题中
,

渠道往往不是这样
,

而是截面具有任意形状
,

且在流动方向有所变化
.

截面形状及其

变化对孤立波的影响是令人感兴趣的问题
.

Pe te r (196 6)
、

P e r e
gr 加

e (1 9 6 8 ) 首先研究了任意截面渠道中的孤立波
.

他 们 的 研究都

假定T 截面形状沿长度方向不变
.

后来
,

G r im s h a w (1 9 7 0 )
、

Jo h n s o n (一9 7 3 a ,

b )研 究了渠

道深度随流动方向而变的矩形渠道中的孤立波 S hut 。 (19 7 4) 研究了深度
、

宽 度 沿 流动方

向有变化的矩形渠道
.

G r im sh a w (19 7 5) 还研究了缓变的任意截面渠道中的内波
气

本文研究了在流动方向可以有缓慢变化的任意截面渠道中的孤立波
.

导出了缓变系数 K

d V 方程
,

并求出了该方程的首项近似解
.

导出了孤立波速度的表示式和孤 立波的幅度与渠

道几何尺寸的关系
,

并把它们应用于三角形渠道
、

矩形渠道 在变深度
、

变宽度矩形渠道情

形中
,

这些普遍的结果分别与 Jo h n s o n (lo 7 3 a ,
b )

、

S li u t o
(19 74 )及 M il。 (19 7 7 )等人 得出

的结果一致
.

二
、

方 程

我们研究不可压
、

无粘
、

无旋流动
.

渠道的横断面及坐标轴如图一所示
,

丫轴为流动方

向
, 二‘轴铅垂向上

,

坐标原点在自由面的平衡位置
.

渠道的固壁形状为犷 = l‘土(二
‘ , 二 ‘

)
.

我们假定
: (1) 渠道的深度和宽度是同量级的

;
( 2 )水 深 远 小 于 波 长

,

即 1 》 。 . (h/ 几)
鸽

. 李家春推荐
.



3洲 周 显 初

一 o(黝
,

其中
:
; 为波长

,

。为特征水深
, 。
为波

、 “ /

幅
;

(3 )渠道形状的变化是缓慢的
,

即

丫 ~ 柱
’

(之
‘ , 。户劣 尹

/劝
,

其中 召为渠道缓变的特

征参数

我们引入如下的无量纲量
.

劣 ,
二几劣 夕, = h夕

二 , ~ h二 t, ~ 双 / 斌飞两
一

刀, 二 e h刀 1
, 土= hl士

u , 一 。 斌
丽

。 。 ,
一 (。斌
丽粤

)
。

一 一 八

, , 一 (·、

、令
) ,

带为其中
.

材、 U 、

口

,

号的量为有量纲里
,

(x
, y ,

习 为坐标
,

P’ 一八二Pg h (一二 + e P)

t 为时间
, 二 二 冲(二

, g , t )为自由面高度
,

二
、

,
、二
方向的速度

,

p为压力
,

Po 为自由表面压力
,

p为流体密度
, 夕为重力加速度

.

在这种情况下
.

流体力学基本方程变为
:

u , + e u u 二

+ 己 u u ,

+ 召 切u :

+ P
二

= 0

君[ u
. + e (u 。

二

+ 。” ,

+ 脚u :

)〕+ p
,

二 0

e [ 叨
, + e

(脚
: u + v。,

+ 功功
:

)」+ 热 。 0

u ,

+ 。 , + 功
,

二 0

边界条件为
:

} (2
.

1 )

在
二 = 召刀上

在夕, 柱(z
, : 拼劣) 上 } (2

.

2 )

其中
,

下标 二
、

夕
、二 、

t

我们引进变换

e D = 君

山“刀
, + 巴“刀

,

十 已”冲,

J

” = 田 I士
:

+ u l如

表示对该变量的偏微商
.

雪‘ j (x) 一 t (2
.

3 )

其中 了为待定函数
.

方程 (2
.

1) 变为

、夕J咭
.

,臼
才
‘、

、、..、了...产一 u : + 。“
(f

了u : + 。u x ) + e v u , + 。脚u :

+ f
产
p : + 。p x 二 0

e〔一 。‘+ : “(f
尹。; + e v x

) + e 。。 , + e 功v :

」+ P
, 二 0

e 〔一叨 : + 。u (f
产。 : + 。。、) + 。。功

,

+ 。功功
:

j+ Pa 二 O

f
尸 u : + : “x + 。、

+ 功
:

~ 0

~
_ . _ , .

d
具甲 I

‘

“ 几石
一

I 戈戈工

边界条件变为
:

、.了�勺
.

,曰
.

了、

、..、
‘J...e P“ 刀

口二 一 冲。+ 。u
(f

尹 , : + 。刀x ) + 。u ”
、

v , 。柱
:

+ 。u l上,
在夕二 l土(

二 , “X ) 上

}
在

2 一 ‘”上
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. . 口 , . , ‘. . . . 曰. . ‘.

-

一
一-

~

一

一一
一一

.

卜一~ ~ 曰‘~ ~ ~ . ~ 自, . 目网 如.

-
~ . ~ . , . 同曰~ ~ ~ .

(2
.

6 )

、,尸、尸
了、.声、,
J
、户
�
、.
产

7a7b7c7dsasb(2(20仁(2(2

。、
”

、

。
、

p
、

冲都按下式展开
:

Q = Q
。+ 召Q

: + 。Z
Q

: + ⋯⋯

得零阶量的方程及边条件如下
:

一 u 。, 。 + f
尹
P
。, ; ~ 0

P
o , ,

~ 0

P o , :

, 0

f
产。。, ; + 。。, ,

+ 功 。, ,

~ 0

粉。, P
。, 山。~ 一 ”。, ‘

在
之 二 0 上

”。= 功0
1‘ 在 夕 = l士(

二 , 产X )上

由 ( 2
.

7b )
、

( 2
.

7 e ) 式知
,

p 。 与 夕
、 z
无关

,

所以由 ( 1
.

8 a ) 式可知 刀。

数
,

且

叮。 (雪
,

X ) = P。
(雪

,

X )

由 ( 2
.

7 a ) 式及 (2
.

9) 式可知
:

“。, ; = f
尸
P。

, ‘二 f
户勺。, ‘

所以

“。二 f
尸

, 。 (占
,

X )

(由孤立波的无穷远处的条件
,

可知积分常数为零 )
.

下面我们来定出变换 ( 2
.

3) 中的待定函数 j
.

在渠道横截面内对 ( 2
.

7 d) 式积分
,

可得
:

}}
(一

+ , 。, ·

)“。“ 一

}}
一“一“dz 一 f ’

一“

了a 》 了口 、

只是 舀
、

X 的 函

( 2
.

9 )

( 2
.

1 0 )

, 二
, _

(( 、
。dz 一 渠道过水断面面 积

,

。 为渠道过水断 面 区域
.

利 用 G r ee 。
公 式 及

其中
,

A 二、生
““ “‘ 一 术返“

工 J、脚,
四 , , 、, “ / “

“
“

I ,、 “‘ , ““
·

, 。用 “
‘ “““

二
二、 ‘

.
口 )

( 2
.

8 a
)

、

( 2
.

8 b ) 式可得

}{
(一

+ 山。 , ·

,、‘一}
二“一“一

”。
, , ‘

了口 ) 伍 ,

其中
,

l 二 I +

( O
,

拼X ) 一 I
一

(O
, 召X ) ~ 水面宽度一 为 口 的周线

,

由此得出

f
, , 二 z/ 月 ( 2

.

1 1 )

对于矩形渠道
,

由 ( 2
.

n )式可见
,

f
‘’

= 1 /h 二 1/ 护
,

(c 为波速)
,

变换 (2
.

3 ) 等于是求行

波解
.

这也适用于任意截面的渠道
.

现在来解 u 。
、

叨。
.

由流动是无旋的条件得到
。。, :

二。
。, , ,

由此引入势函数 中“
,

X
, ,

,

习
,

使

甲 , = U o s 甲
:

= 切。

再引入函数 梦
,

使

甲二 一 f
‘2 ”。, ‘梦 + B (省

,

X ) ( 2
.

i Za )

梦d y d之 ~ O

( 2
.

sb )式可知
,

梦满足的方程及边界条件为
:

( 2
.

1 2 b )
“竹�柳

则由 (2
.

7 d )式及 ( 2
.

8 a )
、

梦

梦

, , + 梦
: .

~ 1

:

= A /l 在
z 二 O 上

( 2
』

1 3 )
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梦
。

~ O 在 夕 ~ 胜(z
, 召X )上

这里 梦
,

是 岁 沿渠道侧壁法线方向的微商
.

’

由于渠道侧壁 的方程不随时间 t 而 变 化
,

所以

岁与 占无关
,

是X
、

g 、 z 的函数
.

求解 梦 是求解典型的泊松方程的牛曼边值问题
。

可 以用解

析法或数值方法求解
.

为了得到 叮。 的方程
,

我们必须考虑一阶量 一阶量的方程和边界条件为
:

一u : , : + f
产。。u 。, ; + f

产
P

; , : + P
。 , : ~ 0

一 ”o , ; + P
x , ,

~ 0

一阴 。, ; + P
I , :

= 0

f
, u : , ; + u 。 , x + 。: , ,

+ 田 : , 二

~ 0

P i , 行;

切 。, :

刀。+ 。 ,
~ 一 刀: , ‘+ f

尸“。叮。, ;

(2
.

1 4 a )

(2
.

1 4 b )

(2
.

i 4 e )

(2
.

1 4 d )

}
在

2 一 。上
(2

.

1 5 )

”一二 切
一
l士

:

+ u o
l士叉 在夕~ 胜(二

, 拼X )上 {
当然

,

我们不需要解出所有的一阶量
,

我们只需先解出 P
:

即可得出 刀。 的方程
.

由 (2
.

14 b)
、

(2
.

14 e )得出

,
1
一

l
? 。 , ‘d一}

一
, ;

、一 , : + C !(“
,

X ,
(2

.

z 6 a )

由边界条件(2
,

15 )式定出

c
:
一。

; 一甲 ;
(占

,

X
, 夕

,

o)

所以

P ; = 一f
产 2行。

, : ; 梦 (X
,

夕
, :
) + 专, + f

尸 2刀。
, : ; 梦 (X

, , ,

0 )

现在可以写出 t7 。 的方程了 在渠道过水断面区域对(2
.

14 d) 式积分

(2
.

1 6 b )

(2
.

1 6 e )

(一 ,
/ 。, , ; 一。 。 , X ) 、。d : 一

11
、。

: , , + 。 ; , :

)、。* 一

11
。 ,
‘: 一 。 1

、。

(2
.

1 7 )
“”必

用 (2
.

z 4 a ) 式消去 (2
.

17 )式中的
u ; , ‘,

应用边界条件 (2
.

1 5 )
.

把 (2
.

1 7 ) 式积分出来
,

经过

整理之后 (推导见附录 1 )
、

可得

, 。 ‘“

了
, · + 2、

丽
。 , · +

(等
一 ,

:

)
。。 。。

, ;

, 1 0 1+ (0
,

卜X ) 、

+ (专\ 梦 (X
, 夕 ,

o )勿 )。
。, 。; ‘二 0

、Z Z J
_ _ , ,

仁‘ (0
,

林人 )

(2
.

1 8 )

「 d
,

二
、

1 { ~ 二、
。

、。
、

~ 一 ~ ~ ~ ~
、‘
一 ~ ~ ~ ~ ~

, , ·

~
- · · 、

-

- 一

一 一

其中 ‘一t
一

亩
~

(‘, I一)」{
: _ 。

·

这就是沿流动方向缓变的任意截面渠道中的波动方程
·

因为

}
梦 (X

, 。 , 。, d 。> 0 ‘证明见附录 2 ,
,

所以它是缓变系数 白勺K d厂方程
·

它是 ”· t二 (‘, 6 6 )导

出的常微分方程在无旋情形下的推广
.

与 P e re gr ine (19 6的导出的包含有 冲
、 。
对 男

、

t 的 混

合导数的方程相比
,

方程 (2
.

1 8) 具有很大的优越性
,

(2
.

1 8) 式是只包含 叮。 的方程
,

且是研

究得很多的 K d 犷方程
,

求解较方便
.

对于矩形截面的情况
,
。

,

。
、

1
, . , ,

。
、 , 。

1
, , ,

,
、

岁 气人
, 夕一z 少~

冲

石
~

Lz 十 n L人 夕J
“

一
白

石
一 n 一

气人少
‘ U
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-
- - 甲~ ~, 、. ~ . . 户~ ~ ~ . . . . . . . . . . . . . . . . ‘. . . . , . , .

一K d 厂 方程 (2
.

18) 变为

( l材下 )x

l 斌万

3
刀。+ “刀。

, X + 一

不了下刀。叮。
, ‘

.

斌万
十一
了仇

,

“‘~ 0 (2
.

1 9 )

(2
.

1 9 )式与 N S h u t o (1 9 7 4 ) 导 出的变宽度
、

变深度矩形

截面渠道中的K d厂 方程一致
,

对于变深度
、

常宽度矩形截面的情况
,

方程 (2
.

15) 变为

1 概
.

_ ,

一
.

3
.

h
_ _

万万下
二

叮, 十 乙丫 h 叮。
, x 卞下 叮。叮。

’‘十 百 rI 。’“‘一 “ (2
.

2 0)

(2
.

2 0)式与 R
,

5
.

Jo h n s o n
(19 了3

a
)导出的结果一致

.

对于如图二所示的左右

对称的三角形截面渠道来说

梦 ~ 今 〔犷 + (z + h)
2

〕一 音
4 O

1
。

\
1 十

~

石- t g
一
a J

〕 /

峨

方程 (2
.

1 8) 变为

牵(
1 +
冬
。g 么。

)
。。

, : : 。 +
一

冥率
。。。。

.

‘+ 2 ,
。 , , 十

华牵黔弈
,
。一 。

4 、 J / 傀习 左 探丫 乙月 { g 口

(2
.

2 1)

三
、

缓 变Kd V 方 程 的 解

作变换

亡二 (A I)
’‘4 ”. (3

.

1 )

方程(2
.

18 )变为
.

/ 3 1
2 ,

\ 1 二 , .

/ 王 1
‘工十 ‘- 吮石一 一 ‘:

1二二尸1 万不万二r s乌去个 卜万
. -

二一广一二了
\ 人 / 乙气d ‘少

一 一

\直 艺丫 八‘

梦 (X
,

。 ,

。 ,“)
“。‘。一 。 ‘3

·

2 ,

记

T 二 拜X

· ‘T , 一

(等
一 ‘

。

)云端亩
, (r ) 一

青渝l:
岁(X

,

一
)“,

则方程 (3
.

幻

(3
.

3)

假设久

变为

乙, + 口(T )亡乙、十刀(T )雪: : : ~ O

刀是 X 的缓变函数
,

即 环 《 1
,

我们求方程 (3
.

3) 如下形式的解
,

亡~ 亡
。

(0
,

T ) + 召雪
;

(0
,
T )十 召笔

:

(夕
,

T ) 十
· ·

一 (3
.

4 )

其中

由于

d o ~ 点(T )d占一。(T )d X (3
.

5 )



40240 2 周 显 初

口2
0 口k (T ) 口。(T )

吮二百丈二牙
~

~ - 下了; ; 尸- = - 一一, 二夏一一一 = U
口白口八 口人 口自

所以

k (T ) 二 常数

把 (3
.

4) 式代入方程 (3
.

3) 可得 亡
。

(O
,

T ) 的方程

一 。雪
。 , , + a (T )寿雪

。

雪
。, , + 刀(T )掩

3

亡
。, 。。。, o

方程(3
.

6) 可以直接积分
,

求出其解为

雪
。
~ a l s e e h Z b口

其中
a ,

~ 3。/ a 及 b二 (。/ 4刀盏
s

)“
2

由于亡
。

中的 a 尹 、

b
、

。 三个未知量只有 (3
.

8) 式中的两个关系
,

为了决定它们
,

阶量
,

从中找出它们之间的另一个关系
。

乙: (e
,

T )的方程如下
:

一。亡
; , , + a (T )寿(乙

。

乙
:

) , + 刀(T )儿
8

乙
: , , , , 一 一乙

。, ,

方程 (3
.

9) 也可以直接积分一次
,

然后假设 亡
:
~ 乙

。, 。
f(0

,

T )
,

再积分二次
,

(3
.

6 )

(3
.

7 )

(3
.

8 )

我们必须考虑一

(3
.

9 )

可得

亡
。 , 。

f〔 1
。

。
.

f
二 ,

。 C
二 , 。 、 , 。 , , 。

.

0 1
‘’一刀石了 t3疏万

~

L七“十 3 ‘
。, ‘气‘ , 一 3 ‘

“ , T “口 , “口 J“口卞“ 了 (3
.

10 )

四
、

讨 论

( 1 ) 弧立波的传播速度

我们把 (3
.

7 )式改写为

“
。

-

一
h

Z

{丫磊丁【l(丫子
一

穿)
、一

,

]}
往意到变换 (3

,

1)
,

忽略 扩 项
,

得
、.、
l飞..J

, 。

f / a (A n 二,4 r

, ,
’ “ s e C ll

‘

飞V 一
~

面万一
“

L 斌万刀+ : a 〔1 一 (月l
:

/ 3 1
“

)〕
(4

.

1)

由 (4
.

1) 式可得孤立波的速度为
c 名二 A / l+

。a 〔1 一 (A l
:

/ 3 1
乞

) ] (4
.

2 )

由 (4
.

2 )式可见
: 在波幅相同的情况下

,

孤立波的速度完全由渠道的几何尺寸决定
.

对

于有相同截面积
、

相同水面宽度的通常渠道 (l
,

(
二 ,

x) 》 0
,

即随着深度的增大
,

宽度减少的

渠道)来说
,

水面附近有垂直侧壁时
,

渠道中孤立波的速度最大
.

当渠道为矩形时

c , . h + e a (4
.

3 )

这与长波理论线化结果一样
.

对于如图二所示的三角形渠道来说

h
,

5
c 一

~ 了十万
‘“ (4

.

4 )

( 2 ) 弧立波波幅与渠道几何尺寸的关系
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为了找出 乙
。

中 a,
、

b
、

。 之间的另一个关系
。

我们把 (3
.

1 0) 式直接积分出来
、

得出如下的

雪
:

的表示式

:
:
一

箭丽乒

毛歹{
C

,

一 i号
*
一

, h 切 +

合
S‘·h中 。。 sh甲

.

a , / a ,
\

,
.

a , Z
b

:

+ 几歹
.

(万叮 ) c o s n
’

甲+ 一
.

石下厄一
U \ 。 j 7 ‘ 以 (音一

, 1
4。 +

合
。。 Sh

‘甲十 ‘一‘“h中

。‘’b , _ _ _ 二 ‘ _ 。 / 么
b :

伸
2

一
‘ :
一 11 一

: 一 二 -

一一不不花万一‘ . O u 甲 一一下几五
一
飞下

~

一 甲‘ L l l
甲了

几u 。二““岁
‘住口 ‘ 口 \ ‘

+ e :

(晋
, 一

合
5 1·h。。。 S h , +

于
th , 。。 5 h

4 ,
一

th ,
卜 c

4

}
其中中二 bo

.

由上式可见
,

展开式 (3
.

4) 不是一致有效的

去上式中最高的指数奇性
,

使 乙
:

有界
,

可得

C
:
= 0

(
a ,

/ b)
: 二 一 a , b ,

/ 2b
2

且p

(a
尹 2

/ b)
: 二 0

上式即为我们所求的关系式
,

它可表示为

刀。OC (a /刀)
’‘ s

(A I)
一 ‘.’

(4
.

5) 式即是波幅与渠道几何尺寸的关系
.

对于如图二所示的三角形渠道来说

当 夕, 士co 时
,

乙:
无界 我 们 消

(4
,

5 )

。。oc 。
一 , ·, t g 一“·“。( 1 +

冬
tg , a )

一 , ·‘

O

(4
.

6)

对于矩形渠道来说

刀。 00 1
一2 , 习h

一‘ (4
.

7 )

(4
.

7 )式与长波小振幅时的 G r e e n
定律 t7 。

OC I
一 , ‘Zh

一 , ’4

(H
.

L a m b
, 19 3 2

,

荟 1 5 5 )不同
.

而与

G r im s h a w (19 7 0 )
、

Jo h n s o n (z 9 7 3 b )
、

M ile (1 9 7 7 )等人的结果一样
.

M ile (1 9 7 7 )
、

S h u to (1 9 7 4 )把 (4
.

7 )式和实验结果进行了比较
,

M ile (19 8 0 )对比较结果

进行了综述
.

对于宽度不变
、

底部斜率为常数的矩形渠道来说
,

当底部斜率较小时
,

(4
.

7) 式

更为精确些
,

但斜率变大时
,

G re e n
定律更合适

, 对于深度不变
、

宽度线性增大的矩形渠道

来说
,

(4
.

7) 式比 G re en 定律更好些
.

然而
,

对于收缩的矩形渠道来说
,

由于非线性效应
,

(4
.

7) 式的结果与实验相比有些误差
.

( 3 ) 向下凹的弧立波

在方程 (3
.

3) 中
,

刀(T )》 0
,

对于一般的渠道 (如矩形
、

梯形
、

三角形渠道等) 而言
,

a( T )> 0 但 a (T ) 可以改变其符号
.

对于某些特殊的渠道而言
, a (T ) < O 是可能的 这

时作一变换 亡二 一 C
尹 ,

所得之 夕的方程与 a > O 的方程(3
.

3) 一样
,

所以有可能产生 亡< O的

孤立波解
.

P e r
eg ri ne (1 9 6 8) 已经指出了这种可能性

,

并指出了两种 a (T )< O 的 渠 道 由

于这种向下凹的孤立波的速度小于小振幅长波的速度
,

所以这种波容易与短波混淆
.

但是究

竟能否实现这种向下凹的孤立波
,

要由初始条件以及解的稳定性来决定
,
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附 录

附录 1 :
从 (2

.

17) 式到 (2
.

18) 式的推导

应用(2
,

14a )式

(2
.

17 )式左端~ (一f
, “ , ,

君一“。
.

丫) d , d 二“竹�两

( 一f
‘. u 。 u o , ; 一f

‘ . 户, , ‘一 f
‘

夕。
, x 一 。。 , x ) d g d z汀竹�必

一一

应用 ( 2
.

15 )式

(2
.

打 )式右端。
. h z _ x ( 二

,

拌x ) u od 二 +
正+ 者 ( 二

,

拜尤 ) “。d :

子+ ‘o , 脚孟 )

二_ ‘o , 二 X
,

( 一刀
, ,‘+ f

‘u 。刀。
, : 一 切。, 二

叮。) l
二二o d ,

上面两式中的积分
,

. h

可分别积分出来

l一 x ( z ,

群X )‘
。 d z +

+

l
‘ : , ( ·

,

。x ,‘·
冷x(z

,

斌执
‘

一刹l
。 ‘一‘

一
丫’“

·

}一l
‘·卜 ‘

,
; X )
夸拱

响

一 ‘+ ( 一“
,

, X )
.

夸尹
‘

〕
日A

一~ “。瓦不
.

= 丫 , / A 勃泥叉

(因为 I 一 ( 一 h
,

拌X ) ~ 才、 (一 h
,

“X ) ~ 0

利用 ( 2
.

7d )
、

( 2
.

8a )
、

( 2
.

8b ) 式可得

对于矩形渠道来说
,

可以推出同样的结果
.

J十‘0 5 脚大 J ‘+ ( o 一 , X

‘_ 口 一户
X

,

。。, ,
。·

!
二 _ 。d 。 -

一叮。( 。
。, y + f

‘“。 ,

君) d 夕
‘~ 山 , 声尤

= 。。刀。
,
‘l

,

一 f
, ’粉。。o

, , z

依次利用 ( 2
.

1 6b)
、

( 2
.

1加)
、

( 2
.

1 2b )式可得

坏口
, , X

,
J+ 口 , 户

X
、

一口
, 户 X ,

, 、
, ‘

}
二 , 。d , 一

( , _ 《0, 脚X ,

[少; 省( 省
.

X ; 0 ) + C , , ; ( 雪
,

尤 ) ] d 夕

畜+ 口
. 脚火

二 [B ; ‘(雪
,

X ) + C . , ‘( 君
,

X ) ] 考一f
‘. 粉。

, 。。: 岁 ( X
.

口
,

0 ) d 夕
一《0 , 班火

把 ( 2
.

1 6) 式对 雪微商代入下式可得

黛
, ! ,

“·“

一软{
。丈

, ‘+ “
’,

一
〔梦‘X

,

“
,

。, 一 梦‘X
·

⋯ , , }
“·‘·

再依次利用( 2
.

16b )
、

( 2 12 b)
、

( 2
.

1 2 a )式
,

上式变为

11
, 一 d , d

一11〔
, 、: ( :

,

X
,

,
·

。) + c ! ,
‘( :

,

‘)〕d o d · + ,
, ’。。

·

“‘

11
梦‘X

,

。
,

0 , d o d ·

夕
, 口、 夕、

~ [ B “( 省
,

厂) + C : , : ( 雪
,

X ) ]A

按照 ( 2
,

g )
、

( 2
.

10 )式
, u 。、 P。、 粉。 与g

、 二
无关

,

所以

欺
(尹‘“。U 。, ‘+ ,

,

, 。, X + 。。, x ) d o d Z 一

11
〔,

, ‘。。 。·
,

: + 。
,
。。

, x + 。。(、
。

)
·

Jd o d 二

一

普
。。。。

, ‘+ , 、二
。。

, · + 。。, (、。
) ·
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把上述积分式分别代入 (2
.

17 ) 式左
、

右端
,

经过整理
,

即可得(2
、

18 )式
.

附录 2 :

{
I + 了o , 声

X )

少(X
,

9
.

0 )d , 》 O 的证明
I _ (0 , , X ,

由于

l{
(, , y · + , ,

Z ·

+ ; yZ十 ,
: 2
)d 。“
一 l

, (, y “一
,

Z

d 。,

(口
1

“)

利用(2
.

7d )
、

(2
.

8b )式
,

上式变为

11
一 , r

产

一
, : ‘。d · +

11
(, 一+ , 一, d o d

一l
(口 尸 ‘口 ,

I + 仍
一 ,

X )

钾(X
,

,
,

O)甲
。

(尤
,

g
,

0 )了梦(才)
l一‘0 , 尸 X 》

按照 (2
.

12a )式
J + ‘0 , 声X , l+ eo , 醉

X )

[中(X
,

,
,

0)一B (占
,

丫 )1叮。
,

古d 梦
l ~ 价

, 笋X
、

梦(X
,

。
,

”, d 。一

l尹_ 刃 , 月
X 》

曲‘、、J

�‘
.,

10
叮

全
矛口

f曰

_

粤11
。( :

·

‘)du
“一 l

‘+ ( o , 醉 X )

中( X
,

夕
,

0 )如
, : d 梦

止~ ( 0 一尸X -

一
份11

, ( :
,

x
,

v
, · )。

。, : d ; d
一11

J + (0 一户
X

、

刃(X
.

夕
,

0)粉
。, : d ,

(口 、

I
_ _

‘0 , 二 X 、

利用 (A ) 式即得
:

f“ ”: 。, :
_

l
J 干f o 一口X )

z一 ‘0 , 拌泥 ,

少 (X
,

。
,

。) d , 一

{l
( , 一+ ,

正 去
) d o d ·

》 。
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