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摘 要

本文利用复数域内分离变量的方法
,

详细地讨论了变形体力学中经常遇到的一类椭圆型 方 程

习
““△, = 0 的求解方法

,

给出了解的一般表示
,

这种表示可用来逼近具体问题的边界条件
.

为

说明所得结果的运用
,

文中举出了二个具体力学实例
.

_ 己! 性全
、 J . 耳二刁

形如
,

(a
。十 。:

△十 ⋯⋯ 十。 。

△O 甲 = 兄
。。△为q7 = 。 (1

.

1)

a 2
.

口忍

=
一二一言

~

十
, 二了- 了

一口X
“ 口夕

.

L a p la e e
算子

a 。= c o n st,

(k 二 0 , i ,

⋯⋯n
)

的椭圆型方程
,

在研究变形体力学问题时经常碰到
.

因此
,

寻求它的一般解
,

在力学上是十

分必要的
.

方程(1
.

1) 的某些特殊情况
,

例如调和方程 (△甲 = 0)
,

重调和方程 (△知二 0) 早有

过多数人的详细研究
.

方程 (1
.

1) 的一般情况 BeK y a
也曾用 R ei m an 函数作 过 讨 论川

.

但

是
,

他给出的解的构造比较复杂
,

不便应用
.

本文
,

我们通过复数域内分离变量的方法
,

重

沂研究了方程 (1
.

1 )
,

并给出了它的显示一般解
,

这个解对解决力学问题特别方便
,

. 钱伟长推荐
.
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二
、

解

方程 (1
.

1) 可分解为
:

(△一 a 全)
‘ :

(△一 a 受)
’: ⋯⋯ (△一 a 李)

“

一 n (△一a 傀)
’。甲 = o (2

.

1 )

式中
,

a 釜
, a 鑫

, “

一
a 季是方程

a0 + al 劣 +
, · ,

⋯ + 几护= 0

的 。 , , m : ,

⋯⋯ m
,

重根
.

若方程 (△一心 )
,

喻= 0 的一般解为 怀
,

则方程 (1
.

D 的一般解可以写为:

甲 = 甲: + 中: 十 ⋯⋯ 十甲
r

二 艺 甲‘

‘一 l

(2
.

2 )

于是方程 (1
.

1) 的求解归结为方程

(△一 a 勺
, 甲二 0

的求解
.

下面我们分二种情况来讨论
.

1 , a = 0 ,

这时方程 (2
.

3) 变为
:

△”甲一 0

这是一个 fn 重调和方程
.

引入复变数
,

亡二 二 + 勿
,

乙= 劣 一勿

应用 复合函数微分法则
,

不难看出 (2
.

4) 式化为
:

(艺 3

(2
.

4 )

日2 . 甲

日乙
, a乙

, (2
.

5 )

令
, 中(亡

,

约 ~ 甲:
(乙)

·

物 (约

把 (2
.

6 ) 式代入 (2
.

5 ) 式
,

得
:

(2
.

6 )

一一

‘
飞一.、产、口一.

�
卜勺e

.

��气,一,
矛

、栩叭r“
.

了.、少甲
l

d乙,

(2
.

7) 式成立的条件是
:

( 2
.

7 )

少中
i

_
。

一
.

万下而一 一 U , 甲2
~

幼5
(任意函数 )

少甲
:

心
,

解方程 (2
.

8)
,

得
:

( 2
.

8 )

o
,

中 :
~ f

l

(约 (任意函数 ) }
甲 :

= C丢十 c }乙+.
· ·

⋯ + 吼
一 : 少
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二乙 q 醉

‘一0

砚一 l

甲2
一 c : + 自乙+ ⋯⋯ + C蕊

一 : 少
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( 2
.

9 )
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k 二 O

式中
,

C老
,

C矛伪二 0, 1
, ·

一
.

(m 二 1)) 为任意常数
,

把 (2
.

9) 式代入 (2
.

6) 式
,

得 中的两组独立特解
,
中‘

<l,
,

甲皿 七l ,
(f 二 O

, 1
.

⋯⋯ (fn 一 1))
:

邢 一 几

中“
o ,
二 f“

。,

(雪) 乙 C孟雪
‘

h . o

曰向 l

:
9曰,曰了气护

叮、
中“

‘, 二f
’ ‘, ,

(互) 乙 e孟互
“

甲“
, 一” 。 f“

, 一 ” (乙) 乙 C盔亡
‘

翻一0

甲, ‘, , 。 f
, ‘, ,

(亡) 兄 C盖西
‘

1 0)

中皿 r , ,
二 f

兀 ‘, , (亡) 乙 C盖歹
‘

为. 0
1 1 )

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

⋯⋯
‘

加 ~ 1

甲 , ‘ 一 ‘,

二 f
’ ‘, 一 ‘,

(乙)乙 C套歹
“
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于是 中 的一般解可写为
:

的一 l

甲二 乙 (中“
‘,
+ 甲“, , )

行. 1

一

凳妙嘱 二
‘

)
十

补
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沙
万
、

)

一
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,
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·
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“介+
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·
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二 E (西
“巾。(雪) + 雪“岁。

(云)) (2
.

1 2 )

式中
,

中。
(雪) = C乏乙 f

“ “ ’

(乙)

梦 ‘
(勇)一 C毛乙

一

f“
‘少

(舀) { (2
、
1 3 )
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为所论域内的任意解析函数
.

(2
.

12 )式即是 m 重调和方程的 BeK y a
公式

,

不过这里我们用了与 Bo y a 不同的推证

方法
.

当 中是实数的时候
,

必有
:

少小
。

(’) 二 护梦 。

仓)

于是 (2
.

1 2 ) 变为
:

中 = 2尸e

乙 歹
“少‘

(乙) (2
.

1 4)

特别是对重调和方程 (m 二 2 )
,

则 (2
.

14 ) 式变为
:

甲二 ZR e (亡中 ; (亡) + 少
。

(亡))

这便是著名的 G o o r s a t 公式
.

M y rtl x 二二。 B 二 二 。 曾用与 G o o r sa t

(2
.

1 5 )

不同的方法给出过证明

2
, a 沪 0 ,

这时 (2
.

3) 式可写为
:

/ al / a \2 \,

犷万云石万
.

一火
~
万一夕夕甲‘” (2

.

1 6 )

取 m 二 1
,

(2
.

1 6 ) 式变为
:

/ a ,
/ a 、名\

气万云石子
~

一\
~

万
~

少夕甲““

令
,

中二币
:
= 切、

(O
·

叭 (匀

为方程 (2
.

1 7) 的一个解
,

把它代入 (2
.

1 7) 式得
:

(2
.

1 7 )

(2
.

1 8 )

备
·

鲁
一

(令
一

加
’

。

或
,

d 中
l

一 ~

万歹
/ a 、

\ 2 /

积分 (2
.

1 9) 式得
:

}
一昙‘、

,
:

、 ‘ / , L
_ 。 ￡

_
、 , 、

“ 一
‘

下万不
-

一” 凡L与 ‘
,

‘尤夭 )
切 ,

产
忽

(2
.

1 9 )

心

甲:
(亡) = e

甲: (雪) 二 e

子、屯

争
·

令 } (2
.

2 0 )

把 (2
.

20 ) 式代入 (2
.

1 8) 式得
:

, 一
,

兴
‘: +

知

现在我们来证明
,

在不计及一常数因子的差别下
.

解 (2
.

1 8) 是唯一的
.

护二刀
, ,
(互

,

豹侧雪
,

豹

式中 X
“ ,

(亡
,

约 为待定函数
.

把 (2
.

2 2 ) 式代入方程 (2
.

1 7)
,

得
:

(2
.

2 1 )

为此令
,

(2
.

2 2 )

一

里匹竺一 二 J-
~

鱼I 些{ 一鱼鱼
-

」

旦星些 婶
。户 , 乡 丫

户 . , 乒
甲

. 若
~

.

r ‘之 . 一气干屯,
.

, 与。 S 。与 口乌 寸白 0 乌
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、、.产
.

。

一
2Z龟改了、日Z

X (i ,
口X

日亡a乙
幸十二

1 ~
.

~

了 甲 卞
几

aX (l, / a 、
_

一 石r 一l
~

一石一 }兄尹 =
0 5 \ ‘ /

若上式对任意的 兄值恒成立
,

a〔

必有
:

aX
(1)

a雪

口X (生,

a乙

a “

尤
(1 ,

- 一二 落二了一
~

‘ O
口‘口g

由此可知
,

X “ ,

(亡
,

乙) . d
。

.
。

(久)(=
e o n st)

于是 甲的一般解为
:

, 一 ,
。

一 l
‘
。一(, )

·

子(
‘乙·

冬)。
(2

.

2 3)

式中
,

厂 为 久平面上任一使积分收敛的积分线路
.

取
, m o Z

,

(2
.

16 ) 式变为 :

仁里一
_ 了卫一、

\ a乙a乙 \ 2 / )
’ , 一 。

令
,

中: 。 X 侣 ,

(乙
,

约币(亡
,

亡)

为方程 (2
.

2 4) 的一个解 把它代入方程

(2
.

2 4 )

(2
.

2 5)

了
.

旦2 少三
、 口亡

艺a亡
:

一f竺丫
\ 2 /

a Z

X (2 ,

日亡口乙

(2
.

2 4 )
,

)
, +

(
2

得
:

口3

X (匀

a乙。歹
,

_ 了三、卫鲤
-

、旦吏
又2 / a七 / 口亡

+

(
2 口s

X
〔名

a乙
: a乙

/ a \
: 口X

(名,
\日孕

.
_

一 几丫二
~

】 一一又下一一 l
~

万r
es

十 吞

\乙 / 0 9 / 口白

口Z

X (之,

口‘时

日2
币

日二口乙

aX (恋,

十 一一下而二一
~

O g

日8币

日乙a乙
足

aX (之,

a舀

口s

孕

口亡
Za乙

. 0

把 动按 (2
.

21 ) 式代入上式
,

/ , a \2 口Z

X
(2 , \

_ ‘

l!二, 】 一二艺丁一一 以
,

十
\\ 乙 / 口“ 厂

得
:

日s

X (匀

a乙口乙
2

_ _

/ 日4

X ( : , / a \2 a ZX (幻 \
. 。

边
“

十 !一万石二二艺丁一 + 2
·

l
we二~

1
一一一万万二万一一 !几

.

\ 口“口心
’

\ 名 / 口‘口白 /

/ / a 、
+ 1 2 1 二, !

\ \ 艺 /

a s

X (2

口乙a之

\
.

/ a \ 口么X (忿,

l凡十 {下
~

!
.

一
二石舀尸一 , U

厂 \ 乙 / 0 5
-

上式对任意的 凡恒成立
.

必有
:

a Z

X
( 2 , 口Z

X (2 , 口Z

X
(2 ,

灭
: ‘一时

, ’
一

灭硕 . O

由此可知
,

X ‘2) “ d
:

.

。(幻乙+ d
。

.

;

以)雪+ d
。

.

。

(劝

于是 甲的一般解为
:

中。亡必
:

.
。
十亡必

。
.

, + 必
。

.

。
(2

.

2 6)
a l

、

二 互、

式中
,

,
。

一 1
d o

. r

(“)
e二 、 ”‘ + 下 / ‘,

L牙已已
.

,睁尸
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现在我们来考查方程(2
.

1 6) 令
,

币
。
= x “ ,

(亡
,

约孕(乙
,

奢)

可以证明
.

若 (2
.

27) 式是方程 (2
.

16 )

X
‘” ,

(亡
,

乙)二 乙

(2
.

2 7 )

的一个解
,

则 X
,

(乙
,

约 能且只能取如下形式
:

d o
. ,

(几)9
. 乙

·

(2
.

2 8 )
(为+ r 、‘俪 一 1)

事实上
.

从前面的叙述可知
,

对 X (1,
,

X 伪

证明
.

若这一命题对 X
, 一 ‘

是正确的
,

则对 尤“

命题是正确的
,

现在我们用数学归纳法来

亦必正确
.

为此‘令
,

/ 口2
/ a \

2

\

火瓜元
, 一火飞厂 / 严二 ,

-

(2
.

2 9 )

把
’

(2
.

2 9) 式代入方程 (2
.

1 6)
,

得
:

/ 日2 / a \2 \二一 l

\ 口乙a睿 \ 2 / /

按归纳假定
,

有
:

甲

二X
‘, 一 ‘’(亡

,

约毋~ 动

甲
二O (2

.

3 0 )

乙 心
.

苦
p

乒 (2 3 1 )
(P + 空) ‘(. 一 名,

把 (2
.

2 7 )
,

(2
.

3 1 ) 式代入方程 (2
.

2 9 )
,

得 :

e Z

尤
‘, ,

a乙a乙
孕十

aX
(一

1 ,

一
-

灰犷一
‘粤

十

叱事
~ .

票
一

。
一

,
U 号 U 气 U S

日Z
X

( .
‘

灭时

从 (2
.

2 8 ) 式我们有
:

日Z

X
‘们

口亡a乙

十冬 旦攫少立
+ , 奖攀

.

一x(
, 一 l,

滩 0 乌 口g
(3

.

3 2 )

.

1 a X
‘加 , . 。

口X
‘. ,

十 一了 ~ 一又下
~

一 十 人 一二 乏一一
人 口9 d g

兄
伪 + r ) ‘ 了. ~ l

、

E
(户+ q , ‘俪一 吕

十 兄
尺P + q )‘ (

一
2 ,

(
“· +

十
““+ , ·:

)
、
‘

,

‘、一。一

(P + 1 )(口+ 1 )d
‘, 十 : , .

‘。+ : , 蚕p乙q

(专
(, + : )d

(, , : , 。 + , , (。+ 1 )、
, ‘。 , ; )

)
“’‘

“

乙 心.q 夕乙
心户 + q ) ‘ (一 幻

式中
,

J , _

/
“ ,

一\

“(。+ ‘, d
· 、一 +

于
(, + ‘, d

厂,

一

之(g + 1)d ,
.
。。 , : , + (P + 1 )(g + 一)d

。, , : ,
.

。。十 : 、

(p + q ) ~ (m 一 2 )

1
, ‘ 、 ,

十了、p 十 主) “‘, “
, ”

(p + q )毛(。一 3 )

因此 只要取d ,
.

。
, d九

,

(2
.

2 8) 式便是方程 (2
.

32 ) 的解
.

下面我们来证明这个解在不



椭圆形方程名
。 *△, 一 。的解及其在力学上的应用

.
= 0

一一
~ 一 , , ~ ~ ~, . 一一~ ~一 一~ ‘. ~ ~. 目一~ ‘ . . ‘ . ~

门目网, , . . . . . . . .. . 叫

计及一常数因子差别的条件下
,

也是唯一的
.

为此
,

令X “(乙
,

约是方程 (2
.

3 2) 与X “ (亡
,

约

不同的另一个解
.

于是差值 Y “
,

约 = X “ 一 X “应满足方程
:

口Y 二
_

a Z
y

.

a y
一丁艺

~

流
‘

十 一万王二百一几 十 一二; 歹
~

~ 0
口‘ 口‘0 9 0 5

对任意的 几
,

上式恒成立的条件是
:

ay 口Y a Z
y

一只万一 . 一二厄一 ~ 一二万万定一 . 0
a ‘ 口二 口g d ‘

由此可知
,

Y = co ns t
,

’

从而命题得证
.

于是 中的一般解为
:

甲 ~ 乙 护夕熟
. ,

(乙
,

乙)
、自+ r )心 (衍 一 l ,

现在我们来研究上面讨论中所出现的积分
,

(2
.

3 3 )

I 一
}, 以)

。 ‘奋( ‘“+

粤)
、,

(2
.

3 4 )

r

它可以表示成以 柱函数为项的无穷级数
.

事实上
.

令 乙~ 左创气 久二 e 一 “
.

并 把 f (劝 展 成 级

数
,

则有
,

乙 了
。e ‘k‘一 , a R c o , (‘一 ‘,)d t “

。

为f 的展开系数)
几. ~ 砚) O

r、、,.r

目I

了
。

l
e ,“‘一 ‘· R 一 “一“, d ‘

r

尹
。, , (k + 1)

·

于 a R sh 卜 k七菇
·

e ‘几口

(
“ ~ t一 e一粤

2
诊

jl飞吸Jr

�乙--co�三

艺 ( 2
.

3 5 )
‘. ~ C洲O

f OH
。

( a R , 一 “‘

(f
,
二‘

自一 ‘“+ ‘,
·

令)

式中
,

H ‘( a R ) 二

从柱函数理论可以知道
,

差的条件下
,

对任意的 ( a R )
,

l
。· R S““一““、

一

‘2
,

3 6 ,

r

在 君平面上只要适当的选择积分路径
,

在不计及一常数因子之

H
。
(a R) 所表示的是 一 k 阶 柱 函 数 (J

。一九阶 B e s s el 函数
,

H 孟
, , ,

H 鑫
2 ,

—
i , 2 类 九阶 H a n k e l 函数 )

.

三
、

举 例

应用上面的结果
,

下面我们来讨论二个具体力学实例
,

例 1 试确定横向可动
,

铰支承
,

圆底面封顶球面扁壳的自振频奉
.
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问题归 结为
L么 j:

△、
+

器
附 示 a ,

班
~ 一刀

~

一
~

西牙‘一
(3

.

1 )

E h
, , ,

凸甲 ~ 一云厂
-

伴
三t

W 二 △不 = 切二 O
,

p = a (3
.

2 )

式中
、

附
—

壳面法向位移
, 切
一一膜应力函数

; 尸

—
壳面球半径

;
乃

—
壳壁厚度

; E

—材料弹性模量
, 刀

—
壳体抗弯刚度

; a

—壳底面半径
; p

—
壳底面径 向 坐 标

, t

—
时

间 , 示

—
质量面密度

.

扁壳作自由振动时
,

可令
,

研 二命 e o s o t

甲 ~ 中 e o s 口t }
(。

一
自振 因频。 (3

.

3 )

把 (3
.

3 )式代入 (3
.

1 )
,

(3
.

2 )式
,

△
‘

命 一刀
4

伞 ~ 0

△甲 ~ 刀
:

命

得
:

(3
.

4 )

命 ~ △伞 ~ 中~ 0 , p o a

(3
‘

5 )

式中
, ”

‘
一

丢
。 ’一

带 }
斌一

令 !
(3

.

6 )

方程(3
.

4 )的第一式可分解为
:

(么一刀
2

)(△ + 刀
2)伞二 o

方程(3
.

7 )的解可取为
:

(3
.

7 )

伞= 乙 (b oJ 。(刀p ) + b么J 。(i刀夕))
e “ ,

(3
.

8 )
为. ~ C加O

(3
.

9 )

J ‘(‘刀a )尹。
,

于是有
:

(3
.

1 0 )

(3
.

1 1)

(3
.

1 2 )

(3
.

1 3 )

乞尹
.且

、、.产
厂

、、.产

把(3
.

8) 式代入 (3
.

5) 的前二式
,

得
,

b oJ 。(刀a
) + b‘J 。(萝刀

a ) =

一 b *J 。(刀a ) + b若J
。

(i刀a
) ~

奴
,

戈 有非零解的充要条件为
:

J 。(加)
·

J
。

(i如) = 0

由于 B ““se l 函数的零点都是实的
,

所以
,

J *
(如 ) = 。

若用 义。记 人 (加)的零点
,

则有

刀a一 又
。

把 (3
.

6 )式代入 (3
.

1 2 )式
,

得
:

了D / / 久寿 、
‘

.

E h
。 ~ !二 l!一一 1 +

~

哥品
一 、示 、、 a /

‘

D R
Z

例2
.

试确定 尸 波绕射单位圆孔时
,

自由孔边的动应力集中系数
.

问题归结为
’3 ’:



椭圆形方程习
。。△, = 。的解及其在力学上的应用

△切 + a Z甲 = O

△叻十刀
2

沪~ O }

一
(“+ , , , + 4召

一蚤
一

(* + ‘,卜
。

一
(, 十拼) , 十 4 ;

一备
(* 一 , 卜

。

(3
.

1 4 )

{
(

一
(3 “5’

式中
,
中

,

功

—
位移势函数

, 之
, 群

—
介质的 L a m e 常数

, a = 嘿一
,

刀
七 口

一

刃下, 。

—
入 射

波圆频率
; c

。
一
(
几+ 2召

P

、告
,

, ,
、

告

)
,

C
‘

= (牛 )—
压力波速

,

剪力波速
; p

—
介 质 密 度 ;

/ \ 尸 /
(P

,

8 )

—
极座标

.

令入射 尸波的

砂 ~ 叭创“ 二 甲
。

乙 沪J ‘
(a p )护“‘

(3
.

1 6 )

则 (3
,

1 4) 式的解可写为
:

甲二 乙
‘. 一 CK 〕

功二 乙

(。。H : !
)

。· , )

一
。

(二))一

}

{
(3

.

1 7 )

、
、了

l
,‘.‘.,�吕

己.占

把 ( 3
.

17 )式代入 ( 3
.

1 5) 式
,

得
:

(H 孟珑( a ) 一 ( , : 一 1 )H 言
, , ( a ) ) a

。+ (‘x
Z
H 瓦练(刀) ) b

‘= ( ( , 2 一 1 )J
‘

( a ) 一 J
。一2

( a ) )‘
介中。

(H 劣
:
( a ) 一 (、忍一 1 ) H 孟

‘,

( a ) ) a
。一 (‘

二Z

H 孟丫
: (刀) ) b。~ ( ( x

名一 1 )J
。

( a ) 一 J。
, :

( a ) )“甲
。

(3
.

(
x = 刀/

a )

解之
,

得
:

( 3
.

1 9 )

、....气了...夕D
‘。 . ‘ 、 、 。

a几~ , 污二 , ”
‘

r 中。
上尹

D*
刀

九中。

、

!
,呀扭少....夕

式中 D *。~ ( J
, 一 :

( a ) 一 ( :
: 一 1 ) J、( a ) ) H 孟V

: (刀) 一 ( ( , 2 一 1 ) J
。( a ) 一 J

‘+ :

( a ) )H 盆梦
:

(刀)

D ‘。二 ( H 鑫珑( a ) 一 (沪 一 i ) H 孟
‘,

( a ) ) ( ( : 舍一 1 ) J‘( a ) 一J 一, : ( a ) )

一 ( (
二 2 一 1 )J‘( a ) 一 J‘

一 :
( a ) ) (H 毒城( a ) 一 (

二昌一 1 ) H 孟
‘,

( a ) )

D 二 一 ( H 孟场 ( a ) 一 (二
, 一 i ) H 孟, ,

( a ) ) H 盖犷
: (夕) 一 ( 仃毛垅( a )

一 (矛一 1 ) H 二
1 ,

( a ) ) H 玉垅(刀)

(3
.

2 0 )
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于是孔边的动应力集中系数 。 为
:

‘

、、,,产尸

吕.
公

口.

一e
a 一 R e

(
一 2 a 2 (几+ 拜)切

一 拼刀
2切。

一

舒告一
‘

)
“。

(获
一‘

““ ; ‘e , ‘。。一 ’ , )

)
, 。

(3
.

2 1 )

、.....砚.....2,

式中
,

S 几~ 警
一

(
J。(a ) + H ‘

1 )
(a )

夸)
(3

.

2 2 )
_

_ /
“ ~ \

1 掩~ 0

Z k > 1
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