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摘 要

本文指出
:

文献〔1 〕不满足板的四个角点集中反力为零的边界条件
,

所以【1 〕采用黎兹 法 给

出的算例
,

其近似解的收敛性不是最妙的 〔1 〕又给出了用迎辽金法计算的公式
,

如果沿 用 其公

式将导致错误的结果
.

本文证明了四角点集中反力为零的边界条件是必要的一个定解条件
.

一
、

问 题 的 提 出

本文所用的符号及公式都按 f 〕的写法而不再说明
.

【1 」虽然在 20 年 前 就发表了
.

但

其存在的问题至今没有被指出
,

鉴于其在土建

工程及地学上均有广泛应用
,

如果让问题长期
一一二 存在下去是不好的

,

故写成此文讨论之
.

图 1 所示位于温克勒型弹性地基上的自由

边矩形板
,

其平衡方程式是
:
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其边界条件是
:
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、
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( 3 ) 板边剪力为零
:
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文献【i 〕指出
: 当 v = O 时采用黎兹法

,

当 v 斗 0 时采用迩辽金法
,

而采用 下 面 的挠度

函数
:
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可得到问题的近似解
.

在(1
.

7) 式中各 A
, r
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, 『 = 一 1 ,
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下表示
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其中参数 k. 应能满足下列条件
:
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如取四位数字
,

则 寿
:

及 k
:

应分别取 4
.

7 30 及 7
.

8 5 3
,

寿。 以后的参数可按 (1
.

1 0) 式 计 算
.

函

数犷
,

可类似表示
,

只需代 U
.

中的 劣 为 g
, a
为 b 即可

.

易知函数 U
。

满足以下关系
:
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故 [ 1 ]的方法
,

满足了板边弯矩和剪力为零的边界条 件 (1
.

3 )
、

(1
.

4)
、

(1
.
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、

(1
.

6) 备式
.

但是
:
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由(1
.

1 0)式可以看出
:

,
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所以〔1 ]的方法不满足边界条件 (1
.

2 )
,

使板的四角点上有大小相等的集中力存在
.

所 以我

们就集中讨论由此而引起文献〔l 〕的结果有什么影响 ?

二
、

问 题 的 探 讨

这一段除了继续采用前一段的公式及符号之外
,

有关泛函的公式及记法
,

又 采 用 文 献

【Z J的记法
,

亦不在此再说明
.

文献【2 〕5 6一57 页指出
:
采用能量法的变分原理使泛函取极小值 (黎兹 法) 的 解 就自

动满足平衡方程 (1
.

1) 及边界条件(1
.

幻一(1
.

6)
.

所以采用黎兹法求近似解
,

对假设的挠度

函数附
,

可不必要求它满足自然边界条件
.

但是〔2 ]在 58 页上写到
: “

如果 坐 标函数 (即

本文及〔1 」的 才)满足边界条件
,

那么直接方法的收敛性就会有显著的改进
,

因此最好这样

选取坐标函数
,

使得边界条件满足
,

那伯只满足一部份也是好的
.
”

看得出文献【1 〕是努力

使所取的 附 函数满足全部边界条件
,

但是忽略了本文指出 的 (1
.

2 )式
,

所 以【1 ]应用黎兹

法进行了具体的计算
,

其收敛性就不如连 (1
.

2 )式也都满足的 附 函数好
.

更应该指出
: 【l 〕写到

: “

当材料的泊松比不等于零
,

自以应用 迎 辽 金 法 为 方便
.
”

【1 」的 (2 1)
、

(2 2 )
、

(2 3) 及 (2 4) 四式就是该文提出的迎辽金法计算公式
.

虽 然〔1 〕没有应

用这些公式进行具体计算
,

可是【l 〕文认为所提供的办法可用之于迎辽金法的具体计算是确

切无疑的了 但这就有错误了 文献仁2 」写到
: “

在一般情形下
,

迎辽金提出这样的方法
:

选取满足边界条件的坐标函数的完全序列体
。

}
,

把近似解取成形式
:

u
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、 ”

接着【2 」在这段话的次页
,

即〔2 〕的 2 48 页
,
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1 9 4 1 ) 中认为迎辽金法可以不

必预先满足自然边界条 件 (1
.

2 )
,

所以采用 [ 1 〕的 牙 函数来应用迎辽金法
,

必然导致错误

的结果
.

下面我们要论证 (1
.

1) 式定义的算子 A不 是正定的
,

因而使用黎兹法才是正确的
.
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即 A班 是正定运算子
,

故应用黎兹法有唯一的收敛解
.

但如在前指出
:

【1 〕的 办 法在使用

黎兹法是可以的
,

但收敛性不如 才 也满足边界条件 (1
.

2 ) 的 班 好
.

上面这一段是 因为对于

弹性地基上自由边矩形板解的唯一性定理没有见过证明
,

故提出以供参考
二.

现在我们提出改进【l 〕的缺点的办法如下
:
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如果在 附 的表达式中各系数之间(2
.

4 )式成立
,

则边界条件 (1
.

2 )就满是了
.

此时无论

应用黎兹法或迎辽金法
,

在我们取挠度函数 (1
.

7) 式至 A . U
。

犷
.

项为止时
,

系 数 才
。。

不 能再

独立的由变分公式或迎辽金法的公式去求
,

而应求由其它系数以后再由 (2
.

4) 式求出月
。 。

来
.

三
、

角点集中力为零的必要性

就力学意义来讲
,

克希霍夫把板边的扭矩化为等效剪力而与板边剪力迭加为一个边界条

件
:

即板边剪力为零
,

从而克服了自由边界多出一个边界条件的困难
.

但是在矩形板的四个

角点上就出现了 (1
.

2 ) 这个多余的边界条件 因为这是在固定边或铰支边所没有的 下面我

们给出一个初等的证明
,

说明边界条件(1
.

2 )是(1
.

1) 式必不可少的定解条件
.

如图 2 所示
,

把板沿 戈 方向分为 i格
,

沿 夕方向分为 j格
,

并向外扩充两排网格如虚线

所示
.

把微分方程(1
.

1) 和边界条件 (1
.

2) 一(1
.

6) 各式化为差分公式
.
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(1
.

1) 式化为 (f十 l) (J + 1) 个差分方程
.

(1
.

2 )式提供 4 个差分方程
,

(1
.

3 )至 (1
.

6) 式

共提供 4 (‘+ 1) + 4( j+ l) 个差分方程
.

故差分

方程总数为
:

N = (i+ 1 )(j+ 1 ) + 4 + 4 (i + 1 ) + 4 (j+ 1 )

= fj+ 5 (i+ j) + 1 3 (3
.

1 )

板边上最高阶差分的跨步表示如下 (以O

表格点
,

. 表跨步)
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易知图 2 围线内那最外面的12 个角点之值并不 出现在差分方程中 故差分方程组中出现

的未知格点数目为
:

N
, = (泣+ 5 )(j+ 5 )一 4 x 3 = ‘j+ 5(i + j) + 1 3 (3

.

2 )

由于 N = N
尹 ,

并且差分方程组构成的线代数方程组的系数行列式不等于零
,

故 有 唯一

的一组解存在
.

我们证明了 (1
.

幻 式是方程(1
.

1) 必不可少的定解条件
.

在
“

椭圆形
”

的偏微分方程中
,

四阶的如板壳方程
,

每边是两个边界条件
.

二阶的拉普

拉斯方程和亥姆霍茨方程
.

每边是一个边界条件
.

而本文的问题
,

多了 (1
.

2) 式这个边界条

件是否
“

多余
”

或
“

过严
”

呢 ? 上面给出了明确回答
.
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