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摘 要

设 P“二, 在口内

对任意f有解
,

其中P是任意线性常系数偏微分算子
.

在本文中我们证明 M ax w e U 方程 相当于四阶

方程
,

齐次M a x , e ll 方程的一般解为
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其中补满足

口少
.
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一
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引

在真空中一般形式的M a x w el l方程可以写成

i = l
。

含
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一一其中P和j之间有关系式

aP
. 」 : _ : _

,

~ -丈二, 一 门~ U i V . ~ U

d 了
(1

.

2 )

(1
.

2) 表示电荷守恒定律
.

在电动力学中常将E 和H表示成

H ~ r o tA 、

,
,

1
‘ = 一 g r a Q 甲一下

aA

at

(1
.

3 )

其中甲和A满足

△* 一

乡器一
4、

△“一

昌令一半 (1
.

4 )

、.1..、了J....
犷

1
a I V 只 -t- —

a切 _ 。

~ 几万丁一 ~ V
d 了

(1
.

4) 式的最后一个方程叫 L or en tz 条件
.

注意 (1
.

1) 包括八个一阶方程
,

阶次之和为 8 ,

而

(1
.

4 )包括四个二阶方程和一个一阶方程
,

阶次之和为 9 ,

显然表示式 (1
.

3 )中 A 和 卯满足方

程的阶次之和高于 (1
.

1) 各方程的阶次之和
,

这个解含有多余阶次
,

从而不是恰当的 (参看

[ 1 ]
、

[ 2 〕)
.

如果取i, o
,

p ~ o
,

(1
.

1 )的阶次并未降低
,

但如果采用C o lo m b规范
,

则

(1
.

1 )的一般解可以写成

H ~ r o t A

二 )
口t J

(1
.

5)i一
c

一一一E

其中A满足

1 日么A
丛科 一 卜矿

~

甲万不犷 ~ V

C “ 口不-

d iv A ~ 0 { (1
.

6 )

(1
.

6) 包括三个二阶方程
,

一个一阶方程
,

阶次之和为 7
,

低于(1
.

1) 的总阶次
,

仍是不恰当

的
,

同时也说明(1
.

1) 不是 8 阶方程
,

其中包含多余阶次
.

由于 (1
.

1) 包含 8 个方程
,

只有 6

个未知函数
,

我们自然会猜测(1
.

1) 中是否含有多余的方程
.

关系式 (1
.

2 )表明(1
.

1) 不是对任

意的 i和p 都有解
,

从而 (1
.

1) 是不独立的
.

将 (1
.

1) 的前两个方程两端取散度并利用 (1
.

2)

就有

备
(d ; v 。一 4二。)一 。

备
d iv 。一 。 { (1

.

7 )

这表明di v H 与 d iv E一 4二p 都是不依赖于 t的函数
,

因此只要

d iv H }
* _ 。 ~ 0 1

d iv E {
, _ 。

~ 4 二p {
, 一。

(1
.

8 )

就有
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d iv E 一 4‘户 }
d iv H ~ o j

所以 (1
.

8) 等价于下述问题

1 日E
.

4汀
r o t n ~ —

~ 二丁
.

十

—C 口【 C

.

, 1 aHr o t E ~ 一二 岑井
一

- - -

一 c at

d iv H }
: _ 。

= 0

d iv E l
: 。 。
‘ 0

(1
.

9 )

(1 9) 相当于六个一阶方程附加两个初始条件
,

一个初始条件降一阶
,

两个初始条件降两阶
,

所以 (1
.

9) 相当于四阶方程
.

若在(1
.

1) 中取j“ O
, p . o

,

并设 E和 H 不依赖于 t ,

显然不降

低 (1
.

1) 的阶次
,

此时 (1
.

1) 变成

r o t H = 0

r o t E = 0

div H ~ O

d iv E 二 0
{ (1

.

1 0)

由(1
.

1 0 )的前两式知

E 二 一 g r ad 甲 :

H ~ 一 g r a d 中 :
(1

.

1 1 )

代入(1
.

10 )的后两式就有

△p
l , O

△热 , 0
(1 1 2 )

少;和仇 分别叫静电势和静磁标势
,

(1
.

1 2) 显然与 (1
.

1 0) 等价
,

这也是 (1
.

1) 是四阶方程的旁

证
.

本文的主要目的就是证明在广泛的条件下M a x w el l方程的一般解可以用两个波动方程的

解表示出来
,

二
、

主 要 结 果

为了叙述简单假定本文所考虑的函数直到边界都是充分光滑 的
,

在 所考 虑 的 区 域 上

如瑞f对任意了有解
,

其中P是任意不为 o 的线性常系数偏 微分算子
.

由于非齐次方程组的一般

解等于非齐次方程组的特解加上齐次方程组的一般解
,

由于非齐次方程组的特解显然存在
,

因此只需讨论齐次方程组即i二 O
、

p 二 O的情况
.

在下一节中我们将证明

(2
.

1)
!
了今

l
1 aE

r o t n ~ — 一二丁于
~

C 口不

, l 日H
r o t 口 目 一 一

一茸丁万

C 口「

d iv H 二 0
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的一般解可以写成

一
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.

C ~

日于 0

(2
.

2 )

ll|seweseweeel,leelee|se
、.

.l

.....J

j
切切中甲

、

.............,.

EEE

了...............

之苦

2名2夕
日a告

”;

一

告
a氮

o 。资一粤毋
C .
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,

2

其中 口= 日兰+ 刁愁 是波动算子
,

当甲、和中
2

不依赖 t
,

从而E和 H不依赖于 t时
,

(2
.

2 )式变成

E ~ g r a d 口
:
切 :

H = g r a d 日
。

甲:

如果不计符号
,

这里 日
,

切;

相当于静电势
, 口

:

甲:

相当于静磁标势
,

这与 (1
.

n )和 (1
,

1 2) 是一

致的
,

由此也可以看出我们的解阶次已经不能再降
,

从而是恰当的
,

在一般情况下我们的解

可以作如下的物理解释
: 整个电磁场可以看作两个波祸合的结果

,

对稳定场两个波分离
,

分

别退化成静电势和静磁标势
,

对非稳定情况
,

一个以电场为主棍合磁场
,

一个以磁场为主辐

合电场
,

由(2
.

2) 可以看出藕合是反对称的
.

M a x w el l 方程每点有六个未知函数满足八个方程
,

或三个未知函数 满 足 四个方程 (按

Col o rn b 规范)
,

我们的解每点两个未知函数满足两个方程
,

显然有优越性
,

对数值解这点

尤其明显
.

注意(2
.

2) 式可以写成
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,
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= g , x ,
, 之 ,
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a , 甲:
~ 注

1,

氏切 , ~ 一 A ”
l 。

_ _

下
o ‘甲, 台月 , ,

(2
,

4 )

将(2
.

‘)代入(2
.

3 )并注意含
。,

- 口

口x -

,

则有
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口x ,
了立生
\口工

,

(2
.

5) 与电动力学四维空间中的矢势一标势表示法完全一致
.

从(2
.

4)可知A : 、 A : 、 A : 、 A
‘

是

不独立的
,

容易验证

(2
.

6 )一一
座一Xa一口

.

Ef-1

这就是L or en tz 条件
.

(2
.

5) 中A ‘
满足方程

口A ‘= 0 1= 1
、

2
、

3
、

4

这个解虽然满足的方程的阶次较高
,

但(。
,

, 2 ,

一 ”
:

, 2 ,

告
。夕 ! ,

一a
召

, !
,构成四维空间的一个

矢量
,

满足相对论协变性
,

表达物理规律时有它 自己的优点
.

当】斗 。
、

p 今 O 时
,

按经典的电动力学方法容易给出M
a x w el l方程的一般解

.

这里还可

以给出求非齐次方程解的一个方法
,

首先设
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.
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.
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.
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将(2
.

8) 代入(2
.

9)
,

并注意(2
.

7)
,

容易验证(2
.

9) 的第一个式子中的前两个方程 自动满足
,

而第三
、

第四个方程分别为

一

告
。,

口 , 2 +

含
a ,

口 , !

一
““j

3

d iv (E + ‘H ) = a
z

口(甲 ; + 官甲 :
) = 4二p

由此可知

口。
, 甲: 二 一 4二,’s

口口
z

甲:
= 4 二p

口甲
: 二 0 } (2

.

1 0 )

(2
.

1 0) 的前两个方程可以归结为一个方程
,

实际上根据 电荷守恒 定律 a沪 + 口
二

j。~ O ,

置

4二p = 氏八
, 4刃

:
~ 一氏f

。,

则 (2
.

10 ) 的前两个式子都可归结 为 口甲
:
二 ja

,

因此可以认为

切 : 、

仇满足方程

甲
甲‘一

,s1
口中

: ~ O J
(2

.

1 1 )

(2
.

1 2 )

争
+

会
一 ” ‘一 ‘

、

2
、

3

对应 (2
.

12 )右端每一项的解都可以作出来
,

将这三个解迭加就得到我们所需要的解
.

三
、

公 式 (2
.

2) 的 推 导

在推导 (2
.

2 )之前
,

需要引用下述的定义和定理 (参看【1 」
、

【2 1)
:

定义 设P和q是线性常系数偏微分算子
,

若对 P“= o 的任意解“都有。存在使得 四 = “ ,

P。一 0
,

则称P与q满足条件Q
.

定理 设
,
.
.

!
.

.J
3931舀28aaaa 一x a l ,

a Z一 a 么2

口 3 1 a 3 2

(3
.

1)

r..
..l.
.
..

es
.L

一一
A

a 。,

是线性常系数偏微分算子
,

刁 . ,是
a 。,

的代数余子式
,

E 是A s,
与A j。的最大公因子

,

A , : = E B ,。 ,

A 。, ‘万B 。,(j ~ 1
、

2
、

3 )
,

设
a : : 和 a : :满足条件Q

,
A a: 和B oa

满足条件Q
,

则

A u = 0 (3
.

2 )

的一般解可以表示成

C x Z

一 口一

0

(3
.

3 )
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0甲护

r.刀
.
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其中甲和护分别为方程

E 甲= 0

!A 1
.

代获
二

梦= U
上乙

(3
.

4 )

的任意解
,

其中 1川 表示月的行列式
.

这个定理是〔1 〕中定理的特例
,

为了验证两个算子是否满足条件O
,

〔1 」中引理 3 给出

了下述的结果
:

等价定理 设 P
、

q 是线性常系数偏微分算子
,

并满足本书 开始时的假设
,

则下述命题

是等价的
:

( I ) P与q满足条件Q
;

(I ) P口。= 0 的任意解
。可以写成

u = 。, + 。2 ,

其中
u :

与
u :
分别满足 P。

,
二 0 与 9 0 2 = 0 ,

(l ) 设。是Pu = O 的解空间
,

则 g m = m
,

即m 是q的不变子空间

推论 1 若P与q满足条件O
,

则 q与P满足条件 Q

推论 2 若P与 q
、

P与r
皆满足条件Q

,

则P与qr 满足条件Q
.

推论 3 若P与q满足条件O
,

则 P与q + Pr 满足条件0
.

等价定理及其推论为验证两个算子满足条件O提供了工具
.

现在我们来推导 (2
.

1) 的一般解
,

用与一
、

同样的方法可以证明 (2
.

1) 与问题

aE一at
。一。。1

r O I n = —C

r o t E = (3
.

5 )

d iv H I
, 。 。

d iv E I
, _ 。

等价
,

而(3
.

5) 可以写成

r o t

d iv

(E + ‘H )一告
(E + iH ) }

, 一 。 ~

口(E + iH )
日t

0

(3
‘

6 )

(3
.

7 )

对 (3
.

6)

一 口

与C

一 口
, 二a ,

C

“, 一“乙 +

告
”二

A
: 3

一争
a, + a;

A 。一”二一

告
a轰

}“ !一告
认口

,

~ 一
, 、_

~
、
_ _ 一 _

~ 一 ‘
, .I

_

~ 、。 t . ,

二 、 ,

1 . 。

~ , ‘ ,. ,

。 ,
. ,

~ ~ 一
、 、

~ 一
即采找们恨伐仇勺

口 ,

俩足余仟叼
, 口;

;

一下
口 ; : 勺 口; 一声

口 ; 俩 足 余 忏 认 则 很 括 别还正理
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(3
.

6 )的一般解为

鸿 庆

1..............

0n.甲

r................ .万1...........

E

一

⋯
。色

,

+ 二 a色
,

一 ‘ J ’

”,
, 一

含此
。

毋一告刃

(3
.

8 )

其中甲是复函数
,

满足方程

}川 * 一
今
。,

口* 一 。
(3

.

9 )

由于

d iv (E + ‘H ) = 口
,

口切

因此 切满足
已
尸竺

一 ” 飞
d

:

曰甲l二
。= o j

由
一

于切满足 (3
.

9)
,

假定a ,

与口满足条件O
,

根据等价定理
,

(3
.

9) 的解可以写成

甲二甲 :
(二

, !I , 二 , 才) + 甲
: (x

, 夕 , 二
)

其中切
,

是满足口甲
, 二 0 的任意函数

, 甲 :

是满足 氏切
:
= 0 也就是不依赖于 t的任意函数

,

从而

口
,

口甲 = 氏△叭
,

由于氏△切 :
不依赖于 t ,

并且口
二

口叫
, 。。~ 0

,

因此氏△中: = 。
.

再假定口
二

与△

满足条件 Q
,

根据等价定理

中:
~ 甲

s
+ 甲

.

中。

满足△甲
:
一 0

,

切4

满足氏甲
‘
= O

,

也就是甲
‘
= 叭恤

,

功
,

从而

甲 = 甲 : 十 甲3 + 甲4

由(3
.

8)可知
,

叭对 E 十 iH不起作用可以略去
,

而仇则满足波动方程
,

因此可以认为

口甲= 0 (3
.

10 )

令中= 甲, 十 ‘叭并代入(3
.

1 8) 和(3 10 )就有

1 , 。

一— 口九
C ,.

1 , 么

—
O 结记

C

0口
1一护

一

之肚2那急
z

日日口

沪
月

压....且.....1...

一一

、1.1............

EEE

J
...............

(3
.

1 1 )

2那2厂口口工
C

口;
.

1 , ,

一—
口二

C

奥
C .

一一
1
.
.......‘..J

HHH
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I
.

口沪
, ~ 0 1

一
2
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(3
.

1 1) 就是 (3
.

5 )的一般解
,

从而 (2
.

2) 就是(2
.

1) 的一般解
,

这个解是恰当的

现在逐一证明 氏

满足条件Q是显然的
,

与 氏
、

。
:

与 △
、

已 与口
、

此
:

一

含此
,

与 砒 一

步时
满足条件。

·

。
,

与a.

v 二 v
恤

,

y )满足△
v ~ u ,

口满足条件Q
.

现在验证a
:

与△满足条件O
,

事实上口
: 。 = O 的一般解为

u = u( x , , )
,

设

而
v
显然满足氏

。 二 0
,

从而氏与△满足条件 Q
,

类似的可以证明 口
,

与

一 一一
、 , 、

一 _ ,

i _ ,

。 ‘ ,

1 。 , 、

。 、 二
, , ,

_

。 ~ 一
. ,

1 _ ,
了

二
1 .

\

锐位术粒 1JL 吩 一万 心 勺 ‘ 一了
口; 俩 足 杀 什 叼

,

仕 赢
口 ; 一歹

口 : 一火
口
·

十万叼
·

(
a

:

一

笋 )
,

根据定理的推论织要分别证 明弓
:

一

专此 与氏 一
协

、

帐 一

知冲
a

:

+

告
。,

都满足条件Q 我们先证明前两个算子满足条件 O
,

根据推论 i 我们只需证明

。
二

一

告
。,

与 。; 一

含
a:

,

满足条件 Q
,

(
”一告

“

)一
。的一般解 为

U

一(二
,

。 , 二 + ·‘,
,

问

题变成能否有
。二试 x , , , : + ct )使

(
”;

:

一

含
”:

,

)一 (3
.

1 2)

这里 u 、 v
都是复函数

,

令叨二
二 十 ct

,

则
u 、。
都是二

、

y和 tD 的函数
.

注意 。
:

= 人
, 。,

= 叼
。,

则

(3
.

1 2 )变成

(a圣
。 一 fa豁)。= u (3

.

1 3 )

由于(3
.

13 )右端是不为零的线性常系数偏微分算子
,

根据二
、

开始的假设
,

(3
.

1 3) 必 然 有

解
,

因 此 嵘 一

含此
,

与‘
,

一

笋满足条件 Q
,

类似的可以证明嵘 一

含此
,

与氏 1 0
. ,

十
一
丁 口 ,

俩足
犷

条件 Q
.

从而由推论 1 和推论 2 可 知 口二

可以知道我们的解是完备的
.

泣 . ,

。 . 。 1 . 。

~ ~ 二 ,. ,

。 。 一
、 , ,

~
、
h

一下
口; ‘ 勺 口; 一了

口 ; 俩足来汗 .
,

芯箱以工所还

如果推导时不采用A 。; 、 A 二
、

A 。而是采用A
: : 、 过

: :
或月

: : 、 过。
、

A 玲
,

则可以得到

口
1一
coa弋

,

, ,

1 . ,

口二- -
.

孟 口丁
J

C’

口
z一
c

一
a粼

一一

卜|卜卜沪

(3
.

1 4 )

1 , ,

一—
口二

C 一

a粼

。: 一乡
a :

口;
:,川

口
i一
c

一一

.‘28
.�厂比尸|口

口甲
。

, O 1
,

2



3 30 张 鸿 庆

c 2

一生 决

赊
1一
c

日于 0

1 ‘ ,

一 甲苏 口丁
C ~

(3
.

1 5 )

砚魄毗

口
1一
c

1
, ,

- 一
O 几

C J
,

i = 1
,

2

将(3
.

1 1)
、

个解H
.

B

15 )三组解迭加就可以得到M a x w el l方程组的 r a
此 p : 。 H 一般解

.

这

B e r k in o , ‘s ’于1 9 6 5年曾导出过
,

其形式为

气一
g

叫
,

d

:v9 万叮
“(理恻

at 龙红了竺俨
’

}
n = g r a u a i v 万一 c ‘口 Lr o t g 少/ 口「一 c 一口 “T I口「

‘ ,

(3
.

1 6)

其中f
、

g满足

(△一
c 一 2日2

/ a t
,
) u 二 0

最后指出
,

二
、

中假定 P。二 f对任意 f 有解
,

这要求区域满足一定条件
,

例如如果区域

沿
z 方向不是凸的

,

则 a声二了有可能无解
,

a
:

与△也末必满足条件 O (可以参 看 〔4 〕)
,

区域

所应满足的精确条件作者将在另文中论述
.

i
.

2
.

3
。
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