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细长体截面绕流中的一种临界状态
X
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摘要 :  应用拓扑分析的方法研究了细长体截面绕流拓扑结构的演变过程# 指出随着细长体背涡

的发展,导致截面流场的拓扑结构发生变化, 会出现一种临界流动状态# 在这种临界流态下, 流场

中会出现一种高阶奇点# 这种高阶奇点的指数为- 3/ 2# 这种高阶奇点是结构不稳定的, 稍有扰

动就会产生分叉,使流场的拓扑结构发生变化# 
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引   言

现代高性能战斗机为了获得良好的飞行机动性和敏捷性,往往要求在很大的迎角下飞行# 

而在大迎角下,机身前部会产生非对称背涡, 从而诱导出很大的侧向力, 甚至达到法向力的

115倍# 导弹在大迎角飞行中,也存在着同样的现象# 机身前体和导弹弹体均为旋成体外形,

因此研究旋成体外形大迎角下的非对称背涡的形成机理,具有十分重要的实用价值# 

自1951年Allen和 Perkins在实验中发现旋成体在大迎角零侧滑下出现非对称流动现象以

来[ 1] ,很多人进行了这方面的研究,然而由于流动现象和影响因素的复杂性, 非对称背涡的形

成机理至今还未得到很好的理解和一致的看法# 为了详尽地了解迎角从 0b~ 90b细长旋成体

绕流的各种流场特性,从上世纪五十年代起, 人们做了大量的测力、测压和各种流谱观察及流

动显示实验,其目的在于弄清楚各种攻角下的基本流态的划分# 在这方面 Nielsen[ 2]、Erics-

son[ 3]、Chapman [ 4]等人做了大量的工作# 人们发现其绕流流场随迎角及轴向位置的变化将依

次呈现附着流动状态、定常对称背涡状态、定常非对称背涡状态和非定常涡脱落状态# 

本文应用拓扑分析的方法研究细长体截面绕流拓扑结构的演变过程, 并主要分析在这一

演变过程中会出现的一种临界流动状态及其特性# 

1  临界流动状态

随着迎角的变化,截面绕流的拓扑结构要发生变化# 不同迎角下细长体截面绕流拓扑结
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构图中,比较有代表性的是Lowson和 Ponton给出的图形[ 5] ,见图 1# 

   ( a)    ( b)    ( c)    ( d)    ( e)

  图 1  不同迎角下旋成体绕流的截面拓扑结构图    图 2稳定对称流动状态

从 0b迎角开始,随着迎角的增加, 一开始细长体的截面绕流为对称的附着流态, 没有附面

层分离# 当迎角增大到一定程度,由于细长体背部逆压的作用, 在物面上开始出现气流分离,

并形成空间的集中涡# 一开始集中涡比较小,其结构如图 1( a)所示# 为了详细说明这一流态

的特点,在图 2中标出了流场中的各个奇点# 其中 S2、S3、S 4 代表的是物面上的分离线, S 1、

S5、S6代表的是物面上的再附线, N1、N2 代表的是空间集中涡, 故在截面流场中, S2、S 3、S 4为

分离型鞍点, S1、S 5、S6 为再附型鞍点, N1、N2 为空间螺旋点# 

随着迎角的增大,由于沿旋成体轴向的速度 Vt = V #cosA逐渐减小,而垂直于轴向的横向

速度 Vn = V#sinA逐渐增大,使得两个集中涡越卷越大,占据的空间也逐渐增大,必然迫使两侧

的再附线向中间移动,从而迫使 S5, S6两点逐渐向 S2点靠拢# 当 S5、S6两点与S 2点重合时,

就形成了一个新的奇点 O, 此时的流场拓扑结构就如图 3所示# 

  图 3  临界流动状态         图 4  奇点 O附近的轨线分布

此时的流动状态是介于流场结构从图 1( a)到图 1( b)的变化过程中的一个中间状态, 其特

点表现为两侧的再附型鞍点与中间的分离型鞍点重合, 这就是细长体截面绕流中的临界流动

状态# 

2  临界流态的高阶奇点

在临界流动状态中,最重要的就是新形成的奇点 O# 奇点 O附近的轨线分布如图4所示# 

下面我们就来分析这个奇点 O的特性,为此需要先建立流场的方程# 
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2. 1  建立截面流场方程

用数学方法研究细长体截面绕流, 一个最大的困难是截面流场的方程 P ( x , y ) , Q( x , y )

难以建立# 目前建立全流场速度方程的表达式还是比较困难的, 但是建立局部流场的数学表

达式还是可以的# 

建立坐标系 Oxyz# 在旋成体的圆柱段,坐标原点取在旋成体背部对称面轴线上任一点, z

轴沿旋成体轴线指向头部, y 轴位于对称面内, 垂直向上方向为正, x 轴垂直于Oyz 平面指向右

为正# 

因为无论是图 1( a)、图 1( b)所示的流动状态,还是图 3所示的临界流动状态, 流动都是对

称的,故可利用流动对称条件# 设流动关于 y 轴对称, 先建立对称条件下的流动方程# 应用条

件:

1)  流动对称条件:

  

U( x , y , z ) = - U(- x , y , z ) ,

V ( x , y , z ) = V(- x , y , z ) ,

W( x , y , z ) = W(- x , y , z )# 

( 1)

2)  壁面无滑移条件:

  U(0, 0, 0) = V(0, 0, 0) = W(0, 0, 0) = 0# ( 2)

3)  不可压连续方程:

  5U
5x +

5V
5y +

5W
5z = 0# ( 3)

将方程在原点( 0, 0, 0)处进行泰勒展开, 并应用上述条件,最后可得方程为(三阶展开式) :

  

U( x , y , z ) = a1x + a7xy + a8xz + a10x
3
+ a15xy

2
+ a16xz

2
+ a19xyz ,

V( x , y , z ) = b2y + b3z + b4x
2
+ b5y

2
+ b6z

2
+ b9yz +

  b11y
3
+ b12z

3
+ b13x

2
y + b14x

2
z + b17y

2
z + b18yz

2
,

W( x , y , z ) = c2y + c3z + c4x
2
+ c5y

2
+ c6z

2
+ c9yz +

  c11y
3
+ c12z

3
+ c13x

2
y + c14x

2
z + c17y

2
z + c18yz

2# 

( 4)

在 z = 0的截面上,变为二维方程(三阶展开式) :

  
u( x , y ) = a1x + a7xy + a10x

3
+ a15xy

2
,

v( x , y ) = b 2y + b4x
2
+ b5y

2
+ b11y

3
+ b13x

2
y# 

( 5)

由前面的不可压连续方程推导出系数之间的关系:

  a1+ b2 = 0# ( 6)

2. 2  奇点 O 的类型

由方程( 5)可知,只要流动是对称的, 则点 O(0, 0) 始终是流场中的一个奇点,即 u(0, 0) =

v(0, 0) = 0# 

根据动力学的方法, 非线性系统( 5)的奇点特性可用其线性近似系统来分析(参见文献[ 6]

第106~ 110页)# 对点 O(0, 0) , 原系统对应的线性近似系统为:

  
u( x , y ) =

5u
5x 0

x ,

v( x , y ) =
5v
5 y 0

y# 
( 7)

其系数矩阵为
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  A =

5u
5x 0

0

0
5 v
5y 0

,

故其特征根为:

  K1 =
5 u
5x 0

, K2 =
5v
5 y 0

# 

我们先讨论 (5 u/ 5x ) 0 和(5v /5y ) 0 不为零的情形 # 由前面推导出的结果(6) 式, 可知

(5 u/ 5x ) 0和(5v / 5y ) 0异号,方程有两相异的实特征根, 故在对称流动状态下点( 0, 0)始终为系

统的鞍点# 

当 (5 u/ 5x ) 0 < 0, (5v/ 5y ) 0 > 0时, 点 O为分离型鞍点, 代表的是物面上的分离线, 如

图1( a)所示;

当 (5 u/ 5x ) 0 > 0, (5v/ 5y ) 0 < 0时, 点 O为再附型鞍点, 代表的是物面上的再附线, 如

图1( b)所示# 

随着迎角的增加,截面流态由图 1( a)变为图 1( b) , 点 O 由分离型鞍点变为再附型鞍点,

(5 u/ 5x ) 0由负变为正, (5 v/ 5y ) 0由正变为负# 在这个过程中, (5 u/ 5x ) 0和(5v / 5y ) 0必然要经

历一个同时为零的状态, 这个状态我们称为临界流动状态# 

在临界流动状态,

  5 u
5x 0

=
5v
5y 0

= 0,

此时点 O 附近的流场方程为:

  
u( x , y ) = a6xy + a10x

3
+ a15xy

2
,

v( x , y ) = b 4x
2
+ b5y

2
+ b11y

3
+ b13x

2
y# 

( 8)

此时线性方程组的雅可比行列式 J = det A = 0, 即线性方程组的两个特征根都为零# 

在微分方程的定性理论中,将平面自治系统的孤立奇点分类如下:

若 J = detA X 0,即 A没有零特征值,则点 O 为初等奇点(如鞍点、结点、焦点或中心) ;

若 J = detA = 0,即 A有零特征值, 则点 O为高阶奇点(也称复杂奇点)# 

故在临界流动状态, 点 O 是一个高阶奇点# 

3  高阶奇点的指数

高阶奇点附近的轨线分布往往极为复杂,其奇点指数也各不一样# 一般来说,如果知道高

阶奇点附近的轨线分布情况, 则可应用班狄克逊( Bendixson)公式计算其指数(参见文献[ 7]第

156~ 163页)# 

班狄克逊( Bendixson)公式:

给定微分方程

  
Ûx = P ( x , y ) ,

Ûy = Q( x , y )# 
( 9)

设 P ( x , y ) , Q( x , y ) 在原点 O的邻域中是x , y 的解析函数,原点 O是式(1) 的孤立奇点, h、e

和 p 分别是原点O的充分小邻域中双曲扇形、椭圆扇形和抛物扇形的个数,又设奇点 O的指数

是 q , 则有:
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  q = 1+
e - h

2
# ( 10)

关于椭圆扇形、双曲扇形和抛物扇形的定义请看图 5# 

( a) 椭圆扇形   ( b) 双曲扇形   ( c) 抛物扇形

      图 5  不同的扇形结构           图 6  整个高阶奇点的轨线分布

现在我们来计算一下高阶奇点 O的指数# 由于班狄克逊公式是针对完整的孤立奇点的,

而图 4中高阶奇点 O 是物面上的半个奇点,如果画出它整个奇点的轨线分布则如图 6所示# 

在图 6中,高阶奇点 O有 8个双曲扇形,没有椭圆扇形和抛物扇形,故其奇点指数为:

  q = 1+
e - h

2
= 1 +

0- 8
2

= - 3# ( 11)

而图 4中的高阶奇点是半个奇点,故其奇点指数为:

  q = -
3
2

# ( 12)

现在来分析一下整个截面的奇点指数的规律# 图 3中 S 1、S2、S3为物面上的半鞍点, 其奇

点指数为- 1/ 2, N1、N2 为空间螺旋点,其奇点指数为 1,奇点 O 为物面上的半个高阶奇点,其

奇点指数为- 3/ 2, 故整个截面的奇点指数之和为:

  6 N +
1
2 6 Nc - 6 S +

1
2 6 Sc =

    ( 1+ 1) -
1
2
+

1
2
+

1
2
+

3
2

= - 1# ( 13)

Hunt[ 8]等人分析了截面流场的拓扑规则, 得出如下结论: 截面上所有奇点的指数之和为

- 1# 即:

  6 N +
1
2 6 Nc - 6 S +

1
2 6 Sc = - 1# ( 14)

由此可见,当截面流场中出现高阶奇点时,截面流场奇点指数之和也满足这一拓扑规律# 

4  高阶奇点的稳定性

根据动力系统的结构稳定性理论, 高阶奇点是结构不稳定的,任意小的适当的扰动都会使

奇点的拓扑结构发生突然的变化, 产生分叉# 一般来说,完整的分叉分析需要了解动力系统的

全局拓扑结构# 但这是十分复杂, 甚至是难以做到的# 在实际应用中,有时只需考虑在某个平

衡点附近动力系统拓扑结构的变化,即只研究在它们的邻域内局部向量场的分叉# 这类分叉

问题称为局部分叉# 如果分叉分析涉及向量场的大范围拓扑结构,则称为全局分叉# 

下面我们就来分析一下奇点 O附近流场的局部分叉问题# 

临界流动状态下奇点 O附近的流场方程如( 8)式所示# 当迎角有微小变化时, 会使流场
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的速度也产生微小的变化,相当于在原有的速度上产生一个速度增量# 将这个速度增量作为

一个扰动速度加到等式( 8)中,则有:

  

u( x , y ) = a6xy + a10x
3
+ a15xy

2
+

    E( c0+ c1x + c2y + c3x
2
+ c4xy + c5y

2
) ,

v( x , y ) = b 4x
2
+ b5y

2
+ b11y

3
+ b13x

2
y +

    E( d0+ d 1x + d 2y + d 3x
2
+ d4xy + d 5y

2
) ,

( 15)

其中, E是小量# 

由于流场仍然是对称的, 垂直于物面的速度仍为零,仍然满足连续方程, 采用前面的分析

方法,同理可得:

  

u( x , y ) = Ec1x + ( a6+ Ec4) xy + a10x
3
+ a15xy

2
+ a22x

3
y + a26xy

3
,

v( x , y ) = Ed2y + ( b4+ Ed3) x
2
+ ( b5+ Ed5) y

2
+ b11 y

3
+

    b13x
2
y + b19x

4
+ b20y

4
+ b24x

2
y
2# 

( 16)

( 16)式对应的线性近似系统为:

  
u( x , y ) = Ec1x ,

v( x , y ) = Ed2y ,
( 17)

其系数矩阵为

  A =
Ec1 0

0 Ed2

,

故其特征根为: K1 = Ec1, K1 = Ed 2# 

同样由连续方程可知,方程( 17)有两个异号实特征根,故此时点 O 已经变为鞍点# 

当迎角增加时,两个集中涡增强,相当于给 O点一个向外向下的扰动速度,此时, Ec1 > 0,

Ed2 < 0,点 O变为再附型鞍点, 此时流场拓扑结构如图 1( b)所示;

当迎角减小时,两个集中涡减弱,相当于给 O点一个向内向上的扰动速度,此时, Ec1 < 0,

Ed2 > 0,点 O变为分离型鞍点, 此时流场拓扑结构如图 1( a)所示# 

由上述分析可见,临界流动状态中的高阶奇点是拓扑结构不稳定的,稍有扰动就会改变奇

点特性,产生分叉# 当迎角增加时,它变为再附型鞍点;当迎角减小时,它变为分离型鞍点# 因

此,细长体截面绕流中的临界流动状态也是拓扑结构不稳定的, 稍有扰动, 流场的拓扑结构就

会发生变化# 因此, 临界流动状态在实验中往往难以观察到,但它确是细长体截面绕流中必然

要经历的一个状态# 

5  结   论

本文应用微分方程的定性理论,分析了细长体截面绕流中的一种临界流动状态,得出如下

结论:

1) 随着细长体背涡的发展,导致截面流场的拓扑结构发生变化, 会出现一种临界流动状

态# 

2) 在这种临界流动流态下,流场中会出现一种高阶奇点# 这种高阶奇点的指数为- 3/ 2# 

3) 这种高阶奇点是结构不稳定的,稍有扰动就会产生分叉,使流场的拓扑结构发生变化# 
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A Critical Pattern of Crossflow Around a Slender

LI Guo_hui,  DENG Xue_ying
( In stitut e of Flu id Mechan ics , Beijin g Un iver sity of Aeronaut ics an d Astr onautics ,

Beijing 100083, P . R . China )

Abstract: Topological structure of a slender crossflow was discussed with topological analysis. It is

pointed that the development of slender vortices leads to the change of topological structure about

cross flow, and a critical flow pattern will appear. There is a high_order singular point in this critical

flow pattern. And the index of the high_order singular is - 3/ 2. The topological structure of this sin-

gular point is instable, so bifurcation will occur and the topological structure of flowfield will be

changed by little disturbance.

Key words: slender; high_order singular point; bifurcation; structure stability
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