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摘 要

本文在等刚度弹性圆环的初参数公式的基础上
,

利用 (2〕提出的阶梯折算法
,

进一步研究非均

匀变截面弹性圆环的弯曲
,

得到了这类问题的通解
.

应当指出
,

这组通解对非均匀变截面圆柱拱的

相应问题也是适用的
.

为验证所得的公式并说明这种方法的应用
,

文末给出了示例并进行了求解
,

圆环
、

圆拱是工程上经常采用的结构
,

它们的弯曲
,

T im o sh e n k o ,

5
.

[ 5 〕
,

B a r b e r ,

J
.

R
.

〔3 ]
,

R o a r k
,

R J 〔4 」
,

津村利光【6 〕等曾作过很多研究
.

然而
,

迄今只求得了均匀材料
、

等

截面圆环的通解
。

对变截面问题
,

仅仅求得了抗弯刚度是坐标的线性函数这一特殊情况的解
.

由于

非均匀变截面问题常常导出变系数微分方程
,

它们的求解遇到很大的数学困难
.

本文通过阶梯折算

法 把 非均匀变截面弹性圆环弯曲问题的变系数微分方程转化成一等效的等刚度圆环弯曲的常系数

微分方程
.

为保证内力连续
,

引入虚拟内力
,

并以 【1 」导出的初参数公式为影响函数
,

通过积分

构造出了非齐次解
,

从而求得了非均匀变截面弹性圆环弯曲问题的通解
.

一
、

等刚度弹性圆环弯曲的基本结果

为了以下的需要
,

根据〔1 〕简要给出均匀等截面弹性圆环弯曲的基本公式
.

( 1 ) 圆环的内力及其微分关系

在图( 1 )所示的极坐标系中
,

圆环任一截面 A

上作用的内力有弯矩 M (甲)
、

剪力 Q (沪)
、

轴 向 力

N (甲)
,

它们与环上作用的法向和 切 向 分 布 载 荷

q ll (甲)
、

g K (甲)间的关系
,

由微元体的平衡得到为
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一 R Q(甲)

二 一 N (甲) + R 口。 (甲)
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式中R 为圆环中性轴的半径
.

( 2 ) 圆环的位移分量及其微分关系

圆环中性轴上任一点及与该点相联系的微元
,

变 形 后 它 们的位置由以下三个位移分量

确定

W (帅
—

中性轴上任一点 A 在变形过程中沿径向的位移分量
,

以指向圆心为正
,

此位

移称为圆环的挠度
.

u (甲 )

—
中性轴上任一点 A 在变形过程中沿周向的位移

,

以 指向 卯减小的 一方为正
,

此位移称为圆环的轴向位移
.

0( 司— 中性轴上任一点 A 的切线在变形过程中沿逆时针方向转过的角度
,

此角称为

圆环的倾角
.

当圆环的弯曲采用直梁弯曲的直法线假定时
,

以上三种位移存在以下微分关系
:

d u (甲)
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( 3 ) 挠曲微分方程及初参数解

采用直梁的弯曲假定
,

即认为
:

M (切) = D (切)x (1
‘

3 )

式中 D (甲) 为圆环的抗弯刚度
,

对非均匀变截面圆环
,

它是 中的 函 数 D (哟 ~ E (司
.

J (哟
.

x 为圆环任一点在变形过程中曲率的改变值
,

一

它与挠度有以下关系
:

1 「d
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利用上述各式
,

得到非 均匀变截面弹性圆环的挠曲微分方程为
:
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当圆环的抗弯刚度D (甲)一 E J 一D
。

为常数时
,

上述方程便成为常系数微分方程
:
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这个方程的解是大家熟知的
,

它由齐次方程的通解和非齐次方程的特解迭加得到
.

若通

解用初参数来表示
,

则特解便可用通解作为影响函数按积分构造出来
,

故在此处给出齐次方

程的初参数解
.

设圆环起始截面沪二 o 处的内力和位移初参数为弯矩对
。、

剪力Q
。、

轴向力N
。

及挠度 邵
。、

轴向位移u0
、

倾角00
,

则 (1
.

6) 齐次方程的初参数解为
:
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把求得的 研
,

(甲) 代入微分关系 (l
.

1) 和
·

(1
.

2)
,

则得任一截面用初参数表 示的具

他位移和 内力为
:
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二气 非均匀变截面圆环弯曲的一般解
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机机机

石石石

IIIII

现在转而考虑图 ( 2 ) 所示的非均匀变截

面圆环的弯曲
,

设环的抗弯 刚 度 D (甲) 是 极

坐标甲的函数
,

圆环起始截面的位移和内力初

参数为 不
。、 。 。、

0
。

及 M
。、

Q
。、

N
。 ,

除此而

外
,

环上还作用法向和切向分布载荷 q H (树
、

QK
(切)

.

此时圆环的挠曲微分方程 由 (1
.

5) 式

知为
:
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这是一个变系数微分方程
,

它的求解一般

是困难的
.

这里使用文献〔2 〕提出的阶梯折算

法对它求解
.

为此
,

将抗弯刚度 曲 线 D (明)

点切
。, 沪 , ,

利用

图( 2 ) 用一根近似的阶梯折线代替
,

若在圆环上取分

甲 z ,

⋯ ⋯ 甲
。 + , ,
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,

即
:
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这是刚度为D
。

的均匀圆环在折算载荷
:
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作用下的挠度 附 (甲) 所满足的微分方程
.

因此
,

非均匀变截面弹性圆环的弯 曲问 题 扰

转化成折算载荷作用下等刚度弹性圆环弯曲问题 在此等刚度圆环上求得的 挠 度 邵 (叻 及

其四阶以下的导数都是连 续的
,

但由于上述阶梯刚度在各分点上 的间断性
,

不能满足各分点

上的弯矩
,

剪力及轴向力的连 续条件
.

为此
,

在此等刚度圆环的各分点上
,

应加上适当的虚

拟弯矩G
‘,

剪力厂
.

及轴向力S
: ,

以证保原非均匀变载面圆环各分点上的内力连续性
.

方程 (2
.

4) 右端的折算载荷函数是 间断可积的
,

因而此方程的求解可按 通常的 方法进

行
.

它的解可表示为
:
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:
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,
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,
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,
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3
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:
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将 ( 1 7) 式作为影响函数
,

用积分构造出
:
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非均匀圆环上分点甲
,

的弯矩连续条件为
:
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在等刚度圆环上作用于分点切
。

的虚拟弯矩G
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1 1) 代入上式并利用弯矩与曲率的关系立即可以得到
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现在只需将解 (2
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7) 按次序进行整理
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非均匀变敖面弹性圆环在任意载荷下的弯曲问题
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非均匀变截面弹性圆环在任意载荷下的弯曲问题
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非均匀变截面弹性圆环在任意载荷下的弯曲问题
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此结果与卡 氏定理求得的结果完全一致
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在半圆上等距的五个分点上的内力如下表
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并绘出内力图于后
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