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摘 要

本文讨论阻尼振动系统 (离散或连续系统) 在周期外激励作用下的强迫响应 ; 系统的阻 尼 阵不能对角

化
.

导出了强迫响应一般解的显式解析表达式
,

利用这些解式
.

本文对某些振动现象 作 了较普遍的解析讨

论
.

如 从一般角度讨论了单阻尼振动系统特有的
“
固定振幅点

”

现象 ; 讨论了同相位外激励 作 用下产生

同相位响应的条件等等
.

本文导出的解式对一大类系统仅含很低阶的矩阵求逆运算
,

因 而 在计算机数值计

算上
,

本方法比之于现有方法
.

具有程序简单
、

耗时少和精度高等优点
.

本方法可平行应用于转子动力学的不平衡响应分析
.

一
、

导 言

众所周知
, 。
自由度线性阻尼振动系统

,

振动方程为

M q + N q + K q ~ f

q为广义座标列阵
,

M
、

K
、

N为广义质量
,

刚度和阻尼阵
, f为广义外激励力列阵

,

率。的谐振力 f一 F曰
。 ‘,

则 q一 Q砂. ’; F
、

Q为复数列阵
.

代入 (1
.

1) 得
:

(K 一。
Z
M + ‘。

N ) Q二F

求解 (l
.

2)
,

大多采用主模态展开
,

设系统自由振动

(K 一。
Z
M ) X 二 0

之解

。 ‘,

中“ [甲
, ,

中
2 ,

⋯中
。

]

满足正交关系
:

(1
.

1 )

若 f为频

(1
.

2 )

矛中
: r M中

‘一’
‘
占‘’

t中
‘了K中

, 一阴
‘。‘z

d i , (1
.

3 )

于是
,

将Q依主模态展开
:

Q二甲Y

代入 (1
.

2)
,

得
:

( K 一 。
Z
M + fo N ) Y 二 F

其中
:

(1
.

4 )

(1
.

5 )

贾一〔\
。‘。 , 2 \

」
,

丽一〔
\ 仇 ‘

\ ]
(1

.

6 )

N 二 甲T N甲
, F 二甲T F

了..少
、

l

4 07



40 8 张

若 N是对角阵
,

则 (1
.

5) 无祝合而可解
.

提出的
“

比例阻尼
”
N 一 a M 十刀K

.

文

但
,

仅少数情况N能依上法对角化
.

如 R o y le ig h川

近来 已搞清
‘“一 “’,

N可对角化的充要条件是阵A 一M
一 ‘
N和阵B 一 M

一 ‘
K 可乘积交换

:
AB 二

B A
,

或等价地
,

A可表为B 的。 一 1次矩阵多项式A 一 乙
a ,

Bi
.

因此
,

一般情 况 下
,

(l
.

5) 仍
j一心

为藕合型而无特殊意义
.

Fos
o L7 ’

建议用状态 座 标 Z T 一 L q T ,

q J而将问题转化到 核 心为求解一个复广义特征值

问题
.

此虽为精确解法
,

但因阶数扩大一倍又涉及复特征值运算而逊色不少
.

故实用上常仍从

(1
.

5) 出发而走近似处理之路一般采用人为舍去 N 的非对角元
,

或稍费手续用当量办法把

非对角元影响折算到对角元上去
〔“’,

或通过迭代计入非对角元影响
〔。’

.

本文提出一个新的精确求解法
.

通过一系列矩阵运算技巧
,

直接解得 (1
.

2) 显式通解表

达式
.

它不扩大矩阵阶数
,

不涉及复特征值计算
,

不作近似处理
,

而且还可降低求逆矩阵尺

寸
,

从而达到快速简便的目的
.

二
、

强 迫 响 应 通 解

令 L一 (K 一护M)
一 ,

(1
·

2) 化为
:

(I
。

+ io LN ) Q一 LF

其中!
,

为
n 又 n单位阵

,

L称动柔度阵
,

又常称机械导纳
,

引起的第i个广义位移值
.

若 已知结构固有特性。
, ,

中
,

L一甲A甲
T

(2
.

1 )

(2
.

2 )

其元素l
‘,
表示第 j个单位厂

‘

义谐振力

则
:

(2
.

3 )

其中

\ 1

阴‘

(。
‘2 一 。2

) \
(2

.

4 )

由附录 I
,

有如下复矩阵求逆公式
:

(A + iB )
一 ,
二 (l+ A

一 ’
B A

一 IB )
一 ’

(l一 iA
一 I
B ) A

一 l (2
.

5 )

(A + 旧 )
一 ‘
一 (I+ B

一 ‘
A B

一 ‘
A ) (B

一 ‘
A 一 fl)B

一 ‘
(2

.

6 )

其中A
、

B为实数阵
.

两式分别用于A
一’和 B

一 1

存在时
.

取A 一 ,
, ,

B一 。 LN
,

代入 (2
.

5 )
,

即解出 (2
.

2 ) :

Q一 (!
。

+ 。Z
LN LN)

一 ’
(I

。

一 io LN ) LF (2
.

7 )

‘2
.

7) 为本文导出的强迫响应第一个通解式
.

应用该式需先解 特征值问题以求得 L
.

若想回避特征值问题
,

取A 一 E 一 K 一护M
,

B “。 N
,

代入 (2
.

6) 解出 (1
.

2)
:

Q一 (。
2一

,

+ N
一 ‘
E N

一 ,
E )

一 ,
(N

一 ‘
E 一 i。 ,

。

) N
一‘F (2

.

5 )

(2
.

8) 为本文导得的强迫响应第二个通解式
.

应用该式仅需计算 N
一 l

而无须 求 解 特 征值问

题
.

但应注意
,

N并不总可求逆的
.

此外
,

上述二通解均需执行
n 阶矩阵求逆

,

对大 型结构带

来不便
.

下面寻找更简便的解式
.

若不计材料内耗
,

大多实际系统仅在有限部位上有外阻尼
,

现设系统有 t 个外阻尼点
,

第 J 点处引起阻尼的 物理量为
x , ,

阻尼力 D
,
一C , 二 , ,

其中 C
,

为粘性阻尼系数
,

记 X 犷 -

L “ ‘ ,

⋯
, x , J ,

它 与 q 的转换关系为 x 一 中q
,

其 中中为才火 n 阵
,

其元素咖
,

为 q ,

单位值引
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起的 二 , 值
.

阻尼力阵 O 一 一 C X 一 一 C 中 q

q的广义 阻尼阵为
:

N 一 中
T C 中

(2
.

2 ) 化为

。
.

、 。 二
, 、 , ;

、 、 阶「\ 。 1 二
、 ,

协女 月
尸 , / 习 ‘

人
‘ 八习夕月 卜干 l 勺 J \ I

·

J 一 夕匕
,

划 J丝 J
L \ 」

(2
.

9 )

Q一 (l
,

+ io L 小 r C 小)
一 ILF (2

.

10 )

由附录 l
,

有如下公式
:

(I
,

+ a L 今
T C 中)

一 1
二 I

。

一 a L 中
r C (l

, + a
中L 中 了C )

一 ’

中 (2
.

1 1 )

其中
a
为复数

, ! ,

为 t x t单位阵
.

取 a 二 i。
,

代入 (2
.

1 0 )
,

得
:

Q二 (I
。

一 ‘。L 今
T C (I

, + i。中 L 中
T C )

一 1

中) LF (2
.

2 2 )

令 Q
。
“ LF

,

Q
‘

二 L 中
了 ,

X
。

一 中Q
。 ,

X
。

一 小Q
。

(2
.

23 )

其物理意义为
:

Q
。:

F引起的 Q无阻尼响应列阵
.

X
。:

F引起的 X 无阻尼响应列阵
.

Qc
: , 义 t阵

,

阻 尼 点 处配

置单位力引起的Q无阻尼响应阵
.

X
。 : t x t阵

,

阻尼点处配置单位力引走外勺X 无 阻 尼 响 应

阵
.

(2 一 2 ) 化为

Q二 Q
。一 ‘O Q

c

C (l
, + io X

。
C )

一 i
X
。

(2
.

14 )

由 (2
.

5 ) 得
:

Q二 Q
。一 io Q

e

C (l
, + 。Z

A
“
)

一 ,
(l

, 一 io A ) X
。

(2
.

25 )

其 中 A之 X
。

C
,

为t x t阵
.

若关心系统的某。个物理量的响应 (位移
、

转角
、

应力等等)
,

设该 m 个量记为 列 阵 Z
,

在

微振动中
,

任何物理量在一级近似下均可视为广义座标的线性组合
,

故 Z 与 Q的关系为

Z 二 R Q (2
.

16 )

R为m 只 n阵
,

(2
.

1 5 ) 左乘 R
,

得
:

Z 二 Z
。一 io Z

o

C (l
, + 。Z

A
,

)
一‘

(I
, 一 io A) X

。
(2

.

27 )

其 中
,

Z
。
二 R Q

。
一 R LF

,

为 F引起的 Z 的无阻尼响应
,

Z
。

一 R Qc
,

为 m 义 t阵
,

是阳 尼 点配置

单位力引起的 Z 无阻尼响应
.

(2
.

1 5)
、

(2
.

1 7) 即为本文导出的 强迫响应第三个通解式
.

该

式仅需执行 t阶矩阵求逆
.

因大多结构 t《 n ,

因而大大简化了运算
.

= 在 绩 辜 铸
一一

. 、 尸 , 二~ 代/ 、 产J
、 创夕 U

现考虑连 续体系统
,

系统的连续变化位置点记为 夕
,

夕的全休记 v
.

系经受分布或集中型

外谐振力尸 (妇 创
“ ’

和分布型 (或集中型) 外 阻尼力 一 ‘。以功城夕)e
’

“ 作 用
,

强 迫响应为

x 勿)e
‘。 ‘,

则 x 勿)满足如下积分方程
:

二 (。) + ‘。

丁
a (。

,

”)· (“)X (”)d ”

一
(。)

V

(3
.

1)

其中 劣。(, )一 (夕
,

刀) 户 (刀) d 叮 (3
.

2 )a

�

l
‘

V

a ( 夕
, 刀) 为系统在刀处作用单位谐振力

e ‘“ ‘

而在夕处产生的无咀尼响应幅值 称为系统的动态
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柔度函数或导纳
l互“’

.

二。
(g ) 为系统在P

(主频率。
. ,

主振型 甲 ‘

(妇
,

主质量 m ‘)

张 文

(g ) 作 用 下的无阻尼响应
.

若 已知 系 统 固 有 特 性
,

则
:

沪‘

(夕)甲
、

(叮)
脚 ‘

(口
‘“一 。2 )

(3
.

3 )
关乙i-la (g

, 叮) 一

二 。
(。) 二 乙

切‘

(夕)
勿 ‘

(。
‘2一 。 2

)丁
,

!

(”, p (”)d ”

V

(3
.

4 )

于是
,

一旦给出系统的阻尼
,

就可由 (3
.

1) 解出响应劣(y)
.

但除特例外
,

(3
.

1) 很难求解
.

实用上就采用集聚模型等将连续系统有 限自由度化
,

这种处理对高频响应有很大误差
.

但本

文这里将指出
,

对具有限个阻尼点的连续系统
,

可类似前节
,

精确解出 (3
.

1)
.

方法如下
:

设系统仅在 t个点刀
,

(I’一l
,

⋯
,
t) 上配置阻尼

,

阻尼系数
c ,

.

则 (3
.

1) 化为
:

二 (, ) + ‘。乙
a (g

, 叮, )c , x (刀, )一二 。

(夕) (3
.

5 )

取 g “刀
。
(k“ l

,
⋯

, t)
,

得
:

二 (叮。) + ; 。乙
a (刀。

, 刀, )。, 二(叮z )二 二。(刀* ) (k二 l
,
⋯

, t) (3
.

6 )

j一 1

写成矩阵形式
:

X + io X
‘

CX 二 X (3
.

7 )

其中 X 了 二 L二 (刀
,

)
,

⋯
, 二(刀

,

) J
,

X
。T 一 L二。(”

:

)
,
⋯

二 0

(, ,

) J
,

e 一r\
。 , 、

1
,

又
c

为 , x ,

‘ 、 J

阵
,

其元素 二e ‘, 一 a 口
、, 冲了)

.

由 (3
.

7 ) 解出
:

X 二 (l
, + so X

。

C)
一 I X

。
(3 5 )

若计算该系统上某。个点夕
,

(‘二 l
,

⋯
, m ) 处的 强 迫 响 应 二 (, ‘)

,

记 X 丁一 L二 (从J
,

⋯
,

二 (9
.

) J
,
X

o T 一 L二。

(, ,

)
,
⋯

, 二 。

(, 。

) J ,

代入 (3
.

5 ) 并用 (3
.

5 ) 得
:

X一 X
。一 io X

e

C (!
, + i勿X

e

C )
一 IX (3

.

9 )

其中x
·

为优 X t 阵
,

其元素
“ 。‘, 二 a 叨‘, 冲z)

.

由附录 I
,

(3
.

9 ) 化为
:

X一 X
。一 i口 X

c

C (l
, + 。 2忍

八)
一 1

(.
, 一 io A ) X

。
(3

.

1 0 )

其中 A二 X
。

C
.

(3
.

1 0 ) 即为连续系统在有限个阻尼下强迫响应精确介表达式
.

它与 (2
.

17 )

相对应
.

可见
,

在有限阻尼下
,

有限系统和连续系统的解可统一
上述论证是对位移响应 x( 妇而作的

,

亦可从一般的物理量 响 应及一般的阻尼来讨论
,

仅需对
a 勿

,

勺 和 二 (妇的物理意义略作修改即可
,

此处不再赘述
.

四
、

单 阻 尼 系 统

若系统仅有一个阻尼点d
, t二 1 ,

阻尼系 数 cd
,

这 时
,
X

‘ ,

x
。 ,

C均为标量
,

分别记 为

二“
, 二od

, c ‘
.

物理意义同前
,

xd
‘是 d 处作用单位力引起的 x 。

无阻尼响应
.

为
‘

是 外 力 F

引起的 二 ‘无阻尼响应
.

此时 (2 1 4) 为
:
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Q一Q
。一

fo e ‘艾
。‘

l + io e J芡‘d
Q

e

(4
.

1 )

左乘 R
,

由 (2
.

1 6 ) 得
:

Z “ Z
。

取 (4
.

2) 中某个分量入
:

Z O e JX o d
一Z

1 + i口e ‘灵d d
(4

.

2 )

之去二 之 ok 一

之口C d 义 o d

1 + io e ‘
灵‘d

z 。‘二 之 。寿

1 + fo e J几。

1 + i口 c d牙“
(4

.

3 )

其中
主 己 义

。d z 以
“ k 一 沐 d d 一

—
- (4

.

4 )

若外力F同相位
,

F取为实阵
,

于是 2 。 ,

芡心
,

帆均为实数
,

由 (4
.

3) 得
:

}“
。
, 一 ,‘

。 。
,丫

1 + 。 Z c ‘Z
h儿

“

1 + 。Z e ‘!
夕d d

Z (4
.

5 )

于是
,

凡满足h。
2
“ 芡d ‘

2

之。值。气 有
:

}二
。(。劳 )}“

二。补“ l
二 。。(口 补)l (4

.

6 )

而与cd 无关
.

这即
“

固定振幅点
”

现象
.

它表示
,

任意物理量zk 不同 cd 值下频幅响应曲线 均通

过 (。气 叔勺 点
.

亦即
,

微振动中
,

任何物理量均具有
“

固定振幅点
”

现象
.

这一现象对许

多特定振动问题的特定物理量
,

已为不少文献阐述
〔笼且一 1‘’,

本文此处给出了最一般证明
.

一般
,

可以有好几个。气 现分析其分布规律
.

记
:

z ‘。二二 。 ; h。/又
‘d 二二 。。一夕

。‘二c *
/天

‘d (4
.

7 )

(4
.

3 ) 化为
:

之 。 * + fo e J芡‘d 之 d 、

都二一一i干五死万石万一
(4

.

8 )

可见
, 二。 *

为
c ‘一 。时二 *无阻尼响应

, 二‘。
为

c ‘、二亦即交
d
被拘束住新系统

z *无阻尼响应
.

两曲

线 !二
。。
1和 !

z d 。

! 的一系歹11交点即为 (。气 二。书)
.

设原系统 固有频率 。*

(k 二 1 ,

⋯
,

的
.

呀‘ 被拘束住新系统固有频率。
‘

(k 二 1
,

一
, 。 一

1 )
,

(它由 夕d d 一 O解出
〔立。’)

.

于是 。一。
。

时而 *值无穷大
, 。“ 。 、

时zd
*值无穷大

.

(除非对应

振 型不激发)
.

由微振动理论
〔’6 ’知

,

该两系统特征值分布互错
,

即 :

田 、

< 。 l

< 。。

< 。 :

< ⋯ < 口
。 _ ;

< 。
。

故氛
*

和 二 d 、

两曲线如图一所示
.

可见
,

每相邻。
‘

与 。 ‘或 。 ‘

与。
‘、 ;

之间有一个 口气 或者
,

每相

令卜。
‘

和口
, 、 ,

或 。 ‘

和 。 ‘、 ,

之间有两个。
关

.

可按 B r
oc k “

“’的方法求最佳阻尼 C广
.

先找到关心频段中全体 (Q) 气 zk 勺
‘,

再 找 m a x

(z
。关
) 及对应的。护

,

再选C广使 }z 。】曲线在。沪处取极值
.

由 (4
.

8 ) 得 :

}z *
1
2
-

之 。 * “ + 。“e ‘2
交‘ d “z ‘。2

1 + 口 Z c ‘2芡‘J
Z

(4
.

9 )

取对数导数并取 。二。沪时该值为零
,

注意到此时
z 。。2二 z d * 2

得 :

_ 二 , _ l }d zo * / d zd 引
“一疏

蔽石石万 }ha
酉
/

~

;了面牙}
。、

一
。、 ·

以 ,

—
. 2 阴

(4
.

1 0 )

(4
.

1 0) 为本文导出的控制
z 、

幅吐最佳阻尼
一

普遍计算公式
.



若外激励非同相
,

虽为单阻尼系统
,

固定振幅点特性
.

张 女

一般无固定振幅点
.

多阻尼系统即使 F 同 相
,

亦无

iii
’’

叭
··

}}}}

匕
:::
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件件件!!!!!!! lllll

!!!以以以 lllll
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e奋
2

/ 、

P e ‘。 ,

c
么

令 厂、

例
:

长l刚度E l无质量弹性轴
,

中央附质量。
,

其上作用外力 Pe ‘
口 ‘,

轴 两端配以阻尼球

铰
,

能产生与球铰的角位移速度成正比的阻尼力矩
,

阻尼系数
‘

.

求质量m 位 移 响应
.

视图

由对称性知
,

它为二自由度单阻尼系统
.

取m 的横向位移和球铰转角为广义坐标q , 、 q : ,

于是
:

,
....
..

!I
J飞...............

m 0

19 2 E I

l
3

4 8 E I

l
2

M~
4 8 E I

l
2

1 6 E I

3 / m l
1

‘一 气卜 一。
一

叭 )
‘

一 。 ; 2 一由
,

3/ m l
l(。

, 2 一 口 2

)
16 E I

尸...............了.............
、

其 中 。 : 2 一
4 8 尸I

m l
3

一
,

l g ZE I
、,

~ ~ ~ ~ ~ ~
。二一一 。 一~ 一 。

_

~ 、
,

卜
一

、
_

, , _

I. ,
了

叭一
‘

一 i司.
一刀佩系玩戊环饮欲例侧土烦拼示玩回 月规平

·

找‘少卜 甲 一

LO
,

I J
,

F T 一 ‘P J 一 C d 二

ZC
,

“一 ZC

〔: :〕
,

于是
, q l

的强迫响应算得为
:



阻 尼 振 动 系 统 的 强 迫 响 应

1 + i口
-

_

_ 户
9 1
一

一

蕊
1 1 ‘

(口
; 2 一 口 “

)十 i口

l乙

8刀 I

le

SE I
口 1 2 一 口 2

)

固定振幅点为。
井 ,
一合 (。

, 2 十 。 , ’
) 二

1 2 0 E I

水1
3

, q l补 一
户1

3

7 2 E I

,

最佳阻尼
。 , 一二E ll o

.

1 O

五
、

同 相 位 响 应

仍考虑多阻尼系统
.

现讨论如下问题
:

当外力F各分量同相位
,

响应 Q各分量之间一般不

呈现同相位
,

在什 么条件下
,

Q也呈现 同相位 ? 这问题极少文献讨论
,

但 对某些应用却有重

要意义
.

应用本文结果不难回答
.

定理 1
.

阻尼振动系统
,

受频率。的同相位外激励 F
,

产生同相位响应 Q 的充要条件是

特征值问题

(E 一 几N ) X 二 0 (5
.

1 )

有实解丸
。 、

Xo
,

而对应的 F为 F
。
二 E X

。,

其中E 一 K 一 。洲 一 L
一 1

.

证
:

记O 一 。
。

+ 。生N LN )
一 玉,

O为满秩实阵
.

若 F 为 同 相 位外激励 F0
,

取 F
。

为实阵
,

由

(2
.

7 ) 得
:

R e Q一 D LF
〔, ,

I阴Q一 一 。D L N LF
。

(5
.

2 )

若响应 Q同相位
,

则 R o Q一 a l m Q
, a 为实数

.

(5
.

2)

代入得 D L (l
,

+ a o N L) F
。
一 0 或D L (L

一 立+ a o N ) LF
。
二 0

.

左乘 L
一 , D

一 1

得
:

(E + a o N ) LF
。

二 O
,

对照 (5
.

1) 知
,

几
。
- 一 a 。

,

X
。
一 L氏为其实解

.

反之
,

若 (5
.

1) 有 实 解 击
、

x0
,

逆

一一
, 口 n 。 又

。 ,

。 一 _ ,

一一 尸 , 、

推可 得 R o Q二 一

言
一

I阴Q,
一

巨对应的民一 E XO
,

, : 、

, 。。 、_ 尸 、八 二 ~ 一~ 拍 八
, r _

尸 , ~
_ ,

/ 久
。

、
: , 。 ~

_ _

~
双\址明川

’
r “

匀 议乙同 刁”’叫 中日 ’ 甘比 r 。

浴妇
t g

一

气
一

亩 夕怕仪
·

’叫 一田 八

个实解
,

即有多个同频率的厂
。

激发同相位响应
,

但不能彼此迭加
.

若 (5
.

1)

断言系统产生不了同相位响应
.

但应注意
,

定理 1 的要求 是不高的
.

事实上
,

理
:

定理2
.

单阻尼和双阻尼系统必能激发同相位响应
.

证
:

(5
.

D 可改写为

(l
。

一 几N L ) X 一 0

为 证明方便
,

不妨把阻厄点处产生阻尼的物理量取为独立广义座标
,

于是
:

(5
.

1) 可有多

无实解
,

则可

有如下三个定

(5
.

3 )

、一

}
“’

一
、 、、

1一 {
‘ 0 声 s ‘

l一1
1 2
⋯ Z一

l
, 一
1
. :
⋯

代入 (5
.

3 ) 得
:

( 1 一 久e
1
1
: ,
)

一 凡c
:
l
: 戈 , +

劣
.

二 O (
才
一 3

劣 , 一 又c
,
l

, 2戈2
“ 0

(1 一 几c :
1
2 :
) % :

一 O

n )
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特征方程 (1 一几c ,
l
、、
)(1 一 几e

:
1
2 :
) 一 几

Zc 、e 么l
: 、
l

, 2
一。

解出

几
l , :
_ e ,

l
, , + e 2

1
2 2

士斌(e
l
l

, , 一 c Z
I
: :

)
2 + 4 e , e :

1
1 2 2

Z e : e Z (I
: ,
I
: : 一 l

, 2“

)

当c Z
二 O即单阻尼时

,

几
:
一 l/

c :
l

, ;
.

可见
,

均为实特征值
.

定理3
.

外激频率。小于系统基频。
,

或大于最大固有频率。
,

时
,

必有能激发同相位响应

者 F
.

证
:

设系统 的固有频率和振型满足 (l
.

3)
,

依 (l
.

4)
,

任意向量 Q一中Y
,

二次型QT E Q -

。仁‘

二击 , _ 。汀\
_ _ , _ 、 2 _ 、 2 、

Iv _ 价 洲 二 。 、
_ 、

/
_ 、

二 二 二 , * 、、
Y T
中
T E中Y 二 Y丁l

\ m ‘

(。
‘2 一 。 ,

) 、 !Y“ 乙丁不宁奋
~

一
,

可见当 。 < 。 ,

时
,

E 为正定对称’

丫 一 ,

”
L

‘

’.l
、
一

’
一

’

\ 」
’

仁 。 ‘

(。产一。
2

)
’ ‘ / ‘口 一 、 一 , ” ” ’

一 “ “

一凡
/ 、”

’

l’J’

阵而当。 > 。
。

时
,

E为负定对称阵
,

而阻尼阵N总是正定的
,

故 (5
.

1) 必有实特征根
.

定理4
.

若 (E 一州 ) X 二 O有实解 机
、

x0
,

且 N E “E N
,

则 (5
.

1) 亦有实解
.

证
:

此时E X
。
之 召。

X
。

(5
.

4 )

两边左乘 N
,

因N E 二 E N
,

得
:

E (N X
。
) 二 召。 (N X

。

) (5
.

5 )

可见X
。

与N X
。

同为特征值尚对应的 特征向量
,

若不考虑重根可能
,

则必 NX
。
二v0 X

。, , 。

为实数
.

代入 (5
.

4 ) 得
:

(
。一粉 )x0=

“

即为 (5
.

1) 式
.

六
、

应 用

作为这一普遍方法的具体应用实例
,

可参看专文
〔川

.

该文详述了将该法具体应用于带阻

尼器复杂转子系统不平衡响应分析
.

这时
,
M 阵 需计入陀螺效应

,

周期外激励 为转子的偏心

离心力
.

该文还有计算结果与实验的比较
.

计算实践表明
,

本方法比之现有方法
,

具有程厅编

制简单
、

耗时少和精度高等优点
.

附 录

证明复矩阵求逆公式

(A + ‘B )
一 , = (I + A 一 ’B A 一

旧)
一 i
(I 一 ‘A 一‘B )才

一 ,

(
J

咬+ ‘B 犷
‘
二(I + B

一 ’

A B 一’A )
一 ,

(B
一 ‘汉一 ; I )B

一1

证
:

设(才 + 派B )(C + : D )二I 打开得
:

汉C 一 B D 二 I

A D + B C = 0

设通可求逆
.

由( 4 )得
:

D = 一 A 一IB C

代入( 3 )得
: C = (汉 十 B A 一 LB )

一 ,

代入(5 )得

D = 一 A 一 iB (A + B A 一 ’B )
一 ’~ 一 (A + B A

一’B )
一 , B A

一1

( 1 )

( 2 )

( 3 )

( 4 )

( 5 )

( 6 )

( 了)



阻 尼 振 动 系 统 的 强 迫 响 应 哎JS

一一
‘

-
~

- 一

一一
~

- 一
一 - 一

~ , ~ ~~ 一
一一 -一
一一 一

尸一一
、一一一一一 , ~ ~ ~ ~ ~

一
~ 一 产

一
.

一 ~一

一
.

~ ~ -

一
月

- -
- 一

合 并( 6 )
、

( 7 )得
:

(A + ‘B )
一‘
二C + :

D ~ (A + B A 一 ‘B )
一’

即证明了( 1 )式
,

若B 可求逆
,

贝。(A 十
ZB )一于(

B 一“)
一 ,

(I 一
: B A 一1

)一 (I + A
一 ‘
B A

一 ’
B )

一‘
(I 一

, 汉 一 ’
B )滩

一‘

一
令

一

(I + B 一A B 一 A )一 (J 十
‘B 一‘)B一(I + ,

一 , A B
一 ,
A )一(B 一 , 一 I )B 一

即为( 2 )式
.

附 录 I

证明公式
:

(I
。 + 。L不

丁C

证
、
上式左端括号项记为A

了丫
,
二了

, 一 a 乙甲
T e (2

, + a

私 本
T c )

,

右端记为B
.

则

一、

不

B A ~ I
。 + 。 石币

犷c 飞一 a L 币
了
C (I

:

+ 神
二 I 。十 。L 布

T C 币一
。乙 布

丁c 布= I
。

甲故刁
、

B 互逆
.

L币
了c )

一

汤 一 。乙 币
T C (I

, 十诵 乙币
丁C )

一‘

不
。乙 f

了 c
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