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摘 要

在工程断裂分析中任意边界缺陷如缺 口或裂纹群是常见和重要的情况
。

本文推 广 穆斯赫利施

维利方法作出了任意二维边界缺 口或裂纹群问题的一类解法
,

通 过 相继应用解析延拓
、

劳朗级数

展开和共形映照
.

我们最终获得支配问题的一组线性代数方程
,

然后应用标准的线代数 方 程组求

解程序对问题就作出了解答
。

值得注意的是
.

本文方法可用于作出缺陷表面具有 任 意的光滑载荷

分布情况的解答
。

如所知
,

在工程实际的断裂分析中
,

经常遇到边界缺陷的实际情况
。

此时缺陷发生于物

体的边界上
,

并在物体使用过程中发展为失稳扩展的裂纹
,

导致物体破坏
。

这种缺陷可以是

缺口 或裂纹
,

它们在边界上的分布常常具有任意不规则的性质
。

为了对这类边界缺陷物体进

行正确的断裂分析
,

就要求人们作出边界缺口 或裂纹群问题的数学解答
。

文献〔1 」曾作出了平面内部具有任意的缺 口或裂纹群问题的解
,

但它的方法不能处理远

为复杂的边界缺陷问题
。

该文中
,

将缺陷理想化为椭圆形状的空洞或裂纹
。

本文应用复变函数论方法
,

作出求解边界缺 口或裂纹群问题的解析解法
。

首先利用 自由

表面边界条件和解析延拓技术
,

将应力函数从两个减少为一个
,

且 余下的唯一未知应力函数

在全平面除去若于个空洞或裂纹外是解析的
。

然后
,

利用 I
J

au
r e nt 级数展开法将这一未知数

表示为各缺陷处局部的负幂展开级数之和
。

这些级数的系数是待定的
。

利用共形映照方法各

别地将空洞或裂纹外部一一映照到参数平面单位圆之外部
,

我们得 以在参数平面上表达各缺

陷表面为自由的条件
。

利用这些条件
,

最终能够决定 L a
ur

e llt 级数的系数
,

从而作出问题的

解
。

值得指出
,

本文所给解析方法具有某种应用的广泛性
。

例如
,

它可用于作出在缺陷表面

具有某种光滑载荷分布的问题的解
。

一
、

问 题 的 陈 述 与 简 化

假设所考察的弹性体为带有一 些半椭圆缺口 或裂纹C , 一

的下半平面区域 D
, 一 ,

其在实轴上
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的边界为 ,
。

设在 】川 一 十。处物体受有均匀拉应

刀

力口
二 二 ,

而在物体的边界 尹十 二 C 了一

上 不 受 力的

作用
。

根据 M
, , : k h e l笼S h v ili「2 」

,

区 J戍 刀
二

中玉调

和方程的解可用两个解析 函 数 叫 习
,

幼‘z) 来表

示
,

且应力a
二 , 二 。

, : 、 !j 和位移 u , 。可用叭习
,

劝(z) 表示如下
:

、、J一丸月产
、.力1咬口二J�月月eelee场C\仇

‘

、.

一 /
尸

图 1 边界缺 口或裂纹群

a
,

十 a 夕一 2 [切 (习 + 切
’

(习 」一 4 R
。

〔训 ( z) 〕

u 刀 一 仃
、

+ Z I T 二 , 一 Z f牙甲
“

( z ) 十劝
‘

( z )〕

2 群( “ 十 i v ) 一K 卿 ( z ) 一 z 切
‘

( z ) 一 劝( z )

E
召二

一

丁不不
-

( 1
.

1 )

K 一

{
3 一 4 v

( 3 一 v ) / ( 1一 ” )

(平面应变 )

(平面应力 )

其中E 为弹性模数
, v
为泊松比

。

设已知边界力f ( : )一 f
l

( : ) 十 i f
Z

( : )
, : 一弧

一

长
,

} z ( ￡)

则甲( 二 )
,

叻f二 )满足的边界条件为
:

f ( : ) 一 (可 z) + 二
录而牙j +

一

证匀
一

川
} z ( 0 )

若计算
: 二 O 到 : 的边界段上的合力矩M

。

( : )
,

则有

} z ( s )

( 1
.

2 ) ,

B ( z ( s ) )

M
。

( s ) 一 R
。

〔x ( z ) 一 二功(之 ) 一 z 牙切
’

( z )」 ( 1
.

3 )

1 2 ( 0 )

其中 x
,

( z ) 一 叻( z ) ( 1
,

4 )

为了进一步简化问题
,

我们需要下面的延拓定理
。

定理 设 D ; 为下半平面的一个区域
,

D ; 的某边界段v在实

轴上
。

设函数g( z)
,

h( 习解析于 D 二
,

且在 下上满足条件
: 夕又习一

轴的镜象区D 喜上定义
:

g ( z) 一 创习
, z 〔D 吉

时
, g (二 )在D ; + ? 十 D 奋上是解析的

。

另
, :

图 2

城二 )
。

则在 D 二关 于实

( 1
.

5 )

应用这一定理于我们的问题时
,

我们从实轴上边界段 , 为自由的条件 f ( : ) 一 0 出发
,

定

义
:

叨(z ) 一 一 z 币
‘

( z ) 一 势( 二 ) z 〔D 言 ( 1
.

6 )

其中厂(
z ) 一 f (牙)

。

山上述定理可知
,

侧习在 D 咨十 势十D 丁内解析
,

一旦在 D 咨十 下十 D 杏内

求得 J
’

切 (目
,

则另一应力函数势(户由下式可得
;

城习 一 一 切( z ) 一 z 叨
‘

( 二 )
, 二 任D 二 ( 1

.

了)

问题也就获得 了解决
。

在此
,

为了满足定理的条件
气

我们要对卿(习 作某种要求
,

例如
:

!卯
’

( 之 )l < A }二 一 二 i
’
.

“ O 簇 a < 1 ( 1
.

8 )

对许多实际问题
,

这种要求总能满足
。

这样
,

问题简化 为 求 一 个 在 区 域 D 一 D 万十 , 十 D 直内 的 解 析 函 数 切(封
, ’

言在边界
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C了(j~ l , 2 ,

⋯⋯
,

刀 )上满足力的边界条件
:

N 一 iT 一 1
{(a , + a

、

一 e Z ‘a

〔(a 夕

一 a 二 + 2 1 : ,
夕)}

, z 任C 了

(1
.

0 )

其中N
,

T 为法向力和切向力
,

a 的意义见图 3
。

对
一

于自由边界条件 N 一 ‘T 一 0
,

以 (1
.

1 )代

入 (1 9 )得边界条件
:

切
’

(z )十 切
‘

(二) 一 e “‘a 〔(牙一 z )切“(z )

图 3

此外
, 切(的还应满足无穷远处的边界条件

:

a 二

l
: 二 . 。 * 。

~ 口二 。

一 切
’

(z )一炯
’

(之)」= O
, 2 CC 丁

(1 1 0 )

(1
.

1 1 )

二
、

问 题 的 解

1
.

解的基本形式

除 整 体 座 标 系
z ~ 二 + 勿 之外

,

我们引进以 O ,
为原卢的平行于 二 , 夕轴的局部座标系

二 , ~ 二 , + ￡夕j ,

这里 已将缺陷从左到右边行编号
。

若以竹
* 记线段 O j O

、

之 长
,

以 竹 记 O O j

之长
,

易见
:

2k ~ 幻 一 丫八 ,

j< 左 1

一幻 + 竹
* ,

j> k

之一 之了+ 甘j

(2 1 )

在此为方便计
,

已扎座标
z 一 二十 ‘刀的原点取在诸 O

,

(]’一 1
,

2
,

⋯ ⋯
,

N )的左边
。

起见
,

认为以上的座标
z , z ,

等均 已被某一特征长度 d所除过
,

因而是无量纲的
。

我们也同样地假设 已进行了无量纲化
,

即设切(z) 已被a 二 二
d所除过

。

这样
,

我们设切‘习具有局部L a u r e nt 负幂展开级数之和的形式
:

〔2
.

2 )

又为了普遍

对于 甲 (习
,

帆习 二切
。

(习 + 艺 弥(。) (2 3 )

其中

切介

(二
*

)一 艺 F
。 , 、 二万‘

n + , ’

(2
.

4 )

而函数 切。

(习 由无穷远处的边界条件 (1
.

1 1 )决定
。

事实上
,

设叫 0) 一 I
。中

’

(0) 一 O,

则 由(1 1 1) 及(1
.

1) 得出

甲。

(二 )一
“ 二 即

之 ,

功
。[ z )-

a
二

的
(2

.

5 )

在 (2
.

9) 中以 1 代替。
、

二
,

即得无量纲化的式子
。
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2 在物理及参数平面上的展开

写下解的基本形式
,

并运用无穷远处边界条件决定了 中。(的 之后
,

剩下的问题就是根据

缺陷表面为自由的条件决定展开式的诸系数F
。 , 。

(n 之。
,

1 ,

2.
· ·

⋯ ; k 一 1 , 2
,

⋯⋯N )
.

为此
,

我们在各缺 陷 C了十 C ; (j’ ~ l
,

2
,

⋯⋯
,

N ) 周 围进行局部的 L a
ur

e nt 展 开
,

可得

沪(“ )的下 述表式
:

切(二)~ 乙 (F
。 , , z 牙‘

n
“ ’+ M

, , , 之

罗
+ ’ ) (2

.

6 )

其中
、

、、........,.且..了...............F
。 ,

I二 尸
(1 )

” ,
j
千 i尸粘

M
n , ,

M冰

二 M 路+ ‘M路

一 (M娜) △乳十 乙 乙 (。寸 尸二{卜 此 :夕烈 :妇

乙 〔粼 :广尸二:孟十哎夕凡:妇
(2

.

7 )

囱艺卿
一一(2)叼M

M ; :

路一 0

炸笋 0

J.一nU
f

J、.t

一一
0牲

△

(一 1 )
”十 ’

(下, 。)
” 十 ”十 2 f

” 十 户十 ‘

、(
P / 、

c

g
s

、
S ln /

{(。 + 1 )刀j * + (P + 1 )刀j。}一一

、..吸

l
h;k;.,.J .J.了

打力公
.

扑
e.矛
」

!
吸‘‘t

其 中刀
, 。

为O , O
、

与 O X 轴 的夹角
。

刀
, *

~ 0
,

当

i< k时 ;
价

*二 “ ,

当 j< 左时
。

为了表示 C 了上 沪(z )所 满 足 的 边界 条件

(1
.

10 )
,

我们通过共形映照将 C了十 C支的外部照

到单位圆 !引一 l的外部
,

映照函数为
:

劣了嘴卜

一
(幼一言

一

(Rj’
一

成 )
。 ,
一 澎 百厂砂

一
/d

, “, 一玩/a
,

图 4

(2
.

8 )
。 / 1 十 ￡,

、今
I丫i

= {

——
l一

\ 1 一￡ , / {
对于裂纹

, 。j = o
,

R
,

~ i

设切
’

(z )在参数平面 }亡!二 1附近的展开为

沙 (二)一卿
‘

(z )一 艺 (a 。 , ,亡
舰 + 刀

。 ,
,亡

一 ’

) (2
.

0 )
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利川关系

.

卿幻鱼ejR 万亡- {
、+

〔卜 (含)
’

〕
“ ’

}

{卜 〔卜 (念
一

)
么

〕
“’

}
(2

.

1 0 )

(R j f亡)
一 ’
二

以及

(、一 )
2 , 一

(egj )
’“

〔(节)
+

鑫(
,

耸)
‘(R 了‘乙,

2 , ·

千 ‘R 了‘乙,一
”

‘〕
(2

.

1 1 )
、 、 。 ‘ , ,

户
矿 J

叫
.

一
、 J山 , J J 工

尹 . 、 的 ‘ 孟 , , ‘ , 、 r 、
.

一 ,

(’“‘’
‘F ’ ‘

一犷玄夕 总
ZP + 1

P 一 阴 )
‘(R , ‘“,

2 ”’‘ 1 + (R , ‘“,
一 ‘“’“ ) ,

我们可得

C洲口

a : 。 , : ,
, 二 (一 1 )

’ 一 ” R 圣
“ + ‘

E (2户 + 2 )
p一 m

(
一

令)
’”“

(狱 )
M

Z 。

一
(2

.

1 2 )

a : 二 + 幻 j” ( 一 1 )
’ 一 口千 ‘

R 乡
’ ‘ Z

E
p = 沉 + 1

(2 , 十 1 )

(令)
’“

(
,

写
一 ,

)
M

Z , , ,2 P

(m 二 0
, 1 , 2⋯ )

且

〔) 」 O 0

卯
‘

(z) 二 中 (约 之 乙 (n + 1) M
。 ,

, 才 + 乙刀
。 , , 乙

一 ’

月 目 0 m 一 0

一乙
p . 0

〔
(2 , + l)

(
一

; )
’“
、

2

一
蕙(

户

亥
一 ,

)
(* 广‘: )

一
+ (2 , + 2 )

(佘)
”‘ ’

对
2

一惑(狱)
(R / ‘: ,

一] (2
.

13 )

但是
,

我们有下列关系〔3 〕:

(R j f雪)
一 2 历
一

“ 广竺刃、“
‘ 二 。 一二 , 2 。

、‘
二 , /

(R i才互)
一 ‘“叨 干 ‘) -

A
·

一(
一

念
一

)
’” ‘ ’

(2 1理)

、
.

|
.

!!
lwe/

。乙�。艺�

月
、 一。 , : 二 ~ 川

2 2 n n (
2 俘

n 一 川 )
,

。 一 二 , 2二 十 、一二藉摺六年万 (慧 )
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以(2 1 4 )代入 (2 1 3 )
,

并比较二 ,

的 负幂项系数
,

得
:

卢
名

一
(2 了才· ‘, 一

{鑫
(2、 / 1

.

, 2一
(令)

’” ‘ 2 ” ‘’

盯
之, , / ”

或
”

(
。

书
一 ,

)
A

· -

一
凡+ l

十 乙 R孟少(一 l)
出 十刀“ e , ’n 十 ,

A
。 一二 十 , , : 、

刀
2 , , ,

(2
.

1 5 a )
仇 . 0

}

F
Z n 十 : , z一 (Z n

一

于 2 ) {氮
(2。一 )2

一(
一

令)
’“‘2 ”

“ “‘
2 ,

一
“

蕙
‘

(狱 )
A

夕卜 。

一
件干 1

+ 乙 R :
’
“ (一 1 )

“ + ” 一 ’e

;
” 十 3

A
、 一。 十 , , 2 。 + ,

刀
2 。 十 l , ,

(2
.

1sb )
功 . 目 )

(n 二 0
,

1
,

2
,

⋯ )

这样
,

通过在物理平面和参数平面上的局部展开
,

引进了 4 N 组复参数列尸
。 , , ,

M
。 , , ,

a 护子 , j , 刀
, , , , (。~ 0

,

1
,

2
,

⋯ ; j二 i
,

2
,

⋯N )
,

并已有关 系 (2
.

了)
、

(2
.

1 2 )和(2
.

1 5 ) 联系它们
。

为了确定这些参数
,

还要补充缺陷表面 的边界条件
。

3
.

缺陷表面自由的条件

在物理平面上
,

这个条件 已写如 (1
.

1 0) 式
,

即

沪
’

(之 , ) + 叨
‘

(2 2 )一 e Z ‘“ {(2 2 一 z ,

)卯
l,

(z ,

)一 切
’

(之 j )一 卿 : (之 , )卜
0 之了〔C了 (2

.

1 6 )

现在将此条件转到参数平面的缺陷边界乙一 a 二 少 ”
·

(二 ( O《 2 二 )上
,

为此
,

往意到关系

e Z ‘“之
a 口 (a )

a 。
’

〔a )

(a 、 R i口 “+ R 丁
l

R j 十 R 丁
I J “ (2

.

1 7 )

又甲
’

(二 j)~ 巾(口)
, 切 ,,

(二 z )~ 币
’

(a ) / 。
‘

(a )
,

(2
.

1 6 )变为

11 (a )二 (尺
, + R 了

‘a z

) (中丈a ) + 少 (a ))一 {(R , + R 了
‘
) (a 一 a 3

)中
‘

(口)

+ (R j口 2 + R 万
1

) (少‘“ ) 子
一

巾(a ) )}一 0 (2
.

1 8 )

a ~ e ’“, 二镇0簇 2 二

由于

巾 (a )一 卯
‘

(zj )一 乙 (a , . , , 口 ” + 刀
。 , , a

一 ’

) (2
.

1 9 )

并引进函数

一{
O O

小 ‘a )一 乙 (a 。 , , a 门 + 刀
。 , , a

一 ’
)

, o < 0( 二

中(口 ) 一 二 (a 。 , , 仃 阴 十刀
, , , 。

一 ’
)十 之万 (a)

,
二 ( 0 ( 2二

(2
.

2 0 )

(又
:

任意常数)

可以看出
,

E (a )‘ 0 , 0 成 8氮 2‘ ,

根据F o u r l e r展开定理仁4 1
,

这表示
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艺月

!
a 一中 (a )d “一 2 二a * , ,

0

k一 1
,

2
,

⋯
,

~ 2二刀
。, , k - 一 1

,

一 2

一 2 “ (a 。 , i + 刀
。 , z ) k 二 0

(2
.

2 1 )

2 井

G
* 一

{
口 走

厂了‘仃 , d “一 0

甲

冷一 0 ,

士1
,

士 2
,

⋯
,

(2
.

2 2 )

其中(2
.

2 1) 仅说明 a ,

刀为动 f二 )的 F o u r ie : 系数
。

(2
.

2 2 )即为所需的缺陷表面白由的条件
。

以孕(a )的展开式 (2
.

9 )代入 (2
.

2 2 )
,

经过整理得
:

G
Z , 一 、

二 乙 (不厂翌
川 , , a Z。 , , + 二尸一

, , 反 2 。 , r + Y 雪
协 , , 刀

2 , : , ; + z 雪
。 , ,

风
。 , , )

W 纵
,

产
2‘

仁

“
竺
川 , ,

一 2‘

[

(2阴 一 1 )R j+ (2卿 + l )R 万
‘

艺阴一 2户
,
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? : , + 厅 。, , R 了
’汀
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, + 刀

2 . p . , j (二 R i 一 二尸了1

+ 2 }户{ 二(R , + R 了
‘
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2 、 p 、* 2 , , (二 (R 丁

‘一 R ). )

一 二 (2 油l+ 2 )(R , + R 丁
’

))一万
2 、, l、 2 , , “R , 一 万

2 , 。 . , , “ R 丁’
,

力< o

, 2 ,
一 a : , 一 : , , (“ (R 丁

’一 R j ) + (Z P一 2 )二 (R
, + R 丁

‘

) + a Z , , j (汀 (R
, 一 R 丁

‘

)

一 ZP“ (R , + R 丁t ))+ 瓦 2。一 : , , 二 R , 一 瓦 2 , , , 二R 了
1

+ 刀
: , , z“ R , + 万

2 , 一 2 , , 二 R 了
1

(2
.

2 4 )

这样
,

由

G 。二 0 ,
k = 0 ,

士 1
,

士 2
,

⋯ (2
.

2 5 )

我们得到了a
、

刀间的一组线性关系
。

至此
,

问题的求解化为根据条件 (2
.

7)
、

(2
.

1 2)
、

(2
.

15) 和 (2
.

2 4) 解 出诸系 数 尸
、 , , ,

M
。 , , , a 。 , 了,

刀
。 , , 。

这是一个解线性代数方程组的问题
。

在具体计算时
,

可 取展开式的有限

项
,

然后在计算机上应用标准的解线代数方程组的程序得出解答
。
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