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一
抛物偏微分方程奇异

摄动问题的差分解法

苏煌城 吴启光 (南京大学数学系)

(1 979年12月 Z G日收到 )

摘 要

本文讨论了含有小参数在高阶导数项的椭圆型方程奇异摄动问题的差分解法
.

当
。一 O 时椭

圆型方程退化 为 抛物型方程
。

作者根据此问题解的边界层性质
,

构造了特殊的差分格式
:

研究了

它的收敛性和解的渐近性态
。

最后给出一个数值例题
.

引 言

近十多年来出现了一些用差分方法研究奇异摄动问题的 工作
,

例如C E
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等人的工作
,

这些工作大都是对常微分方程和常微分方程组奇异摄动问题来进行讨论的
。

用差分方法解奇异摄动问题需构造适应此问题性质的差分格式
,

如用一般差分格式将得

到与问题不相符合的错误结果
,

例如
,

我们解下面的常微分方程第一边值问题
:
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其中
“> O 是小参数

, a
是异于零的常数

,

这 一问题的渐近解有如
一
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:
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这是一个具有二阶精度的差分格式
,

方程 (1
.

4) 的解有如下形式
:

“‘“’(‘“’一 C
l + C

Z

(器器务)
‘

(1
.

6 )

其 中C : ,
C

Z

是由边界条件 (1
.

5) 确定的常数
。

当 己 《h 时
,

2 ￡一 a h

2 ￡ + a h
、 一 1

,

因此当
￡ 《八时差分方程问题解的表达式 (1

.

6) 与渐近解

表达式 (1
.

3 )毫无共同之处
,

处理此问题的一般方法是根据系数
a 的符号以单边差商来代替

方程 (1
.

1) 中的一阶
一

导数
; 当 a > O 时用前差代替

, 当 a < O 时用后差代替
,

但 差分格式只

有一阶精度
。

从渐近表达式 (1
.

3) 看出
,

对 0 < 劣 < 1 内 (不 包 括 边界层 ) 任意一点
,

当 “ 。 O 时

y
。

(x )、爪
a > 0 )或夕

。

(劝 , a(
a < 0 )

,

而 刀和 a 正好是相应情况下退化方程 (“一 O )的解
,

易证
,

如用单边差商代替方程 (1
.

1) 中的一阶导数
,

则当 h 固定
, 。、 0 时

,

具有小参数
。的差

分方程的解逼近于退化差分方程的解
,

也是 刀或 a ,

因此差分方程解的渐近性态与微分方程

(1
.

1 )
,

(1
.

2) 解的渐近性态是一致的
,

关于以单边差商代替一阶导数的差分方程解的渐近性

态在【3 」中进行了详细的研究
,

如用中心差商代替一阶导数
,

则从解的表达式 (1
.

6) 看到
,

它的渐近性态与微分方程 (1
.

1 )
,

(1
.

2) 解的渐近性态却有很大差别
。

为了使逼近微分方程 (1
.

1) 的差分格式能具有二阶精度并且差分方程的解与微分方程的

解当
: 。 0 时有相同的渐近性态

,

A
,

M
.

H 二 b o H 〔5 〕提出一个构造差分格式的特殊方法
,

本文利用他的方法讨论椭圆型偏微分方程的奇异摄动问题
。

二
、

微 分 方 程 问 题

在区域R : ( 0 ( 二《l
,

0 ( 梦( T )内解椭圆型方程第一边值问题
:
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其中厂是 R 的边界
, 。> O 是小参数

。

似定系数 a( x
,

!j) 在 R 内满足下面条件
:

a (二
,

刀)》 a > 0

当。一 0 时
,

方程 (2
.

1) 退化为抛物型方程
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相应的定解条件为
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其中 夕表示时间变量
。

由于方程 (2
、

1) 当 。二 O 时退化为抛物型方程 (2
.

4)
,

因此我们称它为椭圆
一

抛 物偏微分

方程
,

此时椭圆型方程 (2
.

1) 的边值问题退化为抛物型方程 (2
.

4) 的初值
、

边值混合问题
。

这是
一

个由二阶偏微分方程退化为同阶偏微分方程的情形
,

在 , 二 T 这条边上失去一个定解

条件
,

此11寸在 夕二 T 附近问题 (2
.

1 )
,

(2
.

2) 的解
u 。

(二
,

妇 当 : ” o 时不能一致逼近退化问题
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(2
.

4 )
,

(2
.

5 ) 的解 牙 (二
,

夕)
,

将产生边界层现象
。

按几
.

A 二汀ro c T
eP

H 二 : ,

B
.

H
.

B o lll o K 「7 」渐近方法的分析
,

当系数
。(二

,

功 和右端

函数 f (二
,

川 满足一定的光滑条件并且 a( % ,

妇 满足条件(2
.

3) 时
,

退化是正则的
,

即存在边

界层函数使得退化问题的解加上边界层校正项以后能补足所失去的定解条件
,

并使如此得到

的问题 (2
.

1 )
,

(2
.

2) 的渐近式在 R 内一致成立
。

三
、

构 造 差 分 格 式

根据渐近方法的分析
,

摄动问题 (2
.

1 )
,

(2
.

2) 在 g 二 T 附近有边界层 函数

v 一 。x 。

才
一 。(二

,

犷 )工二 夕飞
,

t 己 J

这一函数是指数型函数
,

只在 夕二 T 附近产生影响
,

远离 y“ T 是一个微小的量
,

我们构造

方程 (2
.

1) 以下形式的差分格式

: ·

隽
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:髻
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, , 卜
。 (二
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签
”’ 一 f (x
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其中 h
, , 分别是 二 方向和 y 方向的步长

,

N
,
h二 l

,

N aT 二 T 丫是待定的系数
,

(h , r )

U 一 , U鑫
” (h , r )

U 八

g

分别是 u( 戈 , y ) 关于 x
,

y 的二阶中心差商和关于 y 的一阶中心差商
。

假设以

{劣
;
一 ih

,

夕j一 j下
,
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2
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⋯
,

N
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所构成 的网格区域为 R
。, 二 ,

厂
* , :

是其边界
。

为了确定参数 下,

我们要求当系数
a
为常数时边界层函数

v
满足常系数的齐次差分方程

鑫
” (丙, 丁 ) (h , r )

+ U 一 一 口翻 八 二二 (3
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将
。
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,
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对于变系数非齐次差分方程 (3
.

1) 来说
,

我们自然取 , 为以下形式

下(劣
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,
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从而得到摄动问题 (2
.

1 )
,

(2
.

2) 的相应的差分方程问题
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其中 厂
* , 了

是网格区域的边界
。



当 h
, T 固定时

,

函数 ct h
a (见

,

y )丫

2 巴
随 ‘

趋近于零而趋近于 1
,

因此当 。、 O 时
,

我们

怒到差分方程 (3 5) 的退化差分方程为
:

州
为, r ’
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,

夕夕二 尸奥
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,
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:
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才
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(、
,

川是 邵 (二
,

川 的向后差商
。

差分方程 (3 的 与摄动方程 (2
.

1) 是相容的
,

其截断误差是 O (下
2 十 h

Z

)
,

而差分方程 (3
.

7) 正好是退化方程 (2
.

4 ) 的隐式差分格式
,

它是

无条件稳定的差分格式
。

四
、

差分格式的收敛性和误差估计

差分格式 〔3
.

的 是正型差分格式
,

即
‘:‘h ,

” (工 + h
,
刀)

, 。 ‘六, r ,

(x 一 入
,

y )
, u 动

, 下 ,

(义
,
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, 。 ‘儿‘r ) (义
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的系数
,

当 h
, :

适当小 「!寸都是正的并且这些系数与 u 林
, r ’

(二
,

夕)的系数之和是非正的
,

因此
,

对此差分格式来说最大值原理成立
,

我们先证明下面一个引理
。

引理
:

设 护
人 , ‘ ’

(二
,
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上的函数
,

则
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‘) (/
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, 。⋯、咒万卜
〔八, ’ )
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,
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+

省
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R
。 , :

{穷杏人
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,

夕) (4 1 )

其中解是一个与
x ,
刀

, 。无关的常数
。

证明
:

设不等式 (4
.

1) 右端的第一项为 。 , ,

第二项为 叭
,

作辅助函数

那 (/
, 。 , 一命

一

巨一
)· +

(
T 一
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,

」
,
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.
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!/
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1

�

2
一
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、
、

M ~ m ax 下
一

(卜
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( x , t ,

显然

再考虑函数

那末

0 ( 不厂( 戈
,

夕) ( 1

二
八’ T ’研 (、

,

。) 一 另
二

、 ( 二
,

, ) < 一 异
义U
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.
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Z (h , r ’ ( x
,

夕)一 阴
, 子

一
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研 ( x
,

夕) 士v ‘人 , r ’(劣
,

夕) ( 4 4 )
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, ‘’ ·’Z ‘“, ‘’( x ,

夕) ( 一 n l a x
!另荟

人’ ·’。 ‘“, 丁 , ( x
,

夕) l士劣荟
‘’ ·’ v ‘丙, r ) ( x

,

送z)《 O

( 绝
.

5夕

而函数 / ‘六, ‘ ’

( 二
,

y )在 厂人, ;

上是非负的
、

由最大值 原理
,

在 R * , :

上Z ‘“, ‘’( x
,

川 夯。
,

从而

证得引理的结论
。

定理 1 ,

假设系数 试 二
,

y) 和右端函数 f ( 二
,

川 有 直 到 二 阶 为 止 的 连 续 偏 导 数
,
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e Z

《
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并且
a ( a (二

,

夕)( 。2 ,

则对于固定的 。> 0 在R * , ,

上

差分方程间题(3 5 )
,

(3
.

6 )的解
二 荟

六” , (二
,

夕)

下面的估计式

}
·百‘
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一 (!
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一

(!
,

“) .

与微分方程问题 (2
.

1 )
,

(2
.

2 夕的解
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(二
,
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m )人
2
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.
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其中m 是与 二
,

夕无关的常数
。

证
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,
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,
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则
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八’· ’(工
,
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刀)一 。 (义
,
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,
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2
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c L且

—
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-

一
乙 己

故有

( h 一 r )
。

、
) ( ·

,

, )
{
、
书一{分

一

⋯
+

扎
m 二⋯弥

一

{
}

夕) :
. , a (二

,

了/ ) : {}

另

m 科 m a x
a 3“ } ’

_ 下 } 汗
一

} 己一
d 夕

。 ; {

a ( %1�6
十

根据定理的条件
,

设 1{u
。

1}
。 ;

( C
, (。

, a ,

。 )
, T

/ 八一 一 C O n s t

忘h
, ‘, u 是

,” , ) ( x
,

夕)
_ / ￡r 2 1
簇

;

(
一

刃二 一十
.

飞十
\ 1 艺 1 艺

塑犷
2 二 一

型
一

6
’

1 2 : )
C

l
(￡

,

一
, 八

2

另

因为 In a X

厂 * , :

一C (。
, a ,

川 ) h
Z

· “”
, f ) ( 戈

,

, )

}
一 。,

故由弓!理、导至。定理 ‘白勺结论
。

五
、

差 分 方 程 解 的 渐 近 性 态

我们在(一 )中曾以问题 ( 1
.

1 )
,

( 1
.

2) 为例讨论过以单边差商和 中心差商遏近方 程 ( 1
.

1)

的一阶导数时所得差分方程解 的渐近性态
,

发现用单边差商时差分方程解的渐近性态与微分

方程解的渐近性态是一致的
,

如用中心差商则不然
,

不过
,

如用 A
.

M
.

训二
、

二
,

方法解例题

( 1
.

1 )
,

( 1
.

2) 可与单边差商一样得到同样的结果
。

在这一部份我们将证明
,

当 h
, T 固定

, 。” O 时差分方程 (3
.

5 )
,

〔3
.

6 ) 解的渐近性态与

微分方程 (2
.

1 )
,

( 2
.

2) 解的渐近性态是一致的
。

根据条件 ( 2
.

3)
,

方程 ( 2
.

1) 退化为方程 ( 2
.

4) 是正则的
、

在傀0 《 , ( I
,

。 ( 夕< 了 }内当
。、 0 时摄动问题 ( 2

.

2 )
,

( 2
.

2 )的解
u 。

( 义
,

夕)逼近于退化问题 ( 2 4 )
,

( 2
.

5 ) 的解 研 ( 二
, 夕)

,

(参看 1 8 」
,

[ 9 〕)

由 〔四) 中引理
,

差分方程〔3
.

5 )
,

(3
.

6 )的解满足不等式

· ;
方,
一 ( /

,

, ) j、 管
m Z
一M

l

( 5
.

1 )
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其中对
,

是与 。 ,
二

,

夕无关的常数
,

因此 {。落‘
’· ,

(二
,

夕)}是一致有界的
,

按 B 。一z a n 。
、

w
e ie r s t

-

r a s s
定理

,

存在序列
￡、 , 0 及网格函数 U ‘h , ‘’(二

,

y )使得

1im

n 一> C心
“飞

’ · , (二
,

, )一 U ‘几, ” (二
, , )

,

(对于固定的 h
, , )

,

而且此收敛 性 在

区域 R : { O ( x 簇 l

1im
召- ) 0

0 ( y 《 T }上是一致的
。

不难证得此极限是唯一的
,

因此有

u 二儿
’‘) (戈

, 夕)二 U (h , r ) (戈
, 夕)

由差分方程 (3
.

5 )
,

我们知道
,
U ‘几, ’) (x

, 夕)满足方程 (3
.

7 )
,

即

U (h , r ) (戈
, 夕)一才

(h , 了) (x
, 夕)

同样
,

U ‘”, ”(x
,

川满足相应的初
,

边值条件
,

因此差分方程 (3
.

5 )
,

(3
.

6) 的解 对于固定的

h
, T ,

在 { 0 ( 二 、

( Z
,

0 ( y , < T } 内逼近于退化差分方程的解
,

这 与 微 分 方程 (2
.

1)
,

(2
.

2) 的解的渐近性态是一致的
,

故有

定理 2
,

在 { 0 《 x ‘

簇l
, 0 ( y j< T }内

,

让h
, , 固定

,

当 。* 0 时差分方程 (3
.

5 )
,

(3
.

6 )

的解逼近于退化差分方程(3
.

7 )
,

(3
.

8) 的解
。

注 :
如果我们对方程(2

.

1) 不用差分格式 (3
.

5 )
,

而用通常的差分格式

另落今
, · , 。 ‘人, ” (二

, 夕) 二 。u

洛
·, (二

, 夕)+ u

奕
·, (x

, 夕)一 a (二
, 夕) u

)
儿’ r ’(x

,

夕)一 f (二
,

则当 。二 O 时方程 (2”退化为方程

y )
.

2 )

另否}
, · ,
研

‘六, ” (x
,

夕) 二才类
·, (x

,

夕)一 a (二
,

夕)研 {
几’ ·, (二

,

夕)一f (,
,

夕) (5
.

3 )

众所周知方程 (5
.

3) 与方程(2
.

4) 是相容的
,

但它是一个完全不稳定的差分格式
。

六
、

数 值 例 子

在正方形区域R
:

{ O ( 二( 1
, O ( y( 1 }内考虑椭圆型方程第一边值问题

:

{
/ ,

口Zu

二 日Zu
。

日u
.

芯
, u ,

三 ￡下丁了十 二丁r 一 一不万
-
二 x L I 一 x

‘

) ,

0 夕
一 U 占

一 0 万
( 0 < 劣< 1 ,

0 < 夕 < 1 )

(6
.

1 )

相应的退化问题为

{
穷

。

牙
口2

不 日班
一 日劣2 日y

“ 劣( 1 一 x Z )

(6
.

2 )
研(劣

, 0 )二 0 ,

研 (0
,

y )二研(1
,

夕)二 0

用分离变量法求得退化问题 (6
.

2) 的解为
:

班 (“
,

功 二乙
1 2 e o s n 兀 s in n 汀%

(n 汀 )
“

( z 一 。 一 ”, 二 ’。)
(6

.

3 )

摄动问题 (6
.

1) 的渐近解为
:

u 。

(x
, 夕) 二乙

1 2 e o s n 厂 sin n 汀义

(n 兀)
‘ {

( 里

一
’! ’· )· (一

’二 ’

一 )一
旱}
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+ O (: )

根据本文提出的差分格式
,

构造方程(6
.

1 )的差分方程为
:

下 “ ; , z + i一 Z u , , j+ u 、, 了一

2 ￡ 下2 尹一
多畏愁吐竺生

Z
h

下
一2

红 ‘一j + l一 以 ‘s j -

工一 i人( l 一 iZ h
Z

) (6
.

5 )

我们称它为格式 ( 1 )
,

为简单起见
,

选取正方形网格
,

即人一 T ,

用 2 人乘方程 (6
.

5) 两端得到下

面的差分方程
:

u ‘, , “A u ‘, , 十 ; + B “ ‘, , 一 , 十 C (u
; , , , j + u ‘一 : , , ) + D (6

.

6 )

其中

B -

人
C t fl 二 + I

艺占
一

h一肛e t h

:
f
。th 五 +

一

翠、h

2 8

、、,尹产,‘了左
一十

�

.
�

巴�
心

八
�

工砂一C一/
口

且口、、一n乙

h
.

C [ n 二一 十
艺6

D 一
i h

“

( ‘2 h
2 一 1 )

·‘h

鑫
十

是
( 6

.

7 )、、.口/勺‘�
�

九
/‘、了、

,儿

/ h 、
二 十 e X P 瓜 一

一

芍 ,
n \ 己 /

C t红
~ = 一一 -

- 一

一
一 一 - 一

~

二厂一一一了不,

么e , _ _ _ _ 1 12 、
1 一 七入 P 飞 一

一丁 I
\ 心 /

当
。。 O时差分方程 ( 6

.

5) 退化为抛物型方程 ( 6
.

2) 的隐式差分方程
:

W
、, , , , 一 ( 2 + 人)W

、 ,
z + 砰

、一 , , , 二 一 hw
‘,

j一 : + i几
3
( 1 一 ‘

2
h

2
) ( 6

.

5 )

在计算中我们选取常用的只有一阶精度的差分格式 (简称为格式 ( 亚力

_ u 、, , 二 , 一 Z u ; , 了+ u ; , 了_ 1
.

“ ‘、 , , j 一 Z u ‘ , j + u 、_ , , ,

匕

—
十

—
n 一 月 -

左 ￡, j一 份 ‘, j一
h

二 玄人( 1 一 公艺人
2

) ( 6
.

9 )

与格式( I )进行比较

用 护 乘方程 (6 9) 两端则有
u ‘, j二 H

; u : , , * : + B
, “ 、, , 一 : + C :

( “
‘+ : ,

z + u 、一 : , j) 十 D :

其中

( 6
.

1 0 )

A
1

己

2 ￡ + 2 + h
s

B
1

已 + h

( 6
.

1 1 )
C

z 1

2 ￡+ 2 + 人
,

D 1

2 ￡ + 2 + h

( f“人
2 一 1 ) i h

3

2 ￡ + 2 十 h

按给定的边界条件
,

我们用逐次超松弛 ( S O R )方法解上述两 种 差分 方程
,

其迭代公式

分别为
:

·

::;
1 )

一
p t

{
B ·

::;少‘十 C u

:生亨:}
、 、·

:::
+ , + e ·

::
1 , ,

}
+ ( 1 一 。。 p t ) “

::卜
。。 p t D ( 6

.

1 2 )
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(壳 + 1) _
‘, j 一

。。 p t

{
B l ·

::尸‘+ C
, “

{色左:}

:{: + 口
o p“

+ 刃, u

:::
, ; + C

: u

:荤
1 , ,

D , (6
.

1 3 )

少琴中。
o p t
为松弛因子

,

+ ( 1 一 。 o p t ) “

它由公式

2

%
p‘一丁

一
干反牙

一

丁二飞乏
汀

几二 CO S一
n

确定
。

下面首先就
。一 0

.

DI的情形
,

用逐次减小的步长分别对渐近解和两种差分方程 的 解边 行

了训算
,

在计算结果中我们选取若干个点列表比较如下
:

“一 0
.

0 1 ,

人= 1 / 1 0
,

’’
点 坐 标

怜 豹豹
i旦

.

冬、、 r
一

大 立、、 { (介
,

几)))111

渐 近 解 { 一 。
.

u3 64J222 \物
’

b /// \5
’

5 /////

{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{

一一一 0
.

03 7 78888 { 一。
.

。: 432 222 一 0
.

0 114 9888

⋯⋯
一 “

·

。3 c’5 555 一 0
.

03 75 7666 一 0
.

024 23 999 一 0
.

01 15 6111 一 0
.

0 22 13 000 一 0 03 07 8222

一一一一一一 一 0
.

02 10 488888

一一 {〕
.

日3弓OG 777 一 0
.

03 7 48666 一 0
.

02 417 999 一 0
.

OIOD9 44444 一 0
.

0 292 3了了

rrr立
.

3 、、 {走
.

纷纷纷 { 阵
.

当当 了典
.

‘,‘)))
\\\ 5

’

b 夕夕 \吕
’

b 了了了 入1日 Z U/// \I U
’

艺{飞
,,

一一 0
.

03 7 7 888888 一 0
.

0 1 682 555 一 0
.

02 6 42 999 一 0
.

03 3了1 888

一一 0
.

03 7 6 7 88888 一 0
.

02 65 2 000 一 0
.

0 33 83555

一一 0
.

03 了5 9444 一 0
.

02 12 工III 一 0 0 149 8777 一 0
.

0235 5 000 一 0
.

03 0 0G魂魂

尸尸 叩、、
\\\1 0

’

4 0尹尹

一一 0
.

0 32 选2日日

一一 0
.

0 32 0 8 666

一一 0
.

0 27 15 777

根据上表数据分析
,

我们看到
,

按近于洁近解
,

1而格式( 1 )比格式 (五

三个点子上 )
。

对于固定的 。 ,

当 h 变小时
,

格式 ( I )和格式 ( l ) 的解
、

的精度高
,

特别在边界层附近的点子上 (即表的最后
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其次
.

对于固定的 八
、

选取不同的 : ,

将 济式 ( 1 )的解和退化问题 (6 8 )的解进行比较
。

取 八一 1 / 2尔

御�诬一一�
乃比比点 坐 存石又 价 为叮画汀

一味创
退化问题的解 一 }}

.

05 6 5 01 03 7 86 9

尸
一

多
一 ,

)
\ 5

’

5 /

一 0
.

02 438 2 02 ‘; })石了{ 01 8 39 7
刁一--0.

nU�八曰

一一

F = 1 }}一 , 03 6魂9 8 03了8 )) 3 一 {、
.

0 2 1生弓之 (}2 89 7 1 0 j89 5 0格式

02 9 1 00 一 0
.

01 9 03 4

02 0 1 00 } 一 0
.

01 903 4

吸一氏一一( I ) 一 l {厂 3

{一 0
.

}
’

一 0
.

0 36 50 2 一 日
.

0 3了89石 一 0
.

0 2吐4 0

￡ = 1 0一4 ‘关 ) 一 0
.

0 36 50 2 1 一 l;
.

03 7 8日8 { 一 0
.

0 2通40 7

的解

毕
,

从表上看到
,

当 ￡ 逐渐减小时
,

格式 ( I )的解公近于退化间题的解
,

这与理论上的渐近

分析是一致的
。

份 , ‘二 1。
“ a
以后格式 ( I )的解在各点的近似值基本上是一致的

,

故未列出
。
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