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摘 要

本文应用多重尺度法研究具有转向点的一类常微分方程的边值问题
。

避免了仁1 〕中出现 的 悖

理
,

以及〔2 〕中关于确定任意常数的变分运算 ; 构造出边值问题的解的一致有效渐近近似 式
.

并

研究了非共振的情形
。

一 前、 IJ
’

J

.

全户
「〕

由于在量子力学
,

波的传播问题以及力学和物理学的其它问题中
,

广泛出现含有转向点

的微分方程
,

所以近几十年来
,

这类方程一直是数学工作者和力学工作者研究的重要课题
。

关于这方面的重要
_

l二作有 1 9 2 6年W
e n t z e l

,

K r a m e r s ,

和 B r illo u in 的工作 (现今将他们所

用的方法简称为W
.

K
.

B
.

方法 )
,

以及 1 9 3 1和 1 9 3 4年L a
ng

e r 的工作
。

在著作 扛3 J 中详细

地介绍了这两种方法
。

它们一直是研究具有转向点的微分方程的重要工具
。

但是在一些实际问题中
,

例如关于粘性流在反向旋转的圆盘间的流动
,

人们感兴趣的是

这类问题的解当所含小参数
: 、 0 时的渐近性态

。

在 1 9了。年
,

A c ke r
be

r g 和O M al le y
‘
” 首先

应用匹配方法研究了下面形式的边值问题
:

: 夕“ + f (x
; 。)夕

’

+ g (x ; : )夕二 0
,

(0< 。《 1 , 一 a < x < b )

夕(一 a )一 a , 夕(b )一刀

其中f (0
; 0 )一 0 (即 x 二 0 是其转向点)

。

他们在条件f
‘

(二 ; e )< 0 ,

(一 a ( 二 ( b )下
,

研究了

边值问题的解的渐近性态
,

发现边值问题的解包含三个组成部分
: 1

.

在适当端点 的 边 界 层

项
; 11

.

当 二一 。(。朴时适用的转向点解
;
iii

‘

在边界层和转向点邻域的外部区域中的
“

外部

解
”

(在该著作中称它为内部解 )
。

但是在他们的工作中出现了悖理
,

例如对于存在共振的

清形 (“。夕卜部解是马卜: 解白勺}
!: 形 )

,

将在两个端
,

点都出现边界层
,

而实际上当‘二

!
“ 二 ! 。)“二

护 0 时只应在一个端点出现边界层 (参见本文中( 2 )的( i ) 和 (i i)) , 此外在他们 导出的 渐

近近似式中
,

含有一个任意常数
,

即不能完全确定解的渐近近似式
。

为了克服 这 一 缺 陷
,

1 9了了年G r a s m a n 和M a t k o w sk y ‘2 ’又提出应用变分运算来确定任意常数的方法
,

使间题 复 杂
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化
。

本文应用多重尺度法研究 了上述问题
,

得出了完整的结果
。

避免了 A 。
ke

r b o r g和O
’

M al

le y 引出的悖理
,

以及G r as m a n 和M at k o w s k y引入的变分运算
,

并研究了他们所没有讨论的

非共振情形
。

二
、

形 式 渐 近 近 似 式

考察边值问题
:

L
。

[ 刀J二“夕 l, + f (x
; “)夕

,

+ g (二 ; “)夕一 0 ,

(o< “《l , 一 a < 劣 < b )

夕(一 a )“ a , 夕(b )一刀

假设f (二
; 。)和 g( 戈 ; “)当“” 。时具有渐近展开式

:

f (二
; “)、 f

。

(x ) + :
f

; (x )+ e Z

f
:

(x ) + ⋯

g (x ; ￡)~ g 。

(劣 )+ “g ; (x ) + e Z夕2

(x )+ ⋯

以及系数 f
‘

(幻和 g ‘

(x)
,

(l’一 0
,

1
,

2
,

⋯ )是〔一
a ,

句上的无限次可微函数
,

一 O ; 又假设在 〔一
a ,

b] 上成立

f
二 ‘

(x ; 0 )三 f
。‘

(x )< 0

引进两变量

(2
.

1 )

(2
.

2 )

和 f (0
; 0 )= f

。

(0 )

(2
.

3 )

_ u (x )
= ￡ 劣 二二

X

其中
u (二)是待定函数

,

d

d 劣

将关于 x 的导数替换成

一

三 召一lu
“

口
.

口
一丈东一十 一二二丁 -

a 若 口义

类
二 “一 Zu ·“

炭未不十 ￡一 ‘

口万
-

/
_ a Z

.

a \
.

a Z

、
乙“

二

砚丽歹 + “ 二二

万戈
~

/ 十 百班
,

将关于
x 的常微分算子 L

。

替换成关于 牙和 牙 的偏微分算子 L
。

(为简单起见
,

今后将 牙仍记

成劣) :

L
.

三 e一 ’(K
。十 eK ‘十 。’K : 十⋯ ) (2

.

4 )

其中

易知

二
。

二 u :

斋
+ 一 ,

。

(二 )

斋
K , 主 2 ·二

需乳
+

一晶
一

+ ,
。

(二 )

斋
十 · 二

,
‘

(二 )
备

K
:

三

儡
一

十 ,
1

(二)
一

晶
一

十 、 ,
2

(二 ,
篇

十 , !

(二 ,

(2
.

5 )

+ g 。(x ) (2
.

sa )

(2
.

sb)

~
, , 、

a
,

, , 、

a

八
‘
三 J ‘一 I Lx ) 一玉万

一

+ “二 J 1 t x 少 石蔽
一

十 g ‘一 I Lx 夕, 仁名“ 汤 , 4
, ” .

)
U 洒 0 几

(2
.

se )

假设解的渐近展开式是

刀~ 刀。
(牙

, % ) + : 夕 ,
(牙

, 劣) + 。“夕2

(笼
, 戈) + ⋯ (2

.

6 )
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‘
·

[熏
; ‘

(‘
,
· ,
]一

’

‘K
。

〔“
。

〕+ ·(‘
。

〔“
!

〕+ ‘
1〔一 J’+ ⋯

+ 。‘(K
。

〔夕
,

] + K
l

[ 夕
‘一 :

〕+ ⋯ + 尤
:

〔夕
。

〕) + ⋯ }

令
‘的各次幂的系数为零

,

得到关于 y ‘

(牙
,

幼
,

(l’~ 0
,

1
,

2
,

⋯ )的递推方程
:

也澎K
。

〔夕
。

〕二 u 里-
+ 。 二

,
。

(二 )
豁

一 。
(2

.

7 )

尤
。

[夕 , 〕一 一 K
;

[夕
。

」

芹
。

〔v
‘

1- 一 (K
、

〔v
、一 、

〕+ K
:

〔夕
、 一 :

〕+ ⋯ + K
‘

t夕
。

] )
,

(‘= 2 , 3
,

⋯ )

从方程 (2
.

T) 看出
,

若取

(2
.

7 a )

(2
.

7 b )

·(二) 一

丁
,
。

(· )d ·

(2
.

8 )

其中 x 。

是待定常数
,

口2

则得到常系数方程
:

a牙

.

日y o 。

月卜、 ~

二下花一 二二二 U
口石

(2
.

9 )

可以求得它的通解为
。。一 月

。
(二 ) + 刀

。

(x )e
一

,

其中

(2
.

1 0 )

Sd
、,产

S

户
r、.

矛
」

毖月

l
�

介
, 1
若 二二 一 ( 2

.

1 1 )

月
。

(义 )
、

刀
。

( x )

将 ( 2
.

1 0 )

是任意函数
,

式代入方程

根据 以后给出的条件确定
。

( 2
.

7 a )

a 2y l

日牙
2

得

a y八 。
。 _ _ 、

石牙 / “ 一 八
, Ly OJ ( 2

.

12 )
/了.、、

、少
劣

了几、Z八
一子J

其中

‘
1
〔, 。

」二卜 ,
。

(戈 )

鲁
一 ( , : (二 ) + ,

。

( X 。,
: ( X ) 一 。。( 二) ) 。

。

〕一牙

+ ,
。

(二 )

协
+ 。。(二 ) ,

。

令 K
l
[夕

。

j二 0 ,

得到关于 A
O

( 二)
、

B
。

( 二) 的微分方程
:

、

d A
。

J 0 Lx)
一

刁灭 十 g0 ‘幻五
。
二 u

、

d B
。 , , 、 , , 、 , 、 , 、 、

,

f
。

( x ) 竺子{ + ( f 6( x ) + f
。

( x ) f
,

( x ) 一 g 。

( 二) )B
。
二 oJ “ 、 ~ /

d x
‘ 、 了 “ 、 ‘’ / ‘ 了 “、 ‘’ 尸 J 王、” / 心 “、 一’ / j

一 “ 一 “

解得

( 2
、

1 3 )

( 2 14 )

户 , _ _ _ _

「 「/ g0 (s )
.

1 、
_ ,

飞
八

。、泥 少= 场 。劣 e 盖P I 一 l 气一丁一7 了芍
~

一
,

万 )“ 占 l
‘ J \ J o 弋奋 / 百 / J

( 2
.

1 5 )
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厂 「 / 门 了。 、 I \ 〕

X 夕一 上,
。

犷n 上

( 劣 少义
‘

e X D
,

1 1
,

万 二 一 万 寸
-

一 一 l 认 S ) Ja s l
一 之 J \ J o L了 ) s / J

丫 2

是任意常数 、 , 、
二 2

是随意预先给定的常数
,

和

(2
.

16 )民D

其中 C
。 ,

l一
口厂0 、O)

f
/

(0 ; 0 )

一 g 。
(0 )

一 f
‘

(0 )
(2

.

1 7 、

(注意
,

这里只是形式运算
,

A
。

(刘和 B
。

(劝 一般在 x 一 O可能具有奇性) 所 以当
x 并。时

。。一 。
。/ 了
二 p

〔
一

J饮粉
+

:
一

)
“·

〕

.

n , _ , , 、 _
, _ _ _ _

「「/+ 。
。

f、
‘

(二 )二
一
’e x p
赴J又

-

义 2

这时方程 (2 1 2) 化为齐次方程
:

;;粉
一

+

:
一 ‘

1

(· ,

)
,

d
￡

’

e x f
。

(: )J·

」
(2

·

1 8 )
月才.
、
.J,土

一巴

一
p

〔

口Zy l .

口y l 。

万刃 ,t- 万不“
U

又可以求得它的通解为
、 ·

” 了 、 一

笼夕 ;
一 A

I

(二 )+ B
:
(二 ) e 两

其中 刀
,
(二 )

、

B
,

(二 ) 是任意函数
。

将 (2
.

1 8 )
、

(2
.

19 ) 式代入方程

右端恒等于零
,

又可以得到关于A
I

(二 )
、

B
;

〔x ) 的微分方程等等
。

地求得 ,t, ‘,

(‘二 1
,

2
,

⋯ )
。

下而再根据不 同情形来选取 (2
.

1 8) 式中的待定常数 二 。、 二 工、

确定任意常数C
。、

D
。 ,

以及消去 x 一 0 点的奇性
。

(2
.

19 )

(2
.

7 b) (取 i ~ 2 )
,

令 其

这样继续下去
,

可以逐次

介
,

和根据边值 条 件 来

1 共振情形

若边值问题 (2
.

1) 一 (2
.

2) 存在非零的外部解
,

则称边值问题存在
“

共振
” 。

继 A c k e r -

b e r y 和 0 吸la lle y 之 后
,

C o o k 和 E e k h a u s (1 9 7 3 )
L咯’,

M a t k o w s ky (1 9了5 )‘
5 ’,

N iijim a

(l。了8 )
「e ’,

Ol ve
r (1 9了8)

L 7 ’

等都讨论了这类问题
,

并给出存在共振的充分条件
。

在这种情

形
,

退化方程 (2 13 ) 存在非零的解析解 (2 1 5 )
。

记

b

‘二

{
,
。

(·)d ·

一 0

(2
.

2 0 )

下面再分三种情形讨论
。

( i ) 若 I > 0

根据假设 (2
.

3夕 知

丁
,
。

(· )d ·> 。
,

当一‘% < “

此时
,

在端点 、
: 二
一 。 可能出现边界层

,

而在端点 x 一 b 不 出现边界层
,

所 以 在 (2
.

18 ) 式

中应取 二 。
~ 一 。 ,

随意地取 气~ 二2
- 一 a 又为 了消除 (2

.

1 8) 式在 二一 O 点的奇性
,

再作函

数
:
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:
。
一 e

。/ 了

二 p

〔
一

{浮箫
+

手)
“·

〕

+ 岁
。
(/ 少 e X p

「
-

{
f
。

(· )d ·

〕 (2
,

2 1 )

其中

二
。

f、
1

。、 )二
一 , 。二p

f{(4感婴
+

李
一 ,

,

(: )、、
:

1
,

当一、 r> 。

L J \ J O气百 j 百 / J

沪
。

(二 )
,

当卜 }《刀
(2

,

2 2 )
!
了

、l
�

一一戈
厂、
、

梦

叮是满足条件 。< 刀< m i n(
a ,

b) 的随意给 定 的 常 数
; D 。

是 待 定 的 常数
; 丸娜 ) 是 连 接

岁
。( 一 ’7) 和 岁

。

(勺 的无限次可微函数
。

将 (2
.

21 ) 式代入边值条件 (2
.

2) 得

a 二 C。( 一 a ) ‘+ D
。

f J’ (一 a ) (一 。)
一 刀

, 一。
o
。

, 。 x p r一 ( (孕兽
+
李、

、门
L J 、 J O 火。 夕 。 / J

可以唯一地解出C 。

和 D 。,

再代回 (2
.

2 1) 式就求得 万
。

.

下面再求 y ;

将 (2
.

1 8 )
、

(2
.

1 9) 式代入方程 (2
.

了b) (取f ~ 幻
,

令其右端恒等于零
:

K
、

〔夕
、

1 + K
:
〔夕

。

〕二 0
,

则得到关于 A
、

( x ) 和B
、

( x ) 的微分方程
:

,
。

( 二)

粉
一

十 。。

( 二 )“
1

一 (
d

Z
A

。

g x Z

、

d A
。

.

, 、 ‘

、 ,
,

十 jl ‘x) 刁蔗十抓幻月
。

2艺乙 Lx)

d B
: , , 、 ‘ , , 、 , , 、 , 、 、

。

J
。( x ) 二犷了 + 戈J 6 t况 ) + J 。t 戈 ) J 一L戈少一 g ot x 夕少口 l

以 满

七头
+ 、

, ( X )

会
+ ( 。1 ( X卜 f

。

( X , f
: (二 , , B 。三 G l( X ,

解得

A
l
一 c

; 二 , 。、 p
「
一
{牌粤

+

与d :

1
L J \ J o 戈‘ / ‘ / J

f
。

( :兴步(
S

)
’

二 p

「丁(
g 。

( t )

f
。

( t )

+

手)
d ‘

〕
d ·

( 2
.

2 3 )

男rl
.,J

-o

+

B
I
一 D I

f、
, (x) 二一 。 x p

叮(舰彗
+

李
一 f : ( : )、

、门
L J \ J O 、 0 尹 0 / J

G
;
( s )

j
。

(二 )

B

(劲
一 ‘

二 p

卜{(
一

黯
十

一

{一 ‘
! ( ‘,

)
“

小
·

( 2
.

2 4 )
产
11飞
」

斗

其中 C 、

和 D :
是任意常数

。

作函数



刘6 江 福 汝

男

~
J , 、

.

, 了, 、

「 I f
, , 、 ,

万 i
~ 月

1 Lx ) 十 岁 ILx ) e X PI一
一
石

.

1 I
o L￡少a

“
J

~ a

(2
.

2 5 )

其中

劝
,

(% )

梦
,

(x ) ~
B

,

(戈)
,

当 !x l) 灯

功
,

(x )
,

当 }二 !( 冲

是连接 B
,

(一 勺 和 B
,

(勺 的无限次可微函数
,

代入边值条件
:

亏
,

(一 a )一 0 ,

歹, (b )二 0

得

0 ~ C
;

(一 a ) ‘+ D
:

f J
‘

(一 a )(一 a )
一 ’

Sd
, 1J.

.
咨‘

d

、、苦了
尹

I一t
+

)一)
,寸�J‘了t

、一了t
、

0
1

0g
.

t
砂

了

了
、

J产

!
�

r.‘.L

PX

、、r/产。�
s了产产.、、

石 石

一 e
,
。

, 。 x p
r一 {‘华华)

十
一

工、J
:

1+ f
L J \ J o 气万 夕 万 / J J

~ O 一 口

F ; ( s )

f
。

( s )

从上式可以唯一地解出 C
;

和 D ; ,

再代回 (2
.

2 5) 式就求得 百
,

.

在

夕: 二歹;
就得到边值问题的解的一阶形式渐近近似式

:

b

( 2
.

6 ) 式 中取 场一歹
。,

夕‘: 》二万
。
+ 。万

,

「 I f
, , 、 ,

一 刀
o L义夕十 己

月八 劣 ) 十 t 岁 。 t工夕卞 己 岁 I L劣夕) e X P I 一 二二 I J 叭 S ) a s

L c J
( 2

.

2 6 )

在第 (三 ) 部分再讨论它的渐近正确性
。

这样继续下去
,

可以逐步求得它的各阶形式渐近近

似式
。

( 11 ) 若 I < 0

根据条件 (2
.

3) 知

f
。

( s ) d s > 0
,

当 一 a < 二< b

此时
,

在端点 x 二 b 可能出现边界层
,

而在端点 x ~ 一 a
不出现边界层

,

所以在 (2
.

18 ) 式中

应取 丸 ~ b 应用 ( i) 中同样的方法可以构造出解的形式渐近近似式
,

只不 过将 一 。 相 应

地换成 b

( 111) 若 I ~ 0

根据条件 (2
.

3) 知

盆 召

J,
。
( · ) d一 I ,

。

(· ) d ·> 。
,

当一 < 二< ”

一u 6

此时
,

在端
J

点 、二 一 a 和 井二 b 都可能出现边界层
,

并且在各端点的 边界层项
,

可以 用 同

个式子来表示
。

在 (2 1 8) 式中找们可随意取例如 二。 ~ 二 ,
一 二 :

一 一 a ,

作函数

名

。
一
伽

’

二 p

[
一

{(笨{
十

;
一 口

〕 ~
, 、

「 1
a “
」十 甲

。仁劣夕e “ p t 一百 f
。( s

) d s

」 ( 2
.

2 7 )

其中
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男

D
。

f、
; (二)二

一 , 。x p
「!(孕荟琪

十

粤
一 ,

,

(: )、、
:

1
,

当 1二 l> 。

L J \ J o k 。 / 。 / J
一 口

叭(劝
,

当】x !( 刀

fl、少eet

一一
、少

戈小

切。

(x) 是连接 电
)

(一孙 和 中
。

(钓 的无 限次可微函数
。

将 (2
.

2 7) 式代入边值条件 (2
.

2 )
,

得到关于 C
。

和 D
。

的线性代数方程组
:

a 一C
。

(一 a ) ‘+ D
。

f J’ (一 a ) (一 a )
一 ‘

吞 ‘

。一 C
。
“

,

二 p

[
一

{(孚倡
+

普)
“

小
D

。

, 、
、‘“)”

一
p

〔{(煞于
+

粤
一‘

1

(·)

)
d ·

〕
一 O 一 a

根据条件(2
.

3) 知
,

可以唯一地解出C
。

和D
。 ,

再代回 (2
.

2了)式就求得万
。。

应用 ( i 夕中类似的步

骤
,

可以求得万
: ,

万
:
⋯等等

。

非共振情形

此时
,

退化方程 (2
.

13 )只存在为零的解析解
。

因此
,

一般地在两个端点都将 出 现 边 界

层
。

由于当一 < ! < “时不可。台同时出现
{

,
。

(· )d ·> 。和

就 x < 0 和 x > O 构造形式渐近近似式
。

从条件(2
.

3) 知

万

{
‘
。

(· , d s ) 0 ,

所以必‘分另“

b

名 芯

I
,
。

(· )d ·> 。 ,

当二< 0 ;

I
‘
。

(·, d ·> 。 ,

当X > 0

一 口 b

所以允许分别在 , 一 一 a 和二一 b构造边界层项
。

在 (2
.

1 8) 式中令C
。
一 。 ,

当二 < 。时取x 。
一 x Z

一 一 a ,

当二 > 。时取二。
~ 二 2

一 b
,

得

戈 笼

D “
1 )

,
。
一 (X oX

一
p

[J(孚倡
~

+

丢一
‘

1

(· )
)
d ·

〕
。· p

[
一

嗜丁
‘
。

(·, d ·

]
一 口 一 O

。 ‘, 、 , 、

「 I f
, , 、 ,

1
、, ,

,
_

, 。

三 刀 。
‘

L劣 , “ X p L一丁 J
J OL“夕“ “J

,

白 一 “
簇 x 气 “

(2
.

2 8 )

f
。一 ’

(x )二
-

劣

(黯
+

普
一 ‘

1

(· , “

小
p

[
一

专}
‘
。

(· , “·

〕
劣月

l
‘b

r.
..L

PXe

.
才甲

二 B 舌
2 ,

(二 ) e x p「一工 f
L 己 J

,
。

(: )d :

1
,

当 。< x 、b

z、八U

D

,‘

⋯
一一夕

作函数

xr盆直.J

1一￡

一

r.IL
少百

‘, (二 ) e x p f
。

(s ) d s
l

,

当一 a 板 x 毛 0

(2
.

2 9 )

梦舌
2 ,
(二 ) 。x p ,

。
〔: )J ·

〕
,

当 0 ( x
( b

x.

1
�‘

1一
。

一

!
r

l
一一

�夕
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其中

梦 “
’(戈, 一

{

梦“
’(二, 一

{

B ‘; , (戈 )
,

切。

(劣)
,

B ‘苦, (x )
,

沪。

(x )
,

当 一 a ( , ( 一 刀

当 一 粉簇 x 簇 0
(2

.

3 0 )

当刀戒x ( b

当O( x ( 叮
(2

.

3 1 )

又, 。

(二 ) 是在 !X }、 一

普
恒为零的连接岁、(一 ”)和岁

‘
: (”)的无限次可微函数

。

将 (2
·

2 9 ) 式

代入边值条件(2
.

2) 得

a 一 D
‘

吉, f甘(一 a )(一 a )
一 ‘,

刀一 D
‘苦

,

f甘(b )b
一 ‘

可以唯一地解出 D
‘

;
,

和 D 甲
,

再代回(2
.

29 少式就求得万
。。

下面再确定万
, 。

假设

B ‘
,
’ (X ,一 p

卜告{
,
。

当一 a
( 戈< 0

(2
.

3 2 )

了少

男内

l
‘

B“
, (x ,

e x p

[
一

省

(“’“:

〕

(“’“:

〕当 0 < 劣《 b

f.l才

!
一一y

其中 B ‘
}
, (二 )和B ‘若’(x )是任意函数

。

将 (2
.

3 2 )和(2
.

1 8 )式代入方程(2
.

了b )(取‘= 2 )的右端
,

并令它恒等于零
,

则得到 B ‘
l

, (x ) 和 B甲(x ) 的微分方程
:

,
。

(X )

豁
’ + (,

。,

(x ) + ,
。

(二) ,
1

(X )一 。
。

(二 )) B
盖‘! ,

d
“
B

。(‘)

d x Z

, 、

d B
。 (‘)

十 J
i【劣 )一一j 丁 - 一

“ 潇

+ (g : (二 )一 f
。

(x )f
: (二 )) B

。“ ’
二 G

、

(x )

(f= 1 , 2 )

解得

; (

;
) (二卜。 (;) , 、

1

(二 )

一
p

[{(
一

黯
+

鲁
一 ‘

! (· ,

)
d ·

〕

, S

+

I胎;(誉
一

)
一 ’

二p

卜丁(
X 万
密

g 。

(t)

f
。

(t )

+

手
一 ,

!(, )d ,

〕
d · ‘2

(i二 1
,

2 , 戈 ,
二 一 a , 戈 :

= b )

其中 D ‘
{
, ,

(f二 i
,

2 ) 是任意常数
。

为了消除 (2
.

3 2 )式 [其中B
‘
;

, ,

(‘二 1
, 2 )由 (2 3 3 )

出」在 x 一 O 点的奇性
,

作函数

3 3 )

式给
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内

l
..J

1一￡
少

‘

}
,

(二 ) e x p f
。

(s )d s

〕
,

〕
,

当 一 a ( x 簇 O

当 0 簇x ( b

(2
.

3 4 )

人d
、.沙

S
了.、

0

子J

劣

!
J。

岁
‘

羞
,

(二) e x p

其中

岁
‘

}
, (劝 二

梦 ‘
釜

,

(二 ) 一

B ‘{, (x )
,

当一 a ( 戈( 一 刀

切 ,
(x )

,

当 一 刀簇 x 簇 0

B
‘

专
,

(x )
,

当叮( n ( b

叭 (劝
,

当 O ( 义 ( 叮

(2
.

3 5 )

(2
.

3 6 )

r
夕

、t
�

j
、‘气

和中 , ( 二 )是在 !x }

边值条件
:

得

_

刀
. _

_
_ _ , 、

_
. , . , . 、 ,

岌丁为军的连按岁
’

f ( 一 ‘I) 相 甲
’

r 叨
‘

的无 限次可微函数
。

将 ( 2
.

34 )式代入

夕: ( 一 a )二 0 ,

歹
:
( b)二 0

~ D ‘}
、

f了 ( 一 a ) ( 一 a )
一 ‘,

o一 D ‘
荃

,
f分 ( b ) b

一 ‘

所 以 D 甲一 D 甲一 。
。

再代回 ( 2
.

3 1 ) 式就求得 B ‘l
,

(二 ) 和 方叹
,
( x)

,

也就是求 得 岁 ‘
}

, (幼 和

梦 吸
’

(习
。

所以边值问题的
一

阶形式渐近近似式是

一 _

}(
二

。

夕“’一 “。十 “y ‘一

}
’

(梦
。

含

, , 、
.

, , , , 、 、 、

「 I f
, , 、 ,

飞
、 , ,

/ 一 八

、‘ j

十 己岁 互
、 ‘ /

) e X P ! 一 万 1 J o L‘ ) 口 人 l,

白 一 a 气 x 乌女 U
L 亡 J J

一 口

男

( 2 ) + : 二
: ‘2 )

) 。x p「一毛{ f
。
。、。。、性

,

当。‘二 ( 。
L 心 J J

右

其中少
。“ , 、 少

: “ , , ( f一 z
,

2 ) 由 ( 2
.

5 0 )
、

( 2
.

3 1 )
、

( 2
.

3 5 )
、

( 2
.

5 6 )式给出
。

三
、

渐 近 正 确 性 的 讨 论

先考察 ( 1 )中( 幼的情形
。

假设已作得解的一阶形式渐近近似式y ‘i ,
(见 ( 2 26 )式)

。

以 R
,

表示真解与y ( l

的余项 (又称误差 ) :

R l
一 y 一 夕、 ; ,

将夕~ 夕、1 , + R
,

代入边值问题 ( 2
.

1) 一 ( 2
.

2 )
,

则得到关于R
‘

的边值问题 :

L 江R , 」一 一 L
。

[ 夕
、; )」

,

( 一 a < x < b) ( 3
.

1 )

R ,

( 一 a ) 一 0
,

刀
;

(b ) 一 0 ( 3
.

2 )

可 以证明

L
。

[ 夕〔
, , 〕一 O (。 )

,

( 一 a < x < b ) ( 3
.

3 )

事实上
,

若展开 f ( x ; “) 一 f
。
(二 ) 十 。 f

,

( * 夕+ “
呀

:
( * ; 口

; : )
,

口( 二 ; “) 一 g 。

( * ) 十匆
‘
( 二 , 6 a: )

,

具

中 O< 口
, ,

口
2
< z ,

则有
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拿 ,
一

_

~
, .

/
, , , ,

_ 。

仔
。 , , 。 、

日 、
, _

.

_
、

乙
·

L夕“, J“ 乙
·

Ly 。 + “ 夕‘
J~ “一 ’

气八
。+ “八

, + “‘

八
‘ + “’j

Z‘x , 口声) 万灭”夕。 + “夕‘)

一 {
K

。

〔;
。

」+ ·(K
。

〔”!」+ ‘
!

〔”
。

〕) + 一(‘
1

〔”
1

〕+ “
2

〔”
。

」,

_ ,

了沙
。 , 。 .

二 , 。 _ 、

口歹
。

寸 “ 一

、
z 、 ‘ L, ‘J十 J “又x ’口 , 己少一

而

。
_ 、

日乡
十 “一 J Z L x , 口‘己 j

一

而

其中

子 刁2
.

, , 、

a
.

, , 、 、 , , 、

日

八
2
主 J又至 十 了‘L戈 ,

一

百二 十 了。Lx 少j “L戈 , 佑“) 。室
一

十 叮 , (戈 ,

叭“ )

当 !刘 > 刀 时
,

因 K
。

〔歹
。

」一 K
。

[歹
,

」一 K
:

〔歹
。

」二 0

~ O ( 1 ) ; 所以

L
。

[ , (, , 」~ O (“)
,

当 !二! > ,

K : 〔歹
:

〕+ I公
:

[万
。

」一 口(1夕⋯
,

了
:

(二 ; 乡
, 。)

口夕、

又 当 ,X , ‘”时
,

考虑到 一 ,

一
p

【
一

含J
f
。

(·)d ·

〕
、一p

[
一

告I
,
。

(· )d ·

〕
一 O (二 ) (N

是随意取定的正整数 )
,

有K
。

[断
。

]二 K
。

[且
。

(二) + 功
。

(二)e
一

, 〕一 。 , 尤
。

〔歹
l

j + 尤
,

〔夕
。

」~ 尤
。

x 〔只
,

(x )+ 功: (x )。
一

, 卜 尤
,

[姓
。

(x ) + 砂
。

(二 , 。
一

牙 二 o (。“) , 尤 : [歹、〕+ 元
:

〔万
。

卜。(1 ) ; ⋯
,

,
:

(! ; 。
1·。

一

会
一 O ( , ) ; 所 以

L
。

[ g 《, ) 〕一 O (。 )
,

当 !二1( 叮

证毕
。

从关于 R
;

的边值问题(3
.

1) 一 (3
.

2) (其中 L
,

〔y ( , , 」二 O (。))
,

可以应用常微分方程的极

值原理‘“’
得到余项R

,

按最大值模的估计
;
或应用文献〔9 」中判别算子是一致正的定理4

‘
,

得

到余项 R
,

按 L
:

空间范数的估计
。

关于其它情形
,

可 以类似地讨论形式近似式的渐近性
。

只是对于非共振的情 形 需 注 意

_
、 . _

_ _ 一 刀 _ ,

「 I f
, , 、 .

1 _ 「 I f
, 、 ,

飞
到

:

当一 叮簇 二 ( 一音时
, e x pl一 令 lj

。

(s )d s
}簇

e x p ! 一今 } j
。

(s )d s
}一 O (“N ) ; 当 }x !

川
.

司 ~ 一 ~ 2
” ‘ ’

一
厂 L ￡ J

了 “ 、 一 /

一 」 ~ 一
厂 L ￡ J

产 “ 、 一 ’

一 J
一 、 ‘ ’

一 ”

_

刀 _
,

乓艺
一

佑

例 :

夕。
主 0 ,

_ .
_

刀
当百乓劣乓U

炜
e X P

昌 咋

丁
,
。

(· )d
·

〕
( 二 p

卜含{
f
。

(· )d ·

〕
一 O (一 ,

。

b b

作为一个简单例子
,

考察边值问题
:

“夕“ + Za x 夕产 一 a刀y 一 0 ,

(0 < 。《 1
,

一 1 < 二< 1 )

y (一 1 )一 A
, 夕( 1 )二 B

一一一
刀

.

2
一一

的解 的极限性态
,

在此例中
,

f

其中假设 a < O
。

在文献〔1。〕中曾通过求出它的真解得出解的极限性态
。

。

(x ) ~ Za x
,

f
。

’

(x )一 Za < 0 , 夕。

(x ) ~ 一 a
刀

,

_

巩门 )

f
。’

(0 )

玉

{
‘
。

(· , d一
。

。

下面分两种情形讨论
:
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( i ) 若 l是非负的整数
,

即刀~ 2 1
,

(l一 0

的情形 (111)知 (见 (2
.

2 7 )式 )

,

2
,

⋯ )
。

这时
,

存在共振现象
‘5 , ,

从 ( 1 )

“。
一 C

。·
令+ 少

。

(·)二 p

[
“(里若丝]

其中

,

当 !二1> 刀

当 】川 ( 叮

"一
2

一,
X
、jZ

l一X

、与一a/t、
,

一卯r百J、.飞

一一小
。

(戈 )

甲。

(x) 是连接少
。

(一 刀)和小
。

(粉的无限次可微函数
,

和C
。、

D
。

确定于线性代数方程组
:

。
, _ 、

卫
_

D
。 , _ 、 ,

三
五 一 U 叭 一 1 ) “ + 下 户 L一 1 )

一 ‘ 一 器

‘召汤

n o
.

D
n

刀 二七
。十

,

= 泞
一

艺口

, ~ 。 l r
, _ 、 _

二
月 .

n l n _
「

, . 、 _ , _

二
, .

。飞 二
, 、 ,

邢户丁寻 七 。
之 石 IL一 1 少

艺

月十 。 l,

口
。
一 以 I L 一 1 夕

一 “

刀 卞刀 卜 月少 以‘ L J ‘ J

李「(
一 1 )

一

粤A 十 B l
二
牛+
冬「(

一 1 )一令A +
川

二一
卜粤

。x p

「匹1于兰 )1
‘ L J

“
J

“
J

当 lx ! 》叮
一

打(一 1 )
一

夸A 十川
二
夸+ , 。

(二 )e x p

「尽Q万些1
,

当 !xI 铆
‘ L J ‘ . J

了.1产
、

l
一一夕

当
“” 0 时

,

在 (一 1 , 1 )内

1 「
, . 、 _

二
月

.

n l
_ _

寒
y 峥

~

石万IL一 1 少 z
九十 刀 l潇

乙

“
-J

与文献【1 0] 中第 8 章第一节情形 (i 11) 的结果是一致的
。

(11) 若 l不是非负整数
,

即刀二 2 1
,

(l护 0
,

1
,

2
,

⋯ )
。

这时
,

不存在共振现象
,

从 ( 2 )

知 (见 (2
.

2 9 )式)

二 :
1 ) (二 )。 X p

〔噢石犷
)
]

,

梦“
2 ) (X )一 p

〔匹
‘
万兰”〕

,

当一 1( x 成0

当 O ( x ( 1

!
、

l
一一夕

其中
一卜粤

,

当 一 。
成x ( 一 。

当一 刀( x 簇 O

戈

厂一aX
‘

L
.
一Q目r
、

J沪

l
、.t

一一
、声

戈
了、

少否
2 , (二 ) 一

夕必竺二

{
Z a

t

甲。
(劣 )

,

一卜粤
,

当: ( 二 ( b

当 0 ( x 《叮
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_ _
, . 、

_

声 _
、

相刀6“ 二 (一 1 )
‘十

下Za A
,

U 舀
z ,

一 Za 刀
,

即

y o
-

, (一 二)一熟
X p

〔
竺丝晋些」

,

当 一 。

。、一 。

, 。

(X )一 p

〔咀苦兰2〕
,

当 }X ,、 ,

。 x

一牛
e x p

「业若
三竺」

,

当”、 二

。

当: * 0 时
,

在(一 l
,

1 )内

夕令 0

与文献【1明中第 8 章第 1 节情形 (11) 的结果是一致的
。

留

注 :
若代替条件(2

·

3 )而成立 ,
二 , (X ; 。)一 ,

。,

(X )> 0
,

则
I

,
。

(·)d ·< 。 ,

当一 < / < “,

一 a

I
,
。

(· )d ·< 0 ,

当 。< x < 。; 无论在端点二

一
。 或 二一。都不允许出现边界层

,

这时上

b

面的方法无效
。
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